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ERRATA 


Page  16  ligue  20,  au  Ueu  de  :  àt  marbre  de  métal,  lUe%  :  de  marbre, 
de  métal. 

Page  20,  ligne  46,  a\k  lieu  de  :  molécules  extérieures  aux  corps...,  Usa: 
molécules  extérieures  au  corps.., 

Pag^  34,  ligue  tS,  au  lieu  de  :  le  nombre  fini,  si  petit  qu'il  soit,  lisez  : 
la  quantité  finie,  si  petite  qu'elle  soit. 

Page  92,  ligne  2,  au  Ueu  de  :  à  Tune  de  ces  extrémités  A,  lisez  :  à  l'une 
de  ses  extrémités  A. 

Page  127,  ligne  t8,  au  Ueu  de  :  angle  égal  à  celui  de  deux  plans.  Usez  : 
angle  égal  à  celui  des  deux  plans. 

Page  192 ,  ligne  5 ,  au  lieu  de  :  Télément  qui  répond  a  0  =  O ,  Usez  : 
l'élément  qui  répond  à  6  =  O. 

Page  213,  ligne  20,  au  lieu  de  :  D'ailleurs,  ce  n'est  pas  à  ce  point  de 
vue,..,  lisez  :  D'ailleurs,  ce  n'est  pas  précisément  à  ce  point  de  vue... 

Page  221 ,  ligne  12,  au  lieu  de  :  entre  les  corps  élastiques,  Usez  :  entre 
les  corps  solides  élastiques  ou  non  élastiques. 

Page  246,  ligne  20,  au  Ueu  de^:  I*  considérons  des  points  m\  m\  m", 
etc.,  comme  invariables  entre  eux  et  comme  respectivement  animés  des 
forces  P',  P',  P",  etc.,  Usez  :  1"  considérons  des  points  m,  m\  m%  etc., 
comme  invariables  entre  eux  et  comme  respectivement  animés  des  forces 
P,  P',  P',  etc. 

Pag^  256,  ligue  22,  au  Ueu  de  :  capable  de  donner  ou  corps  9>i....,  Usez  : 
capable  de  donner  au  corps  m.... 

Page  285,  ligne  22,  au  Ueu  de  :  la  somme  de  tous  leurs  points....,  lisez  : 
la  somme  des  forces  vives  de  tous  leurs  points..,. 

Page  306,  ligne  29.  au  lieu  de  :  F  =  m-~,«#C5:F  ==«»—• 

Page  307,  ligue  28,  au  Ueu  de  :¥  ^  mv*  =  R,  Usez  :  F  =  tav*  :  R. 
Pag9  316,  ligne  16,  au  Ueu  de  :  JAXi  =  ^a*  — x*  :a,  lisez  :  MAi  = 

^a»  —  X*  :  a. 

Page  322,  ligne  1,  au  Ueu  de  :  tendant  à  les  séparer  les  nues  les  autres, 
Usez  :  tendant  à  les  séparer  les  unes  des  antres. 

Page  :i17.  ligne  9,  au  Ueu  de  :  \  dv*,  Usez  :  ^  d.v*. 

Même  page,  ligne  13,  au  Ueu  de  :  ^  d,v*,  lisez  :  {  <f,v*. 

Page  376,  ligne  17,  au  Ueu  de  :  les  oppositions  et  les  conjections,  Usez  : 
les  oppositions  et  les  coqjonctions. 

Page  400,  ligne  46,  au  Ueu  de  :  s*écarte  de  cette  loi  générale,  Usez  : 
s'écartent  de  celte  loi  générale. 

Page  463,  ligne  17,  au  lieu  de  :  ou  bien  le  lluide  placé  entre  elles  varie- 
raient..., lisez  .-ou  bien  le  fluide  placé  entre  elles  varierait.  .. 


INTRODUCTION 


J'ai  publié,  il  y  a  quelques  années ,  un  livre  intitulé 
Discfissions  sur  les  principes  de  la  physique  (1).  Dans 

> 

celui  que  j'offre  aujourd'hui  au  public,  mes  investiga- 
tions critiques  se  sont  portées  sur  les  principes  de  la 
Mécanique. 

J'y  montre  que  la  Mécanique  est  loin  d'être  une 
science  exacte;  que  la  plupart  de  ses  principes  pèchent 
en  eux-mêmes  et  conduisent  à  des  antinomies,  à  des 
contradictions,  à  des  impossibilités.  On  y  verra  que, 
sous  divers  rapports^  ces  principes  et  les  solutions  qu'on 
en  a  déduites  s'évanouissent  sous  les  regards  de  la  rai- 
son pure  qu'ils  ne  peuvent  supporter. 

Les  corps  doivent  être  considérés  comme  des  assem- 


(I)  I  vol.  in-8%  chez  Gauthier- Villars,  libraire-éditeur,  quai  des  Augu*}- 
tins,  ^. 
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blages  de  molécules,  de  parties  élémentaires  fort  lénues 
et  très-distantes  les  unes  des  autres  relativement  à  la 
ténuité  de  leurs  masses  respectives.  Ces  parties  tendent 
plus  ou  moins  à  rester  à  leurs  positions  dans  les  corps 
solides,  à  en  changer  dans  les  liquides  et  les  gaz.  J'ai 
montré  ailleurs  {Discussions  sur  les  principes  de  la  phy^ 
sique  )  que  cél  tendances  ne  peuvent  s'expliquer  conve- 
nablement que  dans  Thypothèse  de  deux  forces  antago- 
nistes, Tune  d'attraction  ou  de  cohésion,  l'autre  de 
répulsion.  Je  crois  devoir  reproduire  ici,  dans  leurs 
parties  essentielles,  les  considérations  que  j'ai  présentées 
à  ce  sujet  : 

«  Les  corps  sont  très-inégalement  compressibles.  Les 
gaz  le  sont  éminemment  ;  il  est  des  corps  qui  le  sont 
extrêmement  peu  ,  qui  paraissent  résister  à  d'énormes 
pressions  :  les  liquides  sont  généralement  dans  ce  cas. 

»  De  même  les  corps  varient  considérablement  sous 
le  rapport  de  leur  cohésion,  de  la  force  qu'il  est  néces- 
saire d'employer  pour  écarter  leurs  molécules.  Il  y  en 
a  qui  n'offrent  qu'une  faible  cohésion  ;  d'autres  mon- 
trent une  cohésion  très-intense. 

»  Les  corps  sont  aussi  très-différents  sous  le  rapport 
de  l'élasticité.  Certains  paraissent  peu  ou  point  élasti- 
ques, tandis  que  d'autres  le  sont  évidemment,  à  un 
très-haut  degré. 

»  Sans  une  force  répulsive,  sans  un  fluide  répulsif 
inlermoléculaire ,  on  ne  saurait  se  rendre  compte  de  la 
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résistance  que  reacontre  la  compression  des  corps,  on 
n'expliquerait  point  Télasticité,  du  moins  celle  de  com- 
pression  La  cohésion  révèle  l'attraction  moléculaire. 

>  On  peut  fort  bien  expliquer  tous  les  faits  relatifs  à 
la  compressibilité ,  à  la  cohésion,  à  l'élasticité,  en  sup- 
posant un  fluide  répulsif  placé  entre  les  molécules  des 
corps  et  une  attraction  mutuelle  entre  ces  molécules , 
si  Ton  admet  d'ailleurs  que  la  répulsion  du  fluide  et 
l'attraction  moléculaire  s'accroissent  quand  la  distance 

diminue. 

»  S'agit-il  de  rendre  compte  de  ce  que  tel  corps  est 

peu  compressible,  de  ce  qu'il  résiste  fortement  à  la 
compression?  On  l'expliquera,  en  considérant  que  la 
compression ,  rapprochant  les  molécules  du  corps ,  rap- 
proche aussi  les  unes  des  autres  les  parcelles  du  fluide 
placées  entre  elles,  augmente  ainsi  la  densité  du  fluide 
et  par  suite  la  répulsion  qu'il  exerce  ;  et  en  supposant 
de  plus  que  la  répulsion  s'accroît  alors  plus  rapidement 
que  ne  le  fait  l'attraction  mutuelle  des  molécules  du 
corps  par  suite  de  leur  propre  rapprochement,  La  grande 
cohésion  d'un  corps ,  ou  le  grand  effort  nécessaire  pour 
séparer  les  molécules ,  proviendra  au  contraire  d'une 
prédominance  de  l'attraction  sur  la  répulsion  pendant 
l'action  qui  tend  5  les  séparer. 

»  Un  corps  offre-t-il  peu  de  résistance  à  la  compres- 
sion? Ne  présente-t-il  qu'une  faible  cohésion?  C'est  que 
les  forces  répulsives  et  attractives  se  font  à  peu  près 


—  8  — 
équilibre  pendant  l'action  qui  tend  à  opérer  la  compres- 
sion ou  la  désagrégation . 

»  Nulle  difficulté  non  plus  pour  rendre  compte  de 
l'élasticité.  Celle  de  compression  résultera  évidemment 
de  ce  que  Taccroissement  de  répulsion  produite  par  la 
condensation  forcée  des  parcelles  du  fluide ,  l'emportera 
plus  ou  moins  sur  l'accroissement  de  l'attraction  mu- 
tiielle  des  molécules  par  l'effet  de  leur  rapprochement. 
Celles-ci  alors  tendront  à  revenir  sur  leurs  pas ,  à  re- 
prendre la  place  qu'elles  occupaient  avant  la  compression. 

>  Pour  expliquer  l'élasticité  de  traction  ou  de  tension , 
je  distinguerai  deux  cas  :  ou  bien  les  molécules  écartées, 
dans  un  corps ,  ont  été  rapprochées  d'autres  molécules 
du  même  corps ,  ou  bien  leur  écart  a  eu  lieu  en  main- 
tenant entre  elles  et  celles  venant  ensuite  les  distances 
existantes  avant  le  mouvement.  Pour  fixer  les  idées, 
considérons  seulement  une  file  de  trois  molécules  a,  6,  c, 
à  égale  distance  entre  elles ,  et  admettons  qu'elles  soient 
d'abord  en  repos  par  l'équilibre  des  forces  attractive  et 
répulsive  entre  a  et  6  et  entre  6  et  c  considérées  par 
couple.  On  peut  supposer  que,  a  restant  en  repos,  h 
et  c  reçoivent  à  la  fois  une  égale  impulsion  qui  les  éloigne 
de  a,  en  maintenant  entre  elles  leur  première  distance; 
on  peut  supposer  aussi  que  h  s'éloigne  de  a  et  s'approche 
de  c,  a  et  c  restant  à  leur  place.  Dans  le  premier  cas , 
si  ft  et  c  ^  abandounées  à  elles-mêmes ,  reviennent  suc- 
cessivement sur  leur  pas  vers  a,  ce  sera  par  l'attraction 
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mutuelle  de  ces  molécules ,  par  leur  force  de  cohésion 
qui  l'emportera  sur  la  force  répulsive  tendant  à  les 
séparer;  mais,  dans  l'autre  hypothèse,  ce  sera  la  force 
répulsive  qui,  prédominante  entre  betc,  par  suite  de 
leur  rapprochement,  déterminera  6  à  revenir  sur  ses 
pas.  En  ce  cas ,  en  effet ,  ce  ne  peut  être  la  force  attrac- 
tive qui  cause  le  retour  de  b  vers  a,  car  6  se  trouvant 
plus  rapprochée  de  c  que  de  a ,  l'attraction  devrait  moins 
la  porter  vers  a  que  vers  c.  Or ,  ce  que  je  dis  pour  ces 
trois  molécules  peut  s'appliquer  à  un  plus  grand  nombre. 

>  Maintenant  si ,  sortant  des  hypothèses  ,  je  me 
demande  ce  qui  a  lieu  en  ^réalité  ,  je  me  répondrai  qu'il 
n'est  guère  présumable,  admissible,  qu'un  corps  soit 
étiré  de  telle  sorte  que,  parmi  les  molécules  écartées, 
bon  nombre  ne  soient  pas  rapprochées  d*autres  molé- 
cules du  corps,  et  que  par  suite  la  force  répulsive  n'ait 
pas  une  part  notable ,  sinon  prédominante ,  dans  l'action 
qui  ramène  vers  leur  place  les  molécules  écartées. 

9  Si  l'écart  opéré  entre  les  molécules  d'un  corps 
passe  certaine  limite ,  il  peut  être  trop  grand  pour  que 
les  molécules  écartées  reviennent  à  leur  place  ou  à  peu 
près.  En  ce  cas  •  l'élasticité  de  tension  fait  sensiblement 
défaut.  Il  est  facile  de  le  concevoir. 

»  Le  degré  d'élasticité  provient  notamment  de  la  plus 
ou  moins  grande  quantité  de  fluide  répulsif  comprimé , 
et  aussi  du  degré  d'attraction  qu'exercent  les  unes  sur 
les  autres  les  molécules  du  corps. 
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»  Un  corps  sera  peu  élastique,  par  exemple,  quand, 
après  sa  compression,  la  répulsion  du  fluide  ne  l'em- 
portera que  faiblement  sur  l'attraction  des  molécules 
entre  lesquelles  il  sera  pressé,  et  qui,  par  suite,  reste- 
ront à  peu  près  à  la  place  qu'elles  auront  prise  par 
TelTet  de  la  compression. 

»  Il  y  a  deux  manières  de  concevoir  la  répulsion 
effectuée  par  le  fluide  intermoléculaire  et  qui  tend  à 
écarter  les  molécules  des  corps. 

»  Ou  bien  les  parcelles  du  fluide ,  par  leur  nature 
même,  repoussent  la  matière  générale,  les  molécules 
des  corps;  ou  bien  les  parcelles  du  fluide,  aussi  par 
leur  nature ,  se  repoussent  mutuellement  et  réagissent 
ensuite ,  par  l'impulsion  qui  en  résulte,  sur  les  molécules 
de  la  matière  générale ,  lorsqu'elles  les  rencontrent  sur 
leur  chemin.  Nous  verrons  clairement  que  la  dernière 
de  ces  hypothèses  est  la  préférable;  qu'elle  est  même 
indispensable  pour  l'explication  de  bien  des  faits?  Nous 
verrons  même  que  la  matière  des  corps  doit  être  consi- 
dérée comme  attirant  le  fluide  répulsif. 

»  Si  l'on  supposait,  avec  MM.  Keller,  qu'il  n'y  a  que 
des  forces  répulsives  agissant  au  contact ,  l'on  rencon- 
trerait une  foule  de  difficultés  ,  d'impossibilités. 

»  Dans  cette  hypothèse ,  ou  la  répulsion  au  contact 
a  lieu  seulement  entre  les  parcelles  de  l'éther ,  ou  elle  a 
lieu  uniquement  entre  ce  fluide  et  les  molécules  des 
corps ,  ou  enfin  elle  s'opère  de  ces  deux  manières. 
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»  Dans  la  première  suppositioo ,  si  les  parcelles  de 
fluide  en  contact  sont  de  même  nature ,  elles  ne  font 
alors  qu'une  masse ,  qu'un  tout  excluant  la  possibilité 
d'une  répulsion,  d'une  séparation  par  répulsion  mu- 
tuelle des  parcelles  composantes.  Vainement  dirait-on 
que  ce  tout  a  été  composé  de  deux  parcelles  distinctes, 
et  que,  puisqu'elles  ont  été  distinctes,  elles  peuvent  le 
devenir  encore.  Je  demanderais  quelle  différence  il  y 
aurait  entre  ce  tout  ainsi  composé  et  un  tout  de  même 
nature,  forme  et  étendue,  qui  aurait  toujours  été  ce 
qu'il  serait.  Evidemment ,  il  n'y  aurait  aucune  diffé- 
rence ,  et ,  dans  ce  dernier  cas ,  on  ne  saurait  supposer 
qu'une  partie  du  tout  repousse  l'autre;  il  ne  serait  donc 
point  rationnel  d'admettre  la  répulsion,  la  séparation 
possible  par  répulsion  dans  le  cas  d'un  contact,  d'une 
réunion  absolue  de  deux  parcelles  de  même  nature. 

»  Supposera-t-on ,  pour  conjurer  celte  irrationalité , 
que  les  parcelles  du  fluide  ne  sont  pas  de  même  nature^ 
que  toutes  diffèrent  entre  elles  sous  ce  rapport?  Cette 
supposition  serait  hardie,  mais  peu  satisfaisante;  elle 
jetterait  le  trouble  dans  les  théories  physiques.  Qu'on 
admette  divers  fluides  éthérés ,  on  le  peut  sans  inconvé- 
nient, et  nous  verrons  même  qu'il  le  faut  pour  rendre 
compte  des  phénomènes  de  la  lumière  et  de  l'électricité; 
mais ,  s'il  n'y  a  pas  deux  parcelles  éihérées  de  même 
nature,  comment  classer  leurs  actions,  leur  coopéra- 
tion?  On  admet  certainement  des  molécules  de  même 
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nature;  celles  d'oxigène,  par  exemple,  sont  conçues 
comme  telles ,  et  il  en  est  ainsi  des  molécules  d'hydro- 
gène,  de  carbone»  etc.  Et  certes  cette  conception  de 
substances  similaires  est  utile ,  indispensable.  Or  ^  il  y  a 
même  raison  pour  supposer  des  parcelles  similaires  de 
fluide  éthéréy  et  en  les  supposant  «  je  Tai  montré,  il 
n'est  pas  rationnel  d'admettre  qu'elles  se  repoussent  au 
contact. 

»  Si  9  au  contraire ,  on  admet  que  les  parcelles  du 
fluide  se  repoussent  à  distance ,  on  peut  aussi  supposer 
que  leur  répulsion  mutuelle  est  telle  que  jamais  la  com- 
pression ne  saurait  avoir  la  puissance  de  les  réunir ,  et 
ainsi  la  difficulté  s'évanouit. 

>  Au  restd,  les  phénomènes,  notamment  la  facilité 
avec  laquelle  se  produisent  généralement  les  mouvements 
dans  l'espace^  montrent  que  les  parcelles  du  fluide  éthéré 
doivent  être  excessivement  ténues  et  fort  distantes  les 
unes  des  autres  relativement  à  leur  volume;  il  faut  donc 
convenir  qu'il  y  a  peu  de  chances  pour  que  ces  parcelles 
se  rencontrent ,  et  qu'il  serait  par  conséquent  difficile 
d'admettre  que  tous  les  mouvements,  tous  les  phéno- 
mènes n'ont  pour  causes  premières  que  les  répulsions 
qu'elles  exerceraient  entre  elles  au  contact  seulement. 

»  Si  ces  considérations  portaient  à  préférer  l'hypo- 
thèse qui  n'attribuerait  à  l'éther  de  répulsion  que  sur 
les  molécules  du  corps  ^  on  y  trouverait  d'autres  diffi- 
cultés. 
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»  Premièrement.  Si  on  l'admettait ,  si  Ton  concevait 
ainsi  la  force  répulsive  et  son  action ,  il  s'ensuivrait  que 
des  vibrations  ne  pourraient  se  produire  que  la  où  il  y 
aurait  de  la  matière,  ordinaire*  La  chaleur  et  la  lumière, 
qu'on  ne  peut  expliquer  que  par  des  mouvements  vibra- 
toires, ne  pourraient  exister,  se  propager  dans  des 
milieux  qui  seraient  vides  de  cette  matière,  ne  contien- 
draient que  du  flnide  éthéré.  Or  ,  ceci  est  démenti  par 
l'expérience  ;  car,  dans  le  vide,  la  lumière  se  transmet , 
se  propage,  et  il  en  est  même  ainsi  de  la  chaleur.  Qu'il 
reste  encore  quelques  molécules  de  matière  ordinaire 
dans  le  vide  qu'on  peut  obtenir,  je  l'admets  ;  mai&  il  y 
en  a  peu,  relativement,  et  trop  peu  pour  qu'on  lui  fasse 
jouer  un  rôle  important,  indispensable  dans  les  cas 
dont  il  s'agit. 

»  Secondement.  Supposons  une  répulsion  mutuelle 
exercée  au  contact  entre  les  parcelles  du  fluide  et  les 
molécules  de  la  matière  générale.  SupposouB  qu'une  ou 
plusieurs  parcelles  de  fluide  soient  en  eôntact  avec  une 
molécule  :  celle-ci  se  mettra  en  mouvement  et  rencoû*- 
trera  quelque  parcelle  de  fluide  intermoléculaire  qui  la 
repoussera  en  sens  inverse.  De  cette  manière,  il  y  aura 
vibration  de  la  molécule,  et  si  la  parcelle  de  fluide, 
repoussée  elle-même,  a  été  heurter  une  molécule  voi- 
sine, elle  en  éprouvera  une  répulsion  qui  tendra  à  la 
faire  rétrograder.  Ainsi  se  produiraient  des  vibrations  et 
des  molécules  et  du  fluide  éthéré  placé  entre  elles.  Mais^ 
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si  les  parcelles  de  fluide  en  mouvemeot  rencontrent  des 
parcelles  similaires,  elles  s^unifieront  avec  elles  pour  ne 
plus  se  séparer,  et  ce  résultat  serait  un  peu  gênant  pour 
l'explication  des  phénomènes  :  on  pourrait  craindre  que 
des  rencontres  de  ce  genre  fussent  assez  fréquentes  pour 
que  le  fluide  perdît  sensiblement  de  sa  ténuité. 

»  D'après  les  résultats  possibles  des  répulsions,  telles 
que  je  viens  de  les  concevoir,  les  corps  les  plus  poreux 
seraient  ceux  dont  les  molécules  et  le  fluide  vibreraient 
continuellement  avec  le  plus  d'intensité.  Or,  s'il  est  bien 
des  corps  poreux  qui  offrent  cet  état  vibratoire,  il  en  est 
aussi  qui  ne  paraissent  point  présenter  ce  caractère.  J'ai 
déjà  fait  observer  que  certains  corps,  tels  que  le  liège, 
la  pierre  ponce  ,  sont  très-légers ,  conséquemment  très- 
poreux,  bien  que  rien  n'annonce  que  leurs  molécules  et 
leur  fluide  aient  un  mouvement  vibratpire  énergique  ; 
bien  que,  notamment,  ils  ne  soient  ou  puissent  n'être  ni 
chauds  ni  lumineux. 

»  Qu'on  admette  une  répulsion  au  contact  entre  les 
parcelles  du  fluide,  ou  que  la  répulsion,  aussi  au  contact, 
soit  supposée  s'exercer  directement  entre  les  parcelles 
du  fluide  et  les  molécules  des  corps,  on  ne  saurait  donner 
des  explications  satisfaisantes  des  degrés  de  cohésion,  de 
compressibilité  et  d'élasticité. 

>  Parmi  les  corps,  il  en  est  de  très-compressibles,  con- 
séquemment très-poreux,  qui  sont  fort  peu  élastiques.  Si 
leur  porosité  est  due  uniquement  à  la  grande  quantité 
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ou  à  des  vibrations  énergiques  de  leur  fluide  intermolé- 
culaire, pourquoi  offrent-ils  peu  de  résistance  à  la  com- 
pression et  peu  d'élasticité  ? 

»  Ce  n'est  pas  au  milieu  ambiant  qu'il  faut  attribuer  les 
degrés  de  compressibilité  et  d'élasticité  des  divers  corps  ; 
car  ces  degrés  se  manifestent  dans  des  milieux  sem- 
blables, analogues. 

»  L'extrême  cohésion  qu'on  observe  dans  certains 
corps  est  certainement  l'effet  de  leur  attraction  molécu- 
laire. La  cause  de  l'inégalité  de  cohésion  qu'ils  présentent 
ne  pourrait  être  attribuée  aux  divers  degrés  de  pression 
exercée  sur  eux  par  le  milieu  ambiant  :  placés  dans 
un  même  milieu,  leur  cohésion  est  bien  loin  d'être  égale. 
Est-ce  la  pression  extérieure,  celle  de  l'atmosphère,  qui 
fait  que  deux  surfaces  bien  planes  appliquées  l'une  sur 
l'autre  adhèrent  si  fortement  qu'il  faut  un  poids  considéra- 
ble pour  les  séparer?  Qui  ne  connaît,  à  ce  sujet,  les  expé- 
riences si  souvent  répétées  des  plans  de  plomb,  de  verre, 
ou  de  marbre  ?  Et  qui  ne  sait  aussi  que  l'expérience 
réussit  encore  sous  un  récipient  où  l'on  a  fait  le  vide? 

D  Supposez  le  concours  d'une  force  attractive  et  d'une 
force  répulsive  à  distance,  dont  les  actions  croissent 
quand  la  distance  est  moindre,  et  tous  ces  faits  s'expli- 
quent ;  plus  de  diflicultés  sérieuses  pour  rendre  compte 
de  l'inégalité  de  compressibilité,  d'élasticité,  de  cohésion, 
dans  les  corps  différents,  et  dans  un  même  corps  suivant 
les  états  qu'il  affecte. 
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u  Le  milieu  dans  lequel  un  corps  se  trouve  placé  a 
ici  une  influence  plus  ou  moins  grande  ;  il  faut  tenir 
compte  de  la  pression  de  Tair  ;  mais  bien  vainement  on 
chercherait  à  tout  ramener  à  des  questions  de  répul- 
sions^ d'actions  au  contact,  soit  intérieures ,  soit  exté- 
rieures. 

»  La  dwtilité  et  la  malléabilité  tiennent  évidemment  à 
la  grande  forcé  de  cohésion,  d'attraction  mutuelle  des 
molécules  des  corps  doués  de  ces  propriétés  :  alors,  des 
molécules,  forcément  écartées,  entraînent  avec  elles  cel- 
les qui  les  avoisinent  et  ainsi  le  corps  s'étend,  s'étire 
sans  se  rompre.  Il  est  bien  impossible  d'expliquer  les 
faits  dont  il  s'agit  par  des  répulsions,  par  la  pression 
atmosphérique  ou  autre  pression  extérieure  ;  car,  dans 
un  même  milieu^  les  corps  sont  ou  ne  sont  pas  malléa- 
bles ou  ductiles. 

»  L'action  moléculaire  se  produit,  se  manifeste  encore 

dans  un  ordre  de  phénomènes  qu'on  désigne  sous  les 
noms  de  capillarité. 

»  On  connaît  l'expérience  du  disque  de  verre ,  de 
marbre  de  métal,  etc.^  qui  adhère  à  la  surface  du  liquide 
qu'il  touche.  Cette  adhésion  ,  ayant  lieu  même  dans  le 
vide^  ne  peut  être  produite  par  la  pression  de  l'air  ;  elle 
doit  résulter  d'une  force  d'affinité  qui  n'exerce  une  action 
sensible  qu'à  des  distances  extrêmement  petites  ;  car 
quelque  épaisseur  que  l'on  donne  à  la  matière  du  disque, 
si  la  nature  et  le  contour  de  sa  surface  est  la  même,  la 
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force  qu'il  faut  employer  pour  le  détacher  d'un  liquide 
donné  est  aussi  la  même  sensiblement. 

»  Un  tube  capillaire  étant  plongé  dans  un  liquide,  ce 
liquide,  s'il  est  de  nature  à  mouiller  le  tube ,  s'élance 
dans  son  intérieur  et  s'y  maintient  au-dessus  du  niveau 
naturel  d'autant  plus  que  le  tube  est  plus  étroit.  Ces 
faits,  qui  paraissent  se  produire  également  dans  le  vide 
et  dans  l'air  ne  peuvent  tenir  à  la  pression  de  l'air  ;  ils 
doivent  dépendre  d'attractions  qui  ne  sont  appréciables 
qu'à  de  minimes  distances  :  si,  en  effet.  Ton  fait  varier 
l'épaisseur  du  tube,  sans  changer  son  diamètre  intérieur, 
les  élévations  ou  les  abaissements  du  liquide  y  demeu- 
rent les  mêmes  qu'auparavant.  » 

m 

Ne  voulant  pas  admettre  l'attraction  moléculaire ,  on 
a  cherché  une  explication  de  la  cohésion  dans  un  mou- 
vement rotatoire  attribué  aux  molécules;  mais  on  ne 
saurait  ainsi  expliquer  pourquoi ,  si  l'on  saisit  et  tire 
vers  soi  un  corps ,  un  bâton,  par  exemple,  par  une  ex- 
trémité seulement,  tout  ce  corps  suit  le  mouvement 
imprimé  à  la  partie  saisie  et  tirée.  L'on  ne  peut  pas  dire 
que^  si  les  molécules  de  cette  partie  suivent  celles  qui 
sont  directement  emportées ,  déplacées ,  ce  n'est  pas  là 
un  effet  de  cohésion  ,  mais  un  effet  d'élasticité ,  de 
tension  des  molécules  non  saisies,  de  même  que  des 
molécules  d'un  gaz  comprimé  s'écartent  quand  la  com- 
pression cesse.  Cela  ne  serait  point  admissible ,  car  ce 
n'est  pas ,  principalement  du  moins ,  par  la  compres- 
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sion  que   les  molécule-s  d'un  corps  solide  sont  rete- 
nues les  unes  près  des  autres  :  on  le  voit  en  faisant  le 
vide  sur  un  coi;ps  dur  placé  sous  le  récipient  de  la  ma- 
chine pneumatique  :  il  reste  sensiblement  dans  le  même 
état  de  densité.  Dira-t-on  que,  si  le  récipient  est  alors 
à  très-peu  près  vide  d'air,  il  peut  contenir  quelque  autre 
fluide  dont  la  pression  continue  à  maintenir  le  corps  à 
l'état  de  solidité?  —  Si  cela  est  »  pourquoi  ce  prétendu 
fluide  qui ,  dans  le  récipient ,  maintient  les  une%  près 
des  autres  ies  molécules  du  corps  solide  ne  peut-il ,  à 
beaucoup  près^  exercer  le  même  pouvoir  sur  les  liquides» 
dont  les  molécules  s'écartent  si  considérablement  en  ce 
cas?  Cette  différence  ne  saurait  tenir  uniquement  à  ce 
que  les  molécules  des  liquides  seraient  plus  écartées  que 
celles  des  sc^des  par  la  force  répulsive  agissant  entre 
elles  ;  car  il  est  tel  corps  liquide  dont  la  densité  est  plus 
grande  que  celle  de  tel  solide  gardant  sensiblement  sa 
densité  dans  le  vide  de  la  machine  pneumatique.  D'ail- 
leurs ,  si  au  lieu  de  ce  bâton  que  j'empwte  en  totalité 
en  le  tirant  par  un  bout»  je  veux  saisir  et  entraîner  une 
masse  liquide,  je  nlentraîoe  qu'une  très- faible  partie 
de  ce  corps  ;  ce  qui  ne  devrait  pas  arriver»  si  les  mole* 
cules  avaient  une  si  grande  tendance  à  s'écarter  par  la 
force  répulMve  interposée  »  n'étaient  retenues  les  unes 
près  des  autres  que  par  des  forces  extérieures ,  par  la 
pression  de  l'aîr  et  celle  de  quelque  autre  fluide.  Il  faut 
donc  toujours  en  venir  à  reconnaître  que  les  molécules 
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du  corps  ont  par  elles-mêmes  une  tendance  à  rester 
rapprochées  les  unes  des  autres ,  qu'il  y  a  une  force  de 
cohésion  qui  les  régit ,  qui  ne  leur  est  pas  extérieure  et 
ne  saurait  consister  dans  uu  mouvement  rotatoire  ou 
autre,  qu'elles  effectueraient. 

Des  physiciens  refusent  toute  force  réelle  à  la  matière  ; 
ils  professent  qu'on  peut  expliquer  tous  les  phénomènes 
physiques  et  même  chimiques  sans  recourir  à  des  forces 
réelles,  et  en  ne  considérant  dans  les  corps  que  la  force 
fVinertie. 

Cette  doctrine  étrange  est  insoutenable.  En  vertu  de 
rinertie,  une  molécule  est  par  elle-même  indifférente  au 
repos  ou  au  mouvement,  en  ce  sens  que,  si  elle  est  en 
repos,  elle  y  restera  tant  qu'une  cause  extérieure  ne  la 
fera  pas  sortir  de  cet  état,  et  si  elle  est  en  mouvement 
elle  y  restera  et  gardera  son  même  mouvement  en  direc- 
tion et  intensité  tant  qu'une  cause  externe  ne  viendra 
pas  arrêter  son  mouvement  ou  le  modifier;  or ,  comment 
avec  ces  données  se  rendre  compte  des  phénomènes  de 
cohésion  et  d'afiBnités  moléculaires?  comment  expliquer 
ceux  d'élasticité  ?  comment  concevoir  la  gravitation,  la 
pesanteur? 

Si  l'on  admet,  avec  beaucoup  de  physiciens ,  que  les 
molécules  des  gaz  élastiques  rebondissent  sur  les  parois 
des  vases  ou  ils  sont  emprisonnés,  certes  on  ne  peut  attri- 
buer cet  effet  à  l'inertie.  Par  l'inertie,  les  molécules  du 
gaz  qui  sont  en  mouvement  devraient  rester  unies  aux 
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parois  du  vase.  L'élasticité  eidge  l'hypothèse  d'une  force 
répulsive.  Si  un  corps  comprimé  diminue  de  volume 
par  la  compression^  reprend  son  volume  quand  la  com^ 
pression  cesse^  ce  retour  ne  peut  résulter  de  l'inertie  de 
ses  molécules  :  il  faut  supposer  ici  quelque  force  répul- 
sive intermoléculaire  qui  a  été  momentanément  vaincue 
par  la  compression  et  qui  reprend  son  empire  aussitôt 
que  celle-ci  n'existe  plus.  Quand  un  corps  élastique  est 
forcément  étiré  de  manière  à  éloigner  ses  molécules  les 
unes  des  autres,  et  que,  abandonné  ensuite  à  lui-même, 
ses  molécules  reprennent  leur  place  primitive^  il  n'y  a 
point  non  plus  moyen  d'expliquer  ce  phénomène  par 
l'inertie.  Il  est  nécessaire  de  supposer  quelque  force  at- 
tractive qui  rapproche  les  unes  des  autres  les  molécules 
violemment  écartées  ;  il  n'est  point  supposable  que  ce 
soit  seulement  par  des  chocs  de  molécules  extérieures 
aux  corps  qu'il  se  resserre  et  reprend  son  premier  état  ; 
car  mettez  à  sa  place  un  autre  corps  mou,  non  élastique, 
et  étirez-le^  il  gardera  sensiblement  l'état,  la  forme  que 
vous  lui  aurez  donnés. 

Si  les  molécules  des  gaz,  des  vapeurs  tendent  à  se 
séparer  de  plus  en  plus^  cela  n'est  point  dû  à  l'inertie  de 
la  matière  de  ces  gaz  ou  vapeurs.  Ces  corps  peuvent  se 
condenser  par  le  refroidissement  ;  quelques-uns  peuvent 
même  être  liquéfiés  et  solidifiés  :  ce  qui  ne  peut  s'ex- 
pliquer qu'en  admettant  que ,  par  le  rapprochement  de 
leurs  molécules ,  l'attraction  moléculaire  finit  par  équi- 
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librer  et  même  par  surpasser  la  force  répulsive  qui  ten- 
dait à  les  écarter  les  unes  des  autres. 

La  lumière ,  la  chaleur  et  les  sons  s'expliquent  par 
des  vibrations.  L'hypothèse  des  émanations  est  juste- 
ment abandonnée.  Or ,  des  vibrations ,  ce  mouvement 
de  va  et  vient  qu'il  faut  admettre,  ne  peuvent  non  plus 
résulter  de  l'inertie ,  de  simples  mouvements  et  chocs 
de  parcelles  inertes.  S'il  n'y  avait  aucune  force  répulsive, 
une  parcelle  qui  en  rencontrerait  une  autre  ne  rebondirait 
pas.  Toutes  les  molécules  ou  parcelles  semblables  qui 
se  rencontreraient,  s'uniraient  dès  lors  pour  ne  former 
qu'un  corps,  qu'une  file  continue;  elles  ne  formeraient 
point  des  vibrations  laissant  entre  elles  des  espaces 
vides;  espaces  qu'il  faut  pourtant  bien  admettre,  caries 
corps  sont  poreux  et  les  vibrations  doivent  pouvoir 
s'établir  dans  toutes  les  directions. 

Le  R.  P.  Secchi ,  dans  un  livre  intitulé  :'  Vunité  des 
forces  physiques,  admet  aussi  que  l'explication  de  la 
lumière  nécessite  l'hypothèse  de  l'éther,  d'un  fluide 
sensiblement  impondérable,  en  vibration  ;  mais  il  croit 
qu'il  n'en  est  pas  ainsi  des  sons  ni  même  de  la  chaleur 
dont^  suivant  lui,  on  peut  se  rendre  compte  sans  le 
secours  de  ce  fluide. 

Un  des  motifs  qui  le  portent  à  supposer  l'éther,  c'est 
la  diflicuUé  d'admettre  l'attraction  à  distance.  Avec 
Newton,  qu'il  cite  à  ce  sujet,  il  pense  que  les  corps,  les 
astres  notamment,  agissent  les  uns  sur  les  autres  i^ar 
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riotermédiaire  de  quelque  fluide  interposé.  Ce  fluide 
serait  l'éther,  le  même  que  celui  dont  les  vibrations 
donneraient  la  lumière  et  divers  autres  phénomènes. 
Mais  cette  idée  est  fausse  »  car  Téther ,  le  fluide  auquel 
seraient  dues  les  vibrations  lumineuses  se  composerait 
de  particules  se  repoussant  entre  elles ,  phénomène 
contraire  à  l'attraction  qu'on  veut  expliquer  par  cet  inter- 
médiaire. 

Le  R.  P.  Secchi  paraît  croire  que  l'éther  exclut  le  vide  ; 
il  n'a  pas  senti ,  compris  que ,  s'il  n'y  avait  pas  de  vide 
entre  les  corps  et  leurs  molécules ,  entre  les  particules 
de  l'éthert  les  divers  mouvements  »  tous  les  phénomè- 
nes ,  notamment  ceux  de  vibrations ,  de  compressions , 
de  condensations  et  de  dilatations ,  s'évanouiraient. 

Le  même  auteur  est  aussi  partisan  de  l'hypothèse  de 
la  rotation  moléculaire  ;  il  croit  y  trouver  un  moyen 
d'expliquer  les  vibrations.  A  l'appui  de  cette  opinion,  il 
dit  que  parmi  les  beaux  théorèmes  découverts  par 
Poinsot  sur  la  théorie  du  choc  des  corps  en  rotation ,  se 
trouve  celui  de  leur  réflexion  contre  un  obstacle  résistant 
où  il  nous  apprend  que ,  par  la  seule  rotation ,  un  corps 
dur  et  non  élastique  peut  rebondir  absolument  comme 
un  corps  parfaitement  élastique  ;  phénomène,  paradoxal 
en  apparence,  qui  serait  dû  à  la  transformation  d'une 
partie  du  mouvement  rotatoire  en  mouvement  de  trans- 
lation ;  d'où  il  résulterait  une  augmentation  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité. 
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Mais  je  nie  que  Poinsot  ait  vraiment  démontré  cela. 
Je  maintiens  que  si  une  molécule  n'était  pas  renvoyée 
par  quelque  force  répulsive,  par  Téther  comprimé  entre 
elle  et  le  plan  choqué  ,  elle  ne  rebondirait  point ,  alors 
même  qu'elle  serait  en  rotation  au  moment  du  choc. 
Poinsot^  dans  cette  prétendue  démonstration  ,  s'est  cer- 
tainement mis  à  un  faux  point  de  vue. 

L'hypothèse  de  la  rotation  des  molécules  est  fort  en 
vogue  maintenant.  Les  uns  l'invoquent  pour  expliquer 
la  cohésion ,  d'autres  pour  rendre  compte  des  vibrations 
moléculaires,  de  la  chaleur  notamment  :  ce  qui  est  incon- 
ciliable ;  car  la  cohésion  tend  à  retenir  les  molécules  les 
unes  près  des  autres^  tandis  que  la  chaleur  tend  à  l'effet 
contraire.  En  général,  les  corps  sont  d'autant  plus  denses 
que  la  cohésion  de  leurs  parties  est  plus  intense  ;  la  cha- 
leur, au  contraire,  dilate  et  diminue  généralement  la 
densité. 

On  aura  beau  faire,  on  n'expliquera  rien  si  l'on  n'en 
revient  pas  à  l'hypothèse  de  l'attraction  et  à  celle  de 
l'éther  de  quelque  fluide  répulsif  intermoléculaire  et 
généralement  répandu  dans  l'espace. 

A  l'hypothèse  de  l'attraction  ou  répulsion  à  distance, 
l'on  a  objecté  qu'un  corps  ne  saurait  agir  sur  un  autre 
qu'à  la  condition  de  se  trouver  en  contact  avec  lui. 

Quant  à  moi ,  je  me  préoccupe  peu  de  cette  objec- 
tion, et  voici  pourquoi  :  un  corps  ne  pourrait  agir  sur 
un   autre   d'une   manière  quelconque,  et  notamment 
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de  manière  à  le  mettre  en  mouvement ,  qu'à  la  con- 
dition de  modifier  Tessence ,  la  substance  même  de  ce 
corps  ;  or,  une  telle  modification  serait  impossiblç,  alors 
même  qu'il  y  aurait  contact  immédiat  entre  les  deux 
corps  (1).  L'objection  est  donc  sans  valeur  à  mes  yeux. 
Faisant  tant  que  d'admettre  des  actions  réelles  exercées 
par  des  corps  sur  d'autres  corps ,  on  peut  aussi  bien 
supposer  que  ces  actions  ont  lieu  à  distance  que  supposer 
qu'elles  ont  lieu  au  contact.  Que  l'on  cesse  donc  d'op- 
poser contre  l'attraction  et  •  la  répulsion  à  distance  ce 
lieu  commun,  que  les  corps  ne  peuvent  agir  qu'au 
contact. 

Mais ,  pour  en  revenir  à  la  mécanique ,  quelles  que 
soient  les  forces  qui  soient  supposées  agir  sur  les  mole* 
cules,  et  doù  résulteraient  la  constitution  des  corps, 
leur  élasticité,  leur  compressibilité^  etc.  ;  que  ces  forces 
soient  attractives  ou  répulsives,  intérieures  ou  extérieu- 
res aux  corps;  quel  que  soit  le  système  qu'on  adopte 
pour  expliquer  les  phénomènes  de  la  physique ,  de  la 
chimie ,  ce  qu'il  y  a  de  certain ,  c'est  qu'on  ne  connaît 
pas  exactement  l'intensité  avec  laquelle  les  forces  sup- 
posées agissent  suivant  les  cas  très-divers,  les  circons- 
tances très-variables  où  paraissent  se  trouver  les  corps 
considérés  en  eux-mêmes,  dans  leur  constitution  même, 

(1)  Dans  la  réalité ^  nulle  acUon  n*est  possible,  rien  ne  change,  rien  ne 
dure  (voir  à  ce  sujet  YExpo$é  de  mon  système  philosophique  ou  Tintro- 
dHcUon  de  inevS  Discussions  sur  les  principes  de  la  physique.) 
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et  aussi  par  rapport  aux  milieux  où  ils  sont  ;  et  faute 
de  cette  connaissance  exacte ,  il  nous  est  impossible  de 
fonder  la  mécanique  sur  des  bases  certaines,  prises  dans 
la  nature  même.  Ainsi,  par  exemple»  comment  préciser, 
calculer  les  effets  qui  se  produiront  quand  un  corps  sera 
choqué  par  un  autre ,  quand  un  corps  sera  soumis  à 
des  forces  appliquées  à  un  de  ses  points  ou  a  plusieurs 
de  ses  points  ?  quelle  sera  l'influence  de  ces  actions  sur 
les  autres  molécules  ?  comment ,  notamment ,  déter-^ 
miner  les  effets  des  forces  appliquées  à  un  levier ,  et 
généralement  les  effets  de  l'application  des  forces  à  des 
corps  quelconques  ? 

Si,  pour  écarter, autant  que  possible,  ces  difficultés, 
on  suppose  que  les  corps,  sur  lesquels  s^exercent  les 
actions  considérées ,  sont  inflexibles,  inextensibles,  de 
forme  invariable,  on  tombe  dans  des  impossibilités  d'une 
autre  nature^  ou  l'on  arrive  logiquement  à  des  consé- 
quences qui  excluent  les  principes  admis  en  mécanique. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  corps  soit  absolument 
inextensible ,  comme  s'il  était  d'une  seule  masse  conti- 
nue; dans  cette  hypothèse,  la  raison  dit  qu'il  ne  pourra 
se  mouvoir  que  parallèlement  à  telle  ou  telle  direction 
donnée ,  qu'il  ne  pourra  tourner  sur  lui-même  ,  sur  son 
centre  ou  sur  un  autre  point  ;  elle  voit  aussi  que  la 
résultante  de  toutes  les  forces  qui  pourront  lui  être 
appliquées  sera  à  un  point  quelconque  de  sa  masse,  et 
non  pas  seulement  au  point  déterminé  suivant  les  règles 


admisos  par  la  mécaniqae.  La  grandeur  de  la  réaal- 
tante  sera  d'ailleurs  bien  différente  de  celle  qu*on  troaYe 
par  l'application  de  ces  règles.  Les  théories  da  levier , 
du  centre  de  gravité,  du  pendule,  s'évanouiront^  et 
généralement  crouleront  les  principes  et  les  solutions  de 
la  Mécanique. 

De  toute  manière  donc  une  science  théorique  et  ration- 
nelle de  la  Mécanique  est  impossible  ;  et  je  pense  qu'il 
vaudrait  mieux  se  borner  à  présenter  et  ordonner  les 
faits ,  les  phénomènes  relatifs  à  cette  science ,  que  de 
Satire  des  théories  appuyées  sur  des  principes  faux ,  sur 
des  démonstrations  qui  croulent  avec  ces  principes. 

II  est  une  école  qui  prétend  que  la  Mécanique  n'a  pas 
besoin  de  considérer  des  forces.  Cette  doctrine  remonte 
au  moins  à  d'Alembert  qui ,  dans  la  préface  de  la  pre- 
mière édition  de  son  Traxié  de  dynamique ^  p.  15,  écri- 
vait les  lignes  suivantes  : 

c  Tout  ce  que  nous  voyons  bien  distinctement  dans 
le  mouvement  d'un  corps^  c'est  qu'il  parcourt  un  certain 
espace,  et  qu'il  emploie  un  certain  temps  à  le  parcourir; 
cesl  donc  de  cette  seule  idée  qu'an  doit  tirer  tous  les  prin- 
cipes  de  la  Mécanique  quand  an  veut  les  démontrer  d'aune 
manière  nette  et  précise.  Aussi  ne  sera-t-*on  pas  surpris 
qu'en  considération  de  cette  réflexion ,  j'ai ,  pour  ainsi 
dire,  détourné  la  vue  de  dessus  les  causes  motrices  pour 
n'envisager  unicjuement  que  le  mouvement  qu'elles 
produisent.  » 
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Pour  L.  J.  du  Buàt,  les  forces  accélératrices  sont  de 
simples  accroissements  de  vitesses  ,  et  les  forces  motri- 
ces des  produits  de  ces  accroissements  par  les  masses.  * 
Il  professe  que  la  Mécanique  ne  considère  et  ne  mesure 
les  forces  que  dans  leurs  effets ,  qui  sont  des  vitesses 
imprimées  à  des  masses  ;  que  l'équilibre  n'est  que  le 
cas  particulier  où  les  vitesses  ne  produisent  pas  de 
mouvement,  et  que  c'est  par  conséquent  pour  abréger 
l'expression ,  que  Ton  donne  à  l'effet  le  nom  de  la 
cause....  » 

c  Dans  le  fait»  dit  M.  Barré  de  Saint- Venant ,  quel 
que  soit  un  problème  de  mécanique  terrestre  ou  céleste 
proposé,  les  forces  n'entrent  jamais  ni  dans  les  données, 
ni  dans  le  résultat  cherché  de  la  solution.  On  les  fait 
intervenir  pour  résoudre,  et  on  les  élimine  ensuite» 
afin  de  n'avoir  finalement  que  du  temps  »  ou  des  dis- 
tances ,  ou  des  vitesses ,  comme  en  commençant.  On 
conçoit  très-bien  qu'un  jour,  à  la  place  de  ces  sortes 
d'intermédiaires  d'une  nature  occulte  et  métaphysique , 
on  puisse  n'introduire  et  n'invoquer  pour  la  solution 
des  divers  problèmes  de  l'ordre  physique ,  que  ces  lois 
avérées  des  vitesses  et  de  leurs  changements  suivant  les 
circonstances ,  lois  dont  on  ferait  l'application ,  comme 
un  juge,  à  l'espèce,  c'est-à-dire  aux  données  de  chaque 
problème ,  et  dont  on  calculerait  pour  chaque  cas  l'ac* 
complissement.  Ce  ne  sera  pas  boulevefser  la  science,  ce 
ne  sera  qu'en  modifier  le  langage.  • .  > 
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J'accorde  que  tout  ce  que  nous  voyons  bien  distincte- 
ment dans  le  mouvement  d*un  corps,  c'est  qu'il  parcourt 
un  certain  espace  et  qu'il  emploie  un  certain  temps  à  le 
parcourir  ;  mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  ce  soit  de  cette 
seule  idée  qu'on  doive  tirer  tous  les  principes  de  la  Méca- 
nique. 

Il  n'est  pas  exact  que  les  forces  accélératrices  soient  de 
simples  accroissements  de  vitesses,  et  les  forces  motrices 
des  produits  de  ces  accroissements  par  les  masses.  La 
Mécanique  ne  peut  se  faire  sans  qu'on  y  apporte  l'idée 
de  quelque  force,  de  quelque  cause  de  mouvement. 
Supposez  que,  au  lieu  du  mot  force ,  on  emploie  le  mot 
vitesse;  que,  par  exemple ,  au  lieu  de  dire  :  deuœ  forces 
égales  et  contraires  appliquées  à  un  même  point  sont  en 
équilibre ,  on  dise  :  deux  vitesses  égales  et  contraires 
appliquées  à  un  même  point  sont  en  équilibre ,  ou  ,  ce 
qui  reviendrait  au  même  :  un  point  uniquement  animé 
de  deuœ  vitesses  égales  et  contraires  demeure  en  repos  :  il 
est  évident  que  ces  propositions  impliquent  l'idée  de 
forces,  de  causes  de  mouvements.  Ici,  en  effet ^  le  mot 
vitesse  ne  peut  signifier  simplement  l'intensité  d*un  mou- 
vement effectif;  car  un  même  point  ne  peut  avoir  à  la 
fois  deux  vitesses,  deux  mouvements  réels  :  vitesse  signi- 
fie donc,  en  ce  cas,  une  tendance  au  mouvement,  une 
cause  tendant  à  mouvoir,  qui  mouvrait  si  une  cause  con- 
traire n'agissait  en  même  temps. 

Ampère  a  divisé  la  Mécanique  en  trois  branches  dis- 
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tinctes  :  Isl  statiqw^  science  de  l'équilibre  des  forces, 
abstraction  faite  du  déplacement  réel  dans  l'espace,  mais  * 
sans  exclure  la  tendance  au  mouvement  ;  la  cinématique, 
science  du  mouvement  «  abstraction  faite  des  forces;  la 
dynamique ,  science  des  rapports  des  forces  avec  les 
déplacements  et  les  vitesses  qu'elles  déterminent  dans 
l'espace  et  dans  le  temps   ou  réciproquement. 

On  a  beaucoup  discuté  sur  la  question  de  savoir  dans 
quel  ordre  doit  se  faire  l'exposition  de  la  Mécanique. 
Les  uns  veulent  que  l'on  commence  par  la  statique, 
d'autres  parla  cinématique  ou  la  dynamique.  Pour  moi, 
j'avoue  que  j'attache  peu  d'importance  à  cette  question, 
dont  la  solution  ,  je  crois ,  est  subordonnée  au  système 
de  Mécanique  adopté  :  tel  système^  telle  méthode,  peut 
s'exposer  plus  aisément,  avec  plus  de  clarté,  d'enchaîne- 
ment ,  en  commençant  par  la  statique ,  tandis  que  le 
contraire  peut  avoir  lieu  pour  une  autre  méthode,  pour 
un  autre  système. 

Au  reste,  il  serait  difficile,  sinon  impossible,  démettre 
une  ligne  de  démarcation  absolue  entre  les  diverses  par- 
ties de  cette  science,  d'exposer  l'une  en  faisant  complé-* 
tement  abstraction  des  autres.  Il  est  certain  que  jusqu'ici 
l'on  ne  les  a  pas  complètement  séparées  dans  leur  expo- 
sition. Ainsi,  par  exemple,  les  théorèmes  qui  ont  pour 
objet  la  composition  et  la  décomposition  des  forces  se 
trouvent  classés  dans  la  statique,  et  l'on  ne  peut  pas  dire 
qu'il  n'y  a  là  que  des  questions  d'équilibre. 
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Quoi  qu'il  en  $oit^  je  ne  me  préoccuperai  pas  de  cette 
question  dans  Texposé  des  discussions  que  je  présenterai 
dans  ce  livre*  Je  m'attacherai  seulement  à  les  produire 
suivant  Tordre  qui  me  paraîtra  le  plus  susceptible  de 
mettre  la  vérité  en  lumière. 

Comme  un  grand  nombre  de  solutions  relatives  à  la 
mécanique  ont  été  obtenues  par  l'application  du  calcul 
infinitésimal,  je  crois  devoir  discuter  ici  la  question,  con- 
troversée encore,  de  savoir  si  ce  calcul  ^t  exact ,  si  ses 
résultats  peuvent  être  regardés  comme  absolument 
justes. 

J'ai  déjà  émis  et  motivé  mon  opinion  sur  ce  point 
àaxks  un  livre  intitulé  :  Exposé  des  vrais  principes  des 
mathématiques^  chap.  X,  §  m,  p.  294  (1)  : 

a  Cette  méthode  (celle  des  infiniment  petits) ,  ai-je 
dit^  a  été  en  butte  à  des  reproches  bien  mérités.  Tou- 
tefois, c'est  en  général  avec  timidité,  avec  réserve, 
qu'on  a  contesté  la  légitimité  de  cette  monstrueuse  théo* 
rie.  La  plupart  des  mathématiciens  qui  l'ont  jugée,  se 
sont  bornés  à  dire  que  l'hypothèse  d'infiniment  petits^ 
et  surtout  d'infiniment  petits  de  différents  ordres  était 
difficile  à  admettre,  répugnait  à  C esprit ^  était  bien  duré 
pour  des  oreilles  mathématiques.  Ce  qui  a  contenu  la  cri- 
tique que  devait  susciter  une  telle  méthode ^  c'est  que, 
par  elle,  on  arrive  à  des  résultats  vrais ,  on  qui  étaient 

(i)  Un  vol.  in-S,  ehez  Gauthier-ViUars,  quai  des  Augitstias,  55,  Paris. 
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coDsidérés  comme  tels^  même  avant  cette  ingénieuse 
créalîon.  Les  mathématiciens  semblent  n'avoir  pu  s'ar* 
rêter  à  Tidée  que  des  règles  fausses  pussent  logiqueanent 
conduire  à  des  vérités  »  à  des  conclusions  acceptées  par 
la  raison.  Et  puis ,  la  méthode  des  infiniment  petits  est 
d'une  application  commode  et  prompte  :  c'était  encore 
un  motif  pour  la  défendre  ou  l'épargner.  On  s  eiiplique 
donc  le  doute  ou  le  silence  où  se  sont  retranchés  bien 
des  mathématiciens  au  sujet  de  la  légitimité  des  infini* 
ment  petits  et  de  leur  application  aux  calculs  différentiel 
et  intégral, 

>  Los  infiniment  petits  de  Leibnitz  ont  trouvé  de 
fermes  défenseurs.  Plusieurs  géomètres  ont  considéré 
comme  rationnel  ce  système  incroyable.  On  a  voulu  jus- 
tifier Finfiniment  petite  Tinfiniment  petit  relatif,  tel  que 
l'admet  la  méthode  Leibnitienne ,  ou  tenté  de  le  rendre 
plus  acceptable. 

»  Boucharlat  «  dans  son  Traité  de  calcul  différentiel , 
a  entrepris  de  donner  pour  base  à  la  méthode  des  infini- 
ment  petits  un  autre  principe  qui,  dit-il ,  également  fondé 
sur  les  notions  que  nous  avons  de  V infini ,  satisfait  plus  la 
raison  par  l'idée  de  limite  quUl  renferme  tacitement. 

d  Voici  comment  il  s'exprime,  page  162,  pour  établir 
eet  autre  principe  qu'il  a  promis  : 

c  Les  notions  que  nous  avons  de  l'infini  se  réduisent 
i>  à  cette  proposition  :  Une  quantité  n'est  pas  infinie 
»  lorsqu'elle  est  susceptible  d'augmentation.  Par  consé- 
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»  quenty  si  Ton  a  a?+a»  et  que  œ  devienne  inQni,  il  faut 
JD  supprimer  a,  autrement  ce  serait  supposer  que  a^eut 
»  encore  s'augmenter  de  a,  ce  qui  est  contre  notre  dé- 
»  finition. 

>  Cette  proposition  étant  fondamentale^  j'ai  cherché 
»  à  la  démontrer  d'une  manière  plus  satisfaisante , 
»  comme  il  suit  :  soit  l'équation. 

(149)  a?-ha  =  y, 

))  dans  laquelle  a  est  une  quantité  constante.    Nous 

9  pouvons,  à  l'aide  d'une  indéterminée  m,  représenter 

>  par  ma  le  rapport  des  variables  y  et  Xf  ou,  ce  qui 
»  revient  au  même ,  supposer 

(150)  max=y^ 
»  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (149)  on 
»  obtient  : 

(151)  x-\-a=^max; 

>  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  (151)  par  aœ, 
»  on  a  : 

(152)  l-^\-  =  fn; 

a       X 

»  quand  x  devient  infini,  la. fraction  -  ayant  atteint  à 

»  son  dernier  degré  de  décroissement ,  se  réduit  évi- 
»  demment  à  zéro;  alors  l'équation  (152)  devient 

i 

a 
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»  Cette  valeur  étant  substituée  dans  Téquation  (151) , 
9  on  obtient  : 

»  ce  qui  montre  que  quand  œ  est  infini^  a?  -h  a  se  ré- 
»  duit  k  œ.  j> 

»  Cette  démonstration  ne  satisfait  point  ma  raison. 
,0n  voit  qu  elle  s'appuie  sur  ce  que ,  quand  œ  devient 

1 

infini ,  la  fraction  ~  ,  ayant  atteint  son  dernier  degré  de 

décroissement ,  se  réduit  à  zéro;  ce  qui  n'est  pas»  logi- 
quement, rationnellement,  acceptable.  L'unité,  une 
quantité  finie  quelconque  ne  peut  être  divisée  par  l'infini  ; 
car  si  l'on  suppose  au  quotient  une  valeur  réelle  quel- 
conque ,  cette  valeur ,  multipliée  par  l'infini ,  produira 
Tinfini.  Si  l'on  suppose  que  le  quotient  =o,  alors  il 
faudra  qu'une  infinité  de  zéros  vaillent  l'unité,  ou  le 
nombre  fini  qui  est  le  dividende.  La  démonstration  porte 
donc  sur  une  hypothèse  absurde. 

D  Au  reste,  il  est  inutile  de  démontrer  que  l'infini  ne 

saurait  s'accroître ,  que  l'infini  plus  a  y  quelle  que  soit 
la  valeur  de  a ,  ne  vaut  que  Tinfini.  Cela  est  évident  par 

soi-même. 

»  Partant  de  cette  proposition ,  que  a?  étant  infini , 

co  +  a  se  réduit  à  co ,  Boucharlat  dit  que  la  quantité  a , 

à  l'égard  de  laquelle  x  est  infini ,  est  ce  qu'on  appelle 

un  infiniment  petit  par  rapport  à  a?.  Puis ,  alléguant  que 

Ton  ne  considère  ici  que  les  rapports  des  quantités ,  il 
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étend  le  bénéfice  de  sa  démonstratioD  au  cas  même  ou  œ 
a  une  valeur  finie ^  pourvu  seulement,  ajoute-t-il,  que 
a  soit  infiniment  petit  par  rapport  à  œ. 

a  II  est  certain  qu'une  quantité  n'est  petite  ou  grande 
que  relativement  à  quelque  autre  à  laquelle  on  la  corn* 
pare.  En  soi ,  une  quantité  n'est  ni  petite  ni  grande  ; 
mais*  il  ne  s'ensuit  point  qu'une  quantité  puisse  être 
infîniment  petite  relativement  à  une  autre  quantité. 

>  J'accorde  que  si  l'infini  était  possible ,  admissible 
rationnellement,  on  pourrait  dire  que  toute  quantité  finie 
est  infiniment  petite  relativement  à  cette  quantité  infi- 
nie :  on  le  dirait  en  ce  sens  que ,  si  grande  que  fût  une 
quantité  finie,  elle  serait  comprise  une  infinité  de  fois 
dans  l'infini ,  conséquemment  tout  autant  de  fois  que  le 
serait  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudrait  la  suppo- 
ser. Cependant  on  ne  peut  pas  en  conclure  qu'une 
quantité  finie  est  nulle ,  est  zéro  relativement  à  l'infini; 
car  prenez  une  infinité  de  fois  le  nombre  fini,  si  petit 
qu'il  soit,  et  vous  aurez  Tinfini;  mais  supposez  zéro 
pris  une  infinité  de  fois ,  et  le  résultat  sera  zéro.  Le  fini 
ne  serait  donc  pas  nul  par  rapport  à  l'infini  ;  on  pourrait 
le  considérer  comme  un  élément  de  Tinfini,  comme 
un  élément  qui,  relativement,  serait  infiniment  petit. 

>  Mais  de  là  à  la  supposition  d'un  infiniment  petit 
relativement  à  une  quantité  finie ,  à  une  quantité  non 
infiniment  grande  ,  il  y  a  un  abîme. 

>  La  raison  proclame  qu'un  infiniment  petit  n'est 
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possible  à  aucun  égard  ;'  que  toute  quantité  finie  étant 
divisible,  on  peut  toujours  en  supposer  une  plus  petite 
qu'elle.  En  admettant  Tinfiniment  petit,  il  serait  absurde 
d'admettre  des  infiniment  petits  de  divers  ordres,  des 
infiniment  petits  d'infiniment  petits.  Dire  que  telle  quan- 
tité b  est  infiniment  petite  relativement  à  a,  c'est  dire 
que  6  a  le  dernier  degré  de  petitesse  relativement  à  a  ; 
mais  coniment  supposer  cela ,  si  on  suppose  qu'une 
autre  quantité  c  est  infiniment  petite  par  rapport  à  6  ? 
Il  y  a  ici  une  contradiction  palpable.  Évidemment,  si  c 
est  infiniment  plus  petit  que  6,  6  n'est  pas  le  dernier 
degré  de  petitesse  relativement  à  a.  Cette  contradiction 
serait  manifeste  alors  même  qu'on  traduirait  l'idée  d'in- 
finiment petit  par  celle  de  quantité  moindre  que  toute 
quantité  assignable. 

»  Boucharlat,  pour  justifier. la  doctrine,  invoque  la 
théorie  des  fractions ,  où  il  croit  trouver  un  appui  :  «c  Si^ 
>  dit-il,    on  compare  la  quantité  finie  6  à  la   frac- 

9  tion  -,   il  est  certain  que  plus  le  dénominateur  z 

z 

n  augmentera,  plus  la  fraction  diminuera;  de  sorte 
»  quû,  quand  z  deviendra  infini,  cette  fraction  de- 
»  viendra  absolument  nulle,  et,  comme  telle,  devra 
»  être  supprimée  devant   6,   qui  alors  sera  infini  à 

b 
»  l'égard  de  - .  » 

»  Cette  preuve  croule  en  présence  de  ce  que  j'ai  dit 
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tout  à  rheure  de  l'absurdité  d'une  quantité  finie  divisée 
par  l'infini.  Je  répète  d'ailleurs  que  si  une  telle  division 
était  admissible,  le  quotient  ne  pourrait  être  nul,  car, 
encore  une  fois ,  zéro  multiplié  par  l'infini  ne  peut  pro- 
duire une  quantité  réelle  6. 

)>  L'auteur  invoque  les  fractions  en  faveur  des  infini- 
ment petits;  moi,  je  les  invoque  contre  cette  fausse 
théorie,  à  un  point  de  vue  opposé. — Je  dis  :  Si  l'on 

compare  la  quantité  6  à  la  fraction  —  ^  il  est  certain  que 

plus  le  dénominateur  augmentera ,  plus  la  fraction  di- 
minuera, et  que  ce  dénominateur  pourra  augmenter 
toujours  sans  jamais  arriver  à  l'infini  ;  donc  il  n'y  a  pas 

de  terme. à  la  diminution  possible  de-;  donc  l'infini- 

ment  petit  relatif  au  fini  est  une  chimère. 

»  Il  n'y  a  pas  d'infiniment  petit  relatif;  il  ne  pourrait 
y  en  avoir  que  relativement  à  l'infini  dans  le  sens  que 
j'ai  indiqué ,  et  l'infini  lui-^même  est  impossible. 

»  Remarquons  que  si,  un  instant,  l'on  dévorait  l'im- 
possibilité d'une  quantité  divisée  par  l'infini  y  et  que  Ton 

h  h 

consentît  à  croire  que  — 1=:0 ,  il  s'ensuivrait  que  —  est 

*        00.  *         QCL. 

nul,  absolurmnt  nul,  et |Conséquemment  l'est  relative- 
ment a  tou.te  quantité*.  —  Comment  donc,  si  une 
quantité  quelconque  divisée  par  oo  est  égale  à  0,  et 
exprime  une  quantité  infiniment  petite  quelconque^ 
comment  admettre  des  infiniment  petits  relatifs  de  di- 
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vers  ordres?  Est-^e  qlie  zéro  peut  être  uti  ihfinitaettt 
petit  relativement  à  zéro  ?  Noii  certes  !  *car  0=0.  Encore 
ici  la  logique  fest  «n  défaut,  d'autatit  pluà  eh  âéfault  que 

l'auteur  dit  que,  quand  z  deviendra  infini  y  la'fraction -— 

devietidra  ab^hmemt  nulle ,  bien  qu*il  la  f^^de  con^è 
un  Infiniment  petit  relatif  à  6  :  ce  qui  implié[ue  ^^ontM- 
diction. 

«  Rien  ne  peut  justifier  les  principes  dé  la  métbbde 
dont  je  m'occupe.  Ils  sontfaui^  manifestement  conifhi- 
res  à  la  raison.  Cette  méthode  ne  vaut  rien  cornue 
théorie,  comme  démonstration  du  calcul  différentiel  et 
du  calcul  intégral.  Elle  conduite  des  vérités,  maietela 
ne  prouve  point  la  justesse  de  ses  principes.  Elle  esli  en 
certains  cas,  plus  expéditive  que  celle  des  limites:  je 
conçois  qu'on  l'applique  alors  ^  Mais  il  faut  toujours  la 
rejeter,  la  condamner  au  point  de  vue  doctrinal. 

»  On  dit  qu'elle  n'est  qu'une  abréviation  de  celle  des 
limites.  J'accorde  qu'elle  peut  être  plus  prompte  que 
celle-ci;  mais  de  ces  deux  méthodes >  l'une  est  fausse, 
Tautre  est  rationnelle ,  et  elles  procèdent  par  dés  voies 
très- différentes. 

>  Si  l'on  veut,  par  exemple,  trouver^  par  la  méthode 
des  infiniment  petits ,  la  différentielle  de  m\  dx  étant 
la  différentielle  de  a?,  que  fait-on  alors?  On  retranche 
oj*  de  (cD-t-rfo?)'  développé ,  et  Ton  a,  après  la  sous- 
traction, 3i»*rfx?H-3£Deto*-}-c/cD*  ;    puls>  Ton  raisonne 
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ainsi  :  dœ\  étant  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre, 
ne  peut  augmenter  ^xdœ* ,  il  faut  donc  effacer  dx*  ; 
dxdœ*,  étant  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  doit 
être  aussi  effacé,  parce  que  ^x^doo  en  est  un  de  premier 
ardre  :  la  différentielle  de  a?'  est  donc  réduite  à  ^x^dx , 
résultat  conforme  à  celui  que  donne  la  théorie  des  limites; 
mais  cette  théorie  est  loin  de  procéder  comme  la  méthode 
des  infiniment  petits. 

>  Il  est  visible  que,  dans  l'application  de  la  méthode 
infinitésimale,  on  est  obligé  de  considérer  les  grandeurs, 
les  quantités  ou  figures,  comme  formées  d'infiniment 
petits  d'un  ou  de  plusieurs  ordres.  »• 
^  Poisson  croyait  à  la  réalité  de  Tinfiniment  petit.  Dans 
l'introduction  de  son  Traité  de  mécanique ^  2®  édition, 
p.  14  ,  je  lis  ce  qui  suit  : 

c  Un  infiniment  petit  est  une  grandeur  moindre  que 
toute  grandeur  donnée  de  la  même  nature. 

»  On  est  conduit  nécessairement  à  l'idée  des  infini- 
ment petits ,  lorsque  l'on  considère  les  variations  suc- 
cessives d'une  grandeur  soumise  à  la  loi  de  continuité. 
Ainsi  le  temps  croît  par  des  degrés  moindres  qu'aucun 
intervalle  qu'on  puisse  assigner ,  quelque  petit  qu'il  soit* 
Les  espaces  parcourus  par  les  différents  points  d'un 
corps,  croissent  aussi  par  des  infiniment  petits;  car 
chaque  point  ne  peut  aller  d'une  position  à  une  autre , 
sans  traverser  toules  les  positions  intermédiaires;  et 
l'on  ne  pourrait  assigner  aucune  distance,  aussi  petite 
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que  Ton  voudra,  entre  deux  positions  successives.  Les 

infiniment  petits  ont  donc  une  existence  réelle ,  et  ne  sont 

pas  seulement  un  moyen  d'investigation  imaginé  par  les 

géomètres. 

>  Un  infiniment  petit  peut  être  double,  triple,  qua- 
druple  ,  d'un  autre  :  les  quantités  infiniment  petites 

ont  entre  elles  des  rapports  quelconques ,  dont  la  déter- 
mination est  un  objet  essentiel  de  l'analyse  infinitésimale. 

x>  Si  a  et  6  sont  des  infiniment  petits,  et  que  le  rap- 
port de  6  à  a  soit  aussi  infiniment  petit ,  h  est  ce  qu'on 
appelle  un  infiniment  petit  de  second  ordre.  Par  exemple, 
la  corde  d'un  arc  de  cercle  étant  supposée  infiniment 
petite,  le  sinus  verse  du  même  arc  est  un  infiniment 
petit  du  second  ordre  ,  puisque  le  rapport  du  sinus  verse 
à  la  corde  est  toujours  le  même  que  celui  de  la  corde  au 
diamètre,  et  devient^  par  conséquent,  infiniment  petit 
en  même  temps  que  le  second  rapport. 

»  De  même  b  étant  un  infiniment  petit  du  second 
ordre,  si  l'on  suppose  que  le  rapport  de  c  à  6  soit  un 
infiniment  petit  de  premier  ordre ,  on  appellera  c  un 
infiniment  petit  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

»  Il  suit  de  là  qu'un  produit  composé  d^un  nombre  n 
de  facteurs  infiniment  petits  du  premier  ordre ,  devra 
être  rangé  dans  la  classe  des  infiniment  petits  de 
l'ordre  n. 

»  L'aire  d'une  surface  infiniment  petite  dans  toutes 
ses  dimensions  est  au   moins  un  infiniment  petit  du 


i    ! 
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second  ordre  ;  car  elle  est  moindre  que  le  carré  de  la 
droite  la  plus  longue  qu'on  puisse  mener  d'un  point  à 
un  autre  de  son  contour,  laquelle  droite  est  infiniment 
petite,  par  hypothèse.  On  verra  de  même  qu'un  volume^ 
dont  toutes  les  dimensions  sont  infiniment  petites ,  est 
au  moins  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre ,  puis- 
qu'il est  moindre  que  le  cube  de  la  plus  longue  droite 
menée  d'un  point  à  un  autre  de  sa  superficie. 

»  Cela  posé ,  le  principe  fondamental  de  l'analyse  in- 
finitésimale consiste  en  ce  que  deux  quantités  finies ,  qui 
ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  d'un  infiniment  petit, 
doivent  être  regardées  comme  égales^  puisqu'on  ne 
saurait  assigner  entre  elles  aucune  inégalité ,  aussi  petite 
que  l'on  voudra. 

D  II  en  sera  de  même  à  l'égard  de  deux  quantités  in- 
finiment petites  du  premier  ordre ,  et  généralement ,  à 
l'égard  de  deux  infiniment  petits  d'un  ordre  quelconque , 
qui  ne  diffèrent,  l'un  de  l'autre  que  d'un  infiniment 
petit  d'un  ordre  supérieur  :  on  les  considérera  comme 
des  quantités  rigoureusement  égales,  et  leur  rapport 
comme  égal  à  l'unité. 

»  On  énonce  encore  ce  principe  d'une  autre  manière, 
en  disant  qu'il  est  permis  de  négliger  dans  un  calcul , 
sans  crainte  d'altérer  aucunement  les  résultats ,  soit  les 
infiniment  petits  ajoutés  à  des  quantités  finies ,  soit  les 
quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  quelconque, 
ajoutées  à  des  quantités  d'un  ordre  inférieur.  » 
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Je  maintiens  qu'il  n'y  a  point  quelque  chose  qui  soit 
infiniment  petit.  Le  temps  ne  croît  pas  par  des  inter- 
valles infiniment  petits;  un  temps  donné,  une  durée 
limitée  quelconque  est  divisible  par  la  pensée  en  parties 
qui  seront  d'autant  plus  petites  qu'on  en  concevra  d'a- 
vantage dans  cette  durée  »  mais  il  est  impossible  d'ar- 
river %  une  division  telle  que  les  parties  conçues  soient 
infiniment  petites,  soient  les  derniers  termes  de  petitesse 
possible.  Ainsi  des  espaces  parcourus.  Poisson,  comme 
bien  d^autres ,  tombe  ici  dans  une  grande  confusion 
d'idées. 

Pourquoi  Poisson  dit-il  que  le  rapport  du  sinus  verse 
à  la  corde  est  toujours  le  même  que  celui  de  la  corde  au 
diamètre?  Cela  n'est  point  exact,  car  la  corde  peut  être 
égale  au  diamètre  et,  en  ce  cas,  le  sinus  verâe  n'<est 
égal  qu'au  demi-diamètre. 

De  deux  choses  l'une,  ou  l'infiniment  petit  n'est  rien, 
ou  il  est  quelque  chose.  S'il  est  quelque  chose,  on  ne 
peut  pas  admettre  que  deux  quantiXés  quelconques 
finies,  qui  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  d'un  infini- 
ment petit,  soient  exactement  égales. 

Tout  infini  est  impossible,  aussi  bien  l'infiniment 
grand  que  l'infiniment  petit.  J'ai,  ailleurs  (1),  signalé 
les  absurdités  où  conduisent  l'hypothèse  d'un  espace 
fini  composé  de  parties  essentiellement  indivisibles;  et 

(I)  Exposé  d'un  systèn^  pkilo9oph4que ,  p,  902. 
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pourtant  un  élément  d'espace  ne  pourrait  être  infini- 
ment petit  qu*à  la  condition  d'être  indivisible.  Ainsi  de 
la  durée.  J'ai  aussi  montré  les  anomalies  où  mènerait 
l'hypothèse  d'une  quantité  infinie  (2) . 

Galilée  a  cru  démontrer  l'impossibilité  d'un  nombre 
infini,  d'une  quantité  infinie  d'êtres  ou  objets^  jiar  le 
raisonnement  suivant  :  c  Si  Ton  considère  la  séfie  des 
nombres  carrés  1  ,  4,  9,  16,  25,  36,  etc.,  dans  la 
série  naturelle  des  nombres  entiers,  1,2,3,4,5^ 
6,  etc...^  l'on  voit  que  plus  est  grande  la  série  de  ces 
dernières ,  plus  les  nombres  carrés  s'y  trouvent  propor- 
tionnellement en  minorité.  Si,  par  exemple,  l'on  arrête  la 
suite  après  le  nombre  10,  après  le  nombre  100 ,  après 
le  nombre  1000,  le  nombre  des  carrés  qu'elle  renfermera 
sera  3  dans  le  premier  cas ,  10  dans  le  second ,  3 1  dans 
le  troisième.  Par  conséquent ,  le  rapport  entre  le  nombre 
des  termes  carrés,  et  le  nombre  total  des  termes  de- 
viendra successivement  iV-,  -h-f  ïtfô,  ou  environ  j ,  vô  , 
ToT.  L'on  doit  en  conclure  que  si  la  suite  des  nombres 
entiers  pouvait  être  supposée  actuellement  prolongée  à 
l'infini,  les  termes  carrés  y  seraient  en  très-grande  mi- 
norité. Or  cette  dernière  condition  qui  devrait  être  satis- 
faite dans  l'hypothèse  dont  il  s'agît ,  est  pourtant  in- 
compatible avec  cette  même  hypothèse,  car  dans  la 
suite  des  nombres  entiers  actuellement  prolongée  à  Tin- 

(2)  Exposé  des  vrais  principes  des  mathématiques  j  p.  201. 
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fini,  se  trouverait,  avec  chaque  terme  non  carré,  le 
carré  de  ce  terme,  puis  le  carré  du  carré,  etc.,  par  con- 
séquent une  série  infinie  de  termes  carrés.  Donc,  puisque 
l'hypothèse  de  la  suite  prolongée  à  l'infini  entraîne  une 
contradiction  manifeste,  cette  hypothèse  doit  être 
rejetée.  » 

Ce  raisonnement  de  Galilée  est  sophistique.  Bien  que 
plus  on  multipliera  le  nombre  des  termes  de  la  série 
limitée  des  nombres  entiers  1,2,3,  etc. ,  plus  sera 
petit  le  rapport  entre  le  nombre  des  termes  carrés  et  le 
nombre  total  des  termes  de  la  série  naturelle  qui  les 
contiendra ,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  si  la  série  des 
nombres  entiers  était  infinie,  elle  contiendrait  un 
nombre  infini  de  termes  carrés.  Seulement  l'accrois- 
sement des  termes  carrés  serait  plus  lent  que  celui  des 
nombres  entiers  ;  les  carrés  se  trouveraient  à  des  dis- 
tances de  plus  en  plus  grandes  les  uns  des  autres ,  mais 
cela  n'exclurait  pas  l'infinité  de  leur  nombre  dans  la 
série  supposée  infinie  des  termes.  La  contradiction  allé- 
guée par  Galilée  n'est  donc  pas  réelle.  Ce  qui  est  faux , 
évidemment  inadmissible,  c'est  l'hypôthèbe  d'un  nombre 
infini,  d'une  quantité  infinie  d'unités,  d'objets  quel- 
conques; mais  si  l'on  a  le  courage  d'admettre  cette  hy- 
pothèse ,  il  ne  doit  pas  coûter  d'admettre  une  infinité  de 
nombres  carrés ,  malgré  l'argumentation  de  Galilée. 

Revenons  aux  infiniment  petits. 

plusieurs  mathématiciens ,  en  reconnaissant  que  l'in- 
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uniment  petit  n*a  aucune  téalité ,  qu'une  telle  entité  est 
Tepoussée  par  la  raison  ,  ont  néanmoins  soutenu  rei'ac- 
titude  de  la  méthode  et  de  ses  résultats. 

Ceët.  'notamment  y  ce  qu'a  fait  Carnot  dansliù  écHt 
intitulé  :  Réfleanons  sur  la  Métaphysique  du  calcul  itifi' 
nitésimaL 

Carnot  s'af tadhe  à  établir  que  le  calcul ,  en  certains 
cas  du  moins  9  conduit  à  des  résultats  parfaitement 
exacts.  Il  n'a  pas  de  peine  à  montrer  qu'il  en  est  aineti 
dans  remploi  de  ce  procédé  pour  déterminer  les  tan- 
gentes. 

«  Par  exemple^  dit-il ,  page  9 ,  soit  proposé  de  mener 
une  tangente  an  point  donné  M  de  la  circonférence  Mttt) 
(fig.  1) 9  soient  C  le  centre  du  cercle,  DCB  Taie;  suppo- 
sons l'abscisse  OP  =  x ,  Tordohnée  correspondante  MP 
=  y,  et  soit  TP  la  sous-tangente  cherchée.  Pour  la  trou- 
ver^ considérons  le  cercle  comme  un  polygone  d'un  très- 
grand  nombre  de  côtés;  soit  MN  un  de  lies  côtés  ;  pro- 
longeons-le jusqu'à  l'axe  :  ce  sera  évidemment  la  tan- 
gente en  question ,  puisque  cette  ligne  ne  pénétrera  pas 
dans  l'intérieur  du  polygone;  abaissons  de  plus  la  per- 
pendiculaire MO  sur  NQ ,  parallèle  à  MP,  et  nommons  a 
le  ^ayon  du  cercle  :  cela  posé  »  nous  aurons  évidemtûeïit 

..r.        .T^  m..       m.,.  MO  TP 

MO  :  NO  :  :  TP  :  MP,  ou  — r  =  — . 

NO        y 

t  D'une  autre  part,  l'équation  de  la  courbe  étant 
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poup  le  point  M  ,  yy  =  2ax  '• —  xx ,  elle  sera  pour  le 
point  N 

(yH-N0)'  =  2a(x-i-M0)  — (x-f-MO)'; 

ôtant  de  cette  équation  la  première ,  trouvée  pour  le 
point  M,  et  réduisant,  on  a 

MO  2y  +  NO 


NO       2a  — 2a;— MO' 

•     MO 

égalant  donc  cette  valeur  de  -rr^r  à  celle  qui  a  été  trou- 

NO  ^ 

vée  ci-dessus ,  et  multipliant  par  y,  il  vient 

Tp^   y(2y  +  N0) 
2a  ^  2x  —  MO' 

>  Si  donc  MO  et  NO  étaient  connues ,  on  aurait  la 
valeur  cherchée  de  TP;  or  ces  quantités  MO,  NO  sont 
très-petites,  puisqu'elles  sont  moindres  chacune  que  le 
côté  MN,  qui,  par  hypothèse,  est  lui-même  très- petit. 
Donc  on  peut  négliger  sans  erreur  sensible  ces  quantités 
par  comparaison  aux  quantités  2yet  2x — 2a  auxquelles 
elles  sont  ajoutées.  Donc  l'équation  se  réduit  à  TP  == 

yi 

— ^ — ,  ce  qu'il  fallait  trouver.  > 
a  —  X       ^ 

L'auteur  assure  ensuite  que  non*seulement  ce  résultat 

approche  beaucoup  du  vrai ,  mais  qu'il  est  réellement 

de  la  plus  parfaite  exactitude;  c^est,  dit-il^  une  chose 

dont  il  est  aisé  de  s'assurer  en  cherchant  TP,  d'après 
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ce  principe  que  la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  ;  car  il  est  visible  que  les  triangles  sem- 
blables CPM,  MPT  donnent  CP  :  MP  ::  MP  :  TP;  d'où 

MP*  V* 

Ton  tire  TP  =  — -— -  =r  — 2 —  comme  ci-dessus. 

tP  a  —  X 

«  Or,  ajoute-t-il  plus  loin,  on  peut  se  rendre  fort 
simplement  raison  de  ce  qui  est  arrivé  dans  la  solution 
du  problème  traité  ci-dessus,  en  remarquant  que  Thy- 
pothèse  d'où  Ton  est  parti  étant  fausse ,  puisqu'il  est 
absolument  impossible  qu'un  cercle  puisse  être  jamais 
considéré  comme  un  vrai  polygone,  quel  que  puisse  être 
le  nombre  de  ces  côtés ,  il  a  dû  résulter  de  cette  hypo- 
thèse une  erreur  quelconque  dans  l'équation 

y  (2j/  +  NO) 


TPzi= 


2a  —  2x  —  MO  ' 


et  que  le  résultat  TP  =i  — - —  étant  néanmoins   cer- 

a  —  X 

tainement  exacte  comme  on  le  prouve  par  la  comparaison 
des  deux  triangles  CPM,  MPT,  on  a  pu  négliger  MO  et 
NO  dans  la  première  équation,  et  même  on  a  dû  le  faire 
pour  rectifier  le  calcul ,  et  détruire  l'erreur  à  laquelle 
avait  donné  lieu  la  fausse  hypothèse  d'où  l'on  était  parti. 
Négliger  les  quantités  de  cette  nature  est  donc  non-seu- 
lement permis  en  pareil  cas,  mais  il  le  faut,  et  c'est  la 
seule  manière  d'exprimer  exactement  les  conditions  du 
problème. 


—  47  — 

a  Le  résultat  exact  TP  =  —^ —  n'a  donc  été  obtenu 

a  —  X 

que  par  une  compensation  d'erreurs » 

L'auteur  tâche  ensuite  de  donner  à  ces  idées  plus  de 
précision . 

Il  appelle  quantité  infiniment  petite  toute  quantité  qui 
est  considérée  comme  continuellement  décroissante, 
tellement^  qu'elle  puisse  être  rendue  aussi  petite  qu'on 
le  veut,  sans  qu'on  soit  obligé  pour  cela  de  faire  varier 
celle  dont  on  cherche  la  résolution. 

a  L'unité  ,  divisée  par  une  quantité  inISniment  petite 
est,  dit-il,  ce  qu'on  nomme  quantité  infinie  ou  infiniment 
grande.  On  comprend  sous  le  nom  de  quantités  infinité- 
simales ,  les  quantités  infinies  et  celles  qui  sont  infini- 
ment petites. 

j>  Ij  analyse  infinitésimale  n'est  autre  chose  que  l'art 
d'employer  auxiliairement  les  quantités  infinitésimales  , 
pour  découvrir  les  relations  qui  existent  entre  des  quan- 
tités proposées. 

>  En  leur  qualité  de  simples  auxiliaires ,  toutes  les 
quantités  dites  infinitésimales  et  leurs  fonctions  quel- 
conques doivent  se  trouver  exclues  des  résultats  du 

calcul Les  quantités  appelées  infiniment  petites  ne 

sont  pas  des  quantités  actuellement  nulles,  ni  même  des 
quantités  actuellement  moindres  que  telles  ou  telles 
grandeurs  déterminées ,  mais  seulement  des  quantités 
auxquelles  les  conditions  de  la  question  proposée  »  ot  les 
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hypothèses  sur  lesquelles  le  calcul  est  établi,  permettent 
de  demeurer  variables  jusqu'à  ce  que  le  calcul  soit  en 
tièrement  achevé,  en  décroissant  continuellement, 
jusqu'à  devenir  aussi  petites  qu'on  le  veut,  sans  que  Ton 
soit  obligé  de  changer  en  même  temps  les  valeurs  de 
celles  dont  on  veut  obtenir  la  relation 

»  Deux  quantités  quelconques  sont  dites  infiniment  peu 
différentes  l'une  de  l'autre  ,  lorsque  le  quotient  de  Tune 
par  l'autre  ne  diffère  de  l'unité  que  par  une  quantité  in- 
finiment petite. 

»  On  dit  qu'une  quantité  est  infiniment  petite  relati- 
vement à  une  autre  quantité ,  lorsque  le  quotient  de  la 
première  par  la  seconde  est  une  quantité  infiniment 
petite ,  et  réciproquement  alors  la  seconde  est  dite  in- 
finie ou  infiniment  grande  relativement  à  la  première. 

D  On  voit  par  là  qu'une  quantité  même  infiniment 
petite  peut  se  trouver  infiniment  grande  relativement 
à  telle  autre  quantité  ;  et  que  réciproquement  une  quan- 
tité, même  infiniment  grande,  peut  se  trouver  infiniment 
petite  relativement  à  telle  antre.  Car  si  l'on  suppose  que 
X,  par  exemple,  soit  une  quantité  infiniment  petite, 
X*  sera  une  quantité  infiniment  petite  relativement  à  la 
première  i  quoique  cette  première  soit  infiniment  petite 
elle-même  ;  puisque  le  rapport  de  la  seconde  à  la  pre- 
mière est  x,  qui  par  hypothèse  est  une  quantité  infini- 
ment petite.  Pareillement ,  si  X  représente  une  quantité 
infiniment  grande ,  elle  n'en  sera  pas  moins  infiniment 


—  49  — 
petite  relativement  à  X*,  puisque  le  quotient  de  celle-ei 
par  la  première  sera  X ,  qui  par  hypothèse  est  une  quan- 
tité infinie.  > 

Cette  observation ,  suivant  l'auteur ,  donne  lieu  de  dis- 
tinguer  les  quantités  infinitésimales  eu  différents  ordres. 

Plus  bas ,  Carnot  pose  ce  principe  fondamental  :  Deux 

quantités  non  arbitraires  sont  rigoureusement  égales  entre 

elles, _  du  moment  que  leur  différence  prétendue  peut  être 
supposée  aussi  petite  qu'ion  le  veut.  De  ce  principe ,  et  du 

corollaire  qu'il  en  tire^  découle^  selon  Carnot,  toute  la 

théorie  de  l'analyse  infinitésimale. 

c  Leibnitz ,  dit-il ,  qui  le  premier  démontra  les  règles 
du  calcul  intégral ,  l'établit  sur  ce  principe  :  qu'on  peut 
prendre  à  volonté  l'une  pour  l'autre  deux  grandeurs 
finies  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  d'une  quantité 
infiniment  petite.  Ce  principe  avait  l'avantage  d'une  ex- 
trême simplicité  et  d'une  application  très-facile.  11  fut 
adopté  comme  une  espèce  d'axiome ,  et  l'on  se  contenta 
de  regarder  ces  quantités  infiniment  petites  comme  des 
quantités  moindres  que  toutes  celles  qui  peuvent  être 
appréciées  ou  saisies  par  l'imagination,  d 

On  voit  que  cette  manière  de  considérer  l'infiniment  pe- 
tit n'est  point  précisémentcelle  qui  est  proposée  par  Carnot. 

Sa  doctrine  qui,  du  moins  dans  ses  points  principaux, 
avait  été  émise  par  Lagrange  ,  ne  me  paraît  pas  soute- 
nable. 

Il  y  a  ici  deux  questions  :  l""  la  méthode  des  infini- 

4 
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ment  petits  donne-t-elle  des  résultats  exacts;  29  est-elle 
rationnelle ,  exacte  en  soi? 

Or  j'accorde  que ,  dans  beaucoup  de  cas  »  les  résultats 
obtenus  par  l'application  de  la  méthode  infinitésimale 
sont  justes  9  vrais ,  mais  je  soutiens  que,  considérée  en 
soi  f  elle  n'est  point  rationnelle. 

Garnot  avoue  qu'elle  emploie  des  quantités  auxiliaires 
qui  ne  peuvent  exister ,  doivent  disparaître  dans  le  ré- 
sultat obtenu ,  et  il  assure  que  les  erreurs  qui  provien- 
draient de  cet  emploi  sont  compensées  dans  le  calcul  de 
manière  à  disparaître  complètement.  Mais  ce  n'est  pas 
dans  le  calcul  même  qu'il  voit  que  cette  compensation 
doit  s'opérer;  il  voit  cela  en  considérant  que,  dans 
certains  cas ,  par  des  méthodes  rationnelles,  on  arrive 
à  des  solutions  semblables  à  celles  obtenues  par  la 
méthode  des  infiniment  petits.  Cette  méthode,  par  elle- 
même^  est  donc,  rationnellement,  insuffisante,  défec- 
tueuse. D'ailleurs  les  raisonnements  de  Carnot  ne  mon- 
trent pas  que,  dans  tous  les  cas,  cette  compensation 
exacte  qu'il  invoque  doit  s'établir  ;  et  nous  verrons  que 
fort  souvent  elle  est  inadmissible,  chimérique,  que  l'on 
a  fréquemment  abusé  du  calcul  en  question. 

Je  conteste  ce  principe  émis  par  Carnot ,  que  deux 
quantités  non  arbitraires  sont  rigoureusement  égales  entre 
elles  y  du  moment  que  leur  différence  prétendue  peut  être 
supposée  aussi  petite  quon  le  veut. 

Il  y  a  là  un  sophisme.  Il  est  évident  que  si  deux 


—  51  — 

quantités  ne  sont  pas  arbitraires ,  elles  ne  peuvent  pas 
différer  d'une  quantité  arbitraire;  mais  je  ne  peux  pas 
accorder  que  si ,  deux  quantités  diffèrent  Tune  de  l'autre, 
si  peu  que  ce  soit,  elles  sont  égales.  On  émet  une  fausse 
proposition  en  disant  que  deux  quantités  non  arbitraires 
diffèrent  d'une  quantité  supposée  aussi  petite  qu'on 
voudra,  mais  on  ne  serait  pas  fondé  à  dire  que  ces 
quantités  présentées  comme  différant  d'une  quantité 
arbitraire  sont  égales. 

Carnot ,  à  l'appui  de  sa  doctrine ,  présente  divers  pro- 
blèmes qu'il  résout  ou  croit  résoudre  d'après  les  prin- 
cipes qu'il  a  émis.  Ainsi,  par  exemple,  pour  prouver 
que  deux  pyramides  de  mêmes  bases  et  de  même  hauteur 
sont  égales  en  volume ,  il  raisonne  ainsi  : 

«  Concevons  les  deux  pyramides  proposées  partagées 
en  un  même  nombre  de  tranches  infiniment  minces  pa- 
rallèlement à  leurs  bases,  et  d'épaisseurs  respective- 
ment égales.  Comparons  deux  des  tranches  correspon- 
dantes, prises  l'une  dans  la  première  et  l'autre  dans  la 
seconde  de  ces  pyramides.  Or,  je  dis  d'abord  que  ces 
deux  tranches  ne  peuvent  différer  qu'infiniment  peu 
l'une  de  l'autre. 

>  En  effet  chacune  de  ces  tranches  est  elle-même  une 
pyramide  tronquée,  et  .si  de  tous  les  angles  de  la  plus 
petite  de  ses  deux  bases  on  conçoit  des  parallèles  qui 
aillent  rencontrer  la  plus  grande ,  il  est  clair  que  le 
tronc  de  pyramide  se  trouvera  décomposé  en  deux  parties, 
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Tune  prismatique,  comprise  entre  ces  parallèles,  ayant 
pour  épaisseur  la  distance  des  deux  bases  du  tronc^  et 
pour  base  la  plus  petite  des  deux  de  ce  même  tronc  ; 
l'autre  en  forme  d'onglet,  ayant  aussi  pour  épaisseur  la 
distance  des  deux  bases  du  tronc,  et  pour  base  la  diffé- 
rence entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  de  ce  même 
tronc.  Mais  ces  deux  dernières  bases  pouvant  se  rappro- 
cher Tune  de  l'autre  autant  qu'on  le  veut,  leur  diffé- 
rence peut  évidemment  être  rendue  aussi  petite  qu'on 
le  veut  relativement  à  chacune  d'elles.  Donc  l'onglet  est 
lui-même  infiniment  petit  relativement  à  la  tranche 
à  laquelle  il  appartient. 

»  Cela  posé,  nommons  T  et  T'  les  volumes  des  deux 
tranches  correspondantes  dans  les  deux  pyramides, 
p  et  p'  les  portions  prismatiques,  q  et  q'  les  onglets , 
nous  aurons  les  deux  équations  exactes 

T=p-h9,  T=/)'-f-9',  ou  p=T— ç,  l/=V—q'  : 

mais  p  et  />'  sont  des  prismes  de  mêmes  bases  et  de 
même  hauteur;  donc  on  a  p  =p';  égalant  donc  leurs 
valeurs,  on  aura  T — q=  V — q';  négligeant  q  et  qf',  que 
nous  venons  de  voir  être  infiniment  petits  relativement 
àTetr,onauraT  =  r. 

»  Comme  cette  équation  n'est  pas  dégagée  de  l'infini, 
nous  ne  pouvons  encore  savoir  si  elle  est  exacte  ou  seu- 
lement imparfaite  ;  mais  comme  on  peut  appliquer  à 
toutes  les  tranches  qui  composent  les  pyramides  entières 
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ce  que  dous  venons  de  dire  de  deux  d'entre  elles,  il  suit 
qu'en  nommant  p  et  p\  les  volumes  entiers  des  deux 
pyramides  ,  on  aura  p-=p'-  Or  ces  deux  volumes  des  py- 
ramides entières  sont  des  quantités  fixes.  Donc  Téqua- 
tion  P  =  P'  est  entièrement  dégagée  de  toute  considé- 
ration de  Tinfini.  Donc  elle  est  nécessairement  et 
rigoureusement  exacte.  » 

Je  signale  cette  prétendue  démonstration  comme  évi- 
demment entachée  de  sophisme,  comme  sans  aucune 
valeur. 

Supposez  qu'il  ne  soit  pas  vrai  que  deux  pyramides 
de  mêmes  bases  et  de  même  hauteur  soient  égales  en  vo- 
lume. Plus  les  tranches  parallèles  à  leurs  bases  considé- 
rées dans  chacune  seront  minces,  néanmoins,  plus  ces 
tranches  seront  près  de  s'égaler  en  volumes ,  dans  l'hy- 
pothèse^ et  aussi  plus  seront  petits  et  près  de  s'égaler 
les  onglets  q  et  q'  restant  en  dehors  des  portions  pris* 
matiques  p  et  p';  mais  puisque  cela  serait  vrai  alors 
même  que  la  proposition  qu'il  sagit  de  démontrer  ne 
serait  pas  fondée ,  la  démonstration  croule  sous  le 
sophisme  au  moyen  duquel  on  l'a  édifiée  et  l'on  y  voit 
l'abus  qu'on  peut  faire  d'un  faux  principe,  celui  que  j'ai 
rejeté  plus  haut. 

Carnot  n'est  pas  plus  heureux  dans  la  démonstration 
de  quelques  autres  problèmes  qu'il  veut  résoudre  d'a- 
près le  même  principe.  Je  citerai  nolamment  celle  qu'il 
présente  pour  prouver  que  faire  d'une  zone  sphérique  est 
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égale  à  Vaire  de  la  portion  correspondante  du  cylindre  qui 
lui  est  circonscrit. 

Par  la  méthode  des  limites  et  celle  des  fonctions  ana- 
lytiques de  Lagrange,  on  petit  obtenir  rationnellement  des 
solutions  vraies  :  je  Tai  suffisamment  montré  dans  YEx- 
posé  des  vrais  principes  des  mathématiques;  on  peut 
aussi  obtenir  des  solutions  vraies  par  la  méthode  infi- 
nitésimale ,  mais  non  rationnellement. 

Au  reste,  les  solutions  auxquelles  a  conduit  le  calcul 
différentiel  et  intégral,  par  une  méthode  quelconque, 
sont  généralement  fausses,  impossibles. 

Cette  fausseté  m'apparaît ,  notamment ,  dans  tous  les 
cas  où  la  solution  suppose ,  implique  des  rapports  de 
quantité  entre  des  courbes  et  des  droites,  ou  entre  des 
courbes  de  différentes  courbures.  Or  on  sait  que  c'est 
principalement  à  des  spéculations  de  cet  ordre  qu'on  ap- 
plique le  calcul  différentiel  et  intégral. 

Dans  l'ouvrage  de  mathématiques  déjà  cité ,  j'ai  sou- 
tenu cette  thèse  que  des  grandeurs,  des  quantités  homo- 
gènes, de  même  nature,  peuvent  seules  avoir  entre  elles 
des  rapports  de  degrés  ou  de  quantités. 

Il  y  a ,  par  exemple,  une  différence  essentielle  entre 
une  ligne  courbe  et  une  ligne  droite ,  et  entre  des  lignes 
courbes  de  courbures  différentes.  Or,  ces  différences 
essentielles  ne  permettent  pas  d'admettre  rationnelle- 
ment un  rapport  de  quantité  entre  cc^  choses.  La  raison 
ne  peut  supposer  que  ces  lignes  s'égalent  en  longueur  , 
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ou  que  leurs  longueurs  sont  entre  elles  en  une  certaine 
proportion  géométrique  ou  arithmétique. 

De  même  et  par  la  même  raison  ,  deux  surfaces  pla- 
nes mais  terminées  Tune  par  quelque  ligne  courbe ,  et 
l'autre  par  des  lignes  droites  ,  ou  toutes  les  deux  termi- 
nées par  des  lignes  courbes ,  mais  différentes  par  leur 
courbure  même ,  ne  sauraient  avoir  entre  elles  aucun 
rapport  de  quantité. 

Il  faut  en  dire  autant  d'une  surface  plane  et  d'une 
surface  courbe ,  ou  de  surfaces  courbes  de  différentes 
courbures  :  point  de  rapport  de  quantité  entre  ces  gran- 
deurs essentiellement  différentes. 

La  même  impossibilité  d'un  rapport  de  quantité  existe 
entre  deux  solides  dont  l'un  est  terminé  par  une  surface 
courbe  et  l'autre  par  une  surface  plane ,  ou  qui  sont 
compris  tous  les  deux  sous  des  surfaces  courbes ,  mais 
différentes  par  leur  courbure  même. 

Ces  principes  qui,  bien  que  nouveaux  (l},me  parais- 
sent incontestables ,  je  persiste  à  les  soutenir  avec  la 
plus  forte  conviction.  Or  ils  renversent  une  grande 
partie  de  la  géométrie  admise  et  surtout  la  plus  grande 
partie  des  spéculations  qui  font  l'objet  des  hauts  calculs. 

Pour  soutenir  logiquement  la  réalité  des  rapports  de 
quantité  que  les  géomètres  admettent  entre  des  courbes 

(I)  J'ignore  si  d'autres,  avant  moi,  les  ont  exprimés,  maisj'aiBrme  que 
je  ne  les  ai  trouvés  nulle  part ,  que  je  les  ai  spontanément  et  intuitivement 
aperças  et  reconnus. 
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et  des  droites  et  entre  des  courbes  différentes  y  on  est 
conduit  à  considérer  les  courbes  comme  formées  d'une 
infinité  de  petites  droites,  de  droites  infiniment  petites. 
Du  moins,  tous  les  géomètres  auxquels  j'ai  objecté 
rimpossibilité  de  tels  rapports,  se  sont  retranchés  dans 
rhypolhèse  des  infiniment  petits ,  comme  éléments  des 
courbes.  Ils  comprenaient  sans  doute  que,  si  les  courbes 
ne  sont  pas  telles ,  il  ne  saurait  y  avoir  un  rapport  de 
quantité  entre  elles  et  des  droites.  Mais  il  ne  paraît 
point  que  Carnot  ait  compris  cela.  En  même  temps 
qu'il  nie  l'infiniment  petit,  qu'il  soutient  qu'une  courbe 
n'est  pas  un  composé  de  petites  droites,  si  petites  qu'on 
les  suppose,  quHl  est  absolument  impossible  qtiun  cercle 
puisse  être  considéré  comme  un  vrai  polygone ,  quel  qu^ 
puisse  être  le  nombre  de  ses  côtés ,  il  admet  certainement 
les  rapports  de  quantité  que  je  nie. 

Leibnitz,  qui  croyait  à  ses  monades,  qui  professait  que 
la  matière  est  elle-même  formée  de  substances  simples, 
indivisibles ,  qui  regardait  la  durée  comme  un  assem- 
blage d'instants  indivisibles,  pouvait  bien  croire  à  la 
légitimité  du  calcul  infinitésimal  ;  mais  sa  métaphysique 
est  repoussée  par  la  raison.  Une  substance  essentielle- 
ment indivisible  est  absolument  sans  étendue  :  elle  ne 
peut  donc  être  nulle  part,  car  elle  ne  saurait  occuper 
un  lieu ,  un  point  quelconque  de  l'espace.  L'étendu  ne 
peut  être  formé  de  Tinétendu.  Le  sommet  d'un  angle 
présente  un  point  sans  étendue ,  soit  ;  mais  l'idée  du  * 
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sommet  d'un  angle  n'est  pas  celle  d'une  entité  réelle , 
d'une  substance  ;  ee  n'est  qu'une  qualité  conçue ,  un 
attribut.  Ainsi  de  la  ligne^  de  la  surface ,  qui  ne  sont 
que  des  qualités  abstraites  de  l'idée  de  corps,  de  matière, 
et  qui  ne  peuvent  être  par  elles-mêmes. 

La  question  de  la  validité  de  la  méthode  infinitési- 
malct  après  avoir  longtemps  sommeillé  ,  vient  d'être 
réveillée  par  une  polémique  entre  M.  Debacq  et  divers 
autres  mathématiciens. 

Dans  le  numéro  du  1  i  janvier  1 869  des  Mondes  se 
trouve  un  article  où  M.  Debacq ,  pour  soutenir  les  infi- 
niment petits  de  Leibnitz,  émet  les  deux  propositions 
suivants  : 

I.  Il  y  a  au  moins  une  quantité  plus  petite  que  tout 
nombre  rationnel. 

II.  Il  y  a  autant  de  quantités  plus  petites  que  tout 
nombre  rationnel  qu'il  y  a  de  nombres  rationnels,  et 
elles  sont  comparables  entre  elles  comme  ceux-ci  le  sont 
entre  eux. 

Ët^  suivant  M.  Debacq,  ce  sont  toutes  ces  quantités 
qui  composent  un  premier  ordre  d'infiniment  petits. 

A  l'appui  de  sa  première  proposition ,  l'auteur  rai- 
sonne ainsi  : 

«r  II  y  a  au  moins  une  quantité  plus  petite  que  tout 
nombre  rationnel.  En  effet,  l'unité  une  fois  déterminée, 
s'il  n'y  avait  pas  une  quantité  plus  petite  que  tout  nom- 
bre rationnel ,  une  quantité^  tant  petite  qu'elle  soit,  se- 
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rait  commensurable.  Ce  nombre  commensurable,  ajouté 
à  lui-même^  donnerait  une  somme  commensurable.  Ce 
nouveau  nombre  commensurable  augmenté  de  la  pre* 
mière  quantité  commensurable  donnerait  une  nouvelle 
somme  commensurable ,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  qu'il 
n'y  aurait  plus  place  dans  les  quantités  croissant  d'une 
manière  continue  pour  les  incommensurables.  Il  n*y 
aurait  que  des  nombres  comnuensurables  ;  ce  qui  est 
faux.  » 

Je  rejette  et  la  première  proposition  et  le  raisonne- 
ment par  lequel  l'auteur  prétend  la  démontrer. 

Premièrement.  Qu'une  quantité  soit  rationnelle  ou 
non ,  elle  ne  peut  être  le  dernier  degré  de  petitesse.  Il 
peut  y  avoir  une  quantité,  rationnelle  ou  non^  plus 
petite  encore ,  il  peut  y  en  avoir  une  infinité  de  plus  en 
plus  petites.  On  ne  peut  donc  pas  dire  qu'il  y  a  une 
quantité  plus  petite  que  tout  nombre  rationnel.  On  ne 
peut  pas  plus  limiter  le  nombre  des  quantités  rationnelles 
que  celui  des  quantités  irrationnelles ,  et  cela  pas  plus 
dans  la  décroissance  que  dans  l'accroissement  des 
quantités. 

iL'argumention  de  l'auteur  est  sophistique  et  n'est  pas 
même  spécieuse.  De  ce  qu'il  n'y  a  pas  une  quantité  plus 
petite  que  tout  nombre  rationnel ,  il  ne  s'ensuit  pas 
qu'une  quantité ,  si  petite  qu'elle  soit*  est  commensu- 
rable. En  effet ,  si  petit  que  soit  un  nombre  rationnel ,  il 
peut  y  en  avoir  un  irrationnel  plus  petit  encore;  mais 
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de  même  il  peut  y  avoir  un  nombre  rationnel  encore 
plus  petit  que  ce  dernier  irrationnel.  Encore  une  fois  *  il 
n*y  a  point  de  limite  à  la  petitesse  des  nombres  ou  quan- 
tités rationnelles  ou  irrationnelles;  ce  point  étant 
reconnu ,  et  c*est  la  raison  qui  le  proclame,  le  raisonne- 
ment de  M.  Debacq  tombe,  ainsi  que  tous  ceux  qu'on  a 
forgés  pour  soutenir  la  réalité  de  Tinfiniment  petit. 

Par  les  mêmes  raisons,  la  seconde  proposition  de 
M.  Debacq  n'est  pas  plus  juste  que  la  première.  Si  elle  était 
juste,  on  pourrait  aussi  bien  ,  en  renversant  la  proposi- 
tion, dire  qu'il  y  a  autant  de  quantités  rationnelles  plus 
petites  que  tout  nombre  irrationnel,  qu'il  y  a  de  nombres 

irrationnels. 

Après  tout ,  qu'importe  donc  ici  que  la  quantité  soit 

rationnelle  ou  ne  le  soit  pas  ?  Peut-elle  être  infiniment 
petite?  Non  certainement  ;  arrière  donc  l'infiniment  petit. 

D'après  cela,  je  ne  crois  pas  utile  de  suivre  ici 
M.  Debacq  dans  toutes  les  pbases  de  son  excentrique  et 
indigeste  théorie  :  indigesta  moles.  On  latrouvera  entière 
dana  les  Mandes  ^  qui  lui  ont  complaisamment  accordé 
une  large  place.  ' 

M.  Debacq  attaque,  repousse  la  méthode  des  limites 
par  l'argumentation  si  connue  qui  consiste  à  dire  que, 
dans  cette  méthode ,  on  suppose  un  rapport  entre  zéro 
et  zéro,  entre  rien  et  rien. 

Par  exemple ,  en  posant  t/  =  x%  en  donnant  ensuite 
à  X  un  accroissement  h  et  développant ,  puis  exprimant 
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par  y'  ce  que  devient  y  par  suite  de  raccroissement  de 
a;^  on  a  y'  —  y=2xA  + A\  et  en  divisant  cette  égalité 
par  hj  il  vient 

h 
A  la  limite  où  Ton  a  h=Oy  cette  équation  devient 

h  0 

Or,  dit-on ,  -  ne  saurait  égaler  2x  »  car  rien  ne  peut 

être  divisé  par  rien  ;  le  rapport  de  o  à  o  est  o. 

Mais  j^ai  réfuté  cette  objection  dans  mon  livre  de  ma- 
thématiques plus  haut  cité.  Je  répète  ici  que  le  ré- 
sultat '  =  2x  n'est  pas  absurde.  Dans  l'acception  com- 
mune, dans  le  sens  vulgaire  du  mot  diviser  ^  ce  résultat 
paraît  inadmissible  ;  on  se  dit  que  ce  qui  n'est  pas  ne 
peut  pas  être  divisé ,  ne  peut  diviser.  Mais  il  n'en  est 
pas  de  même  si  Ton  prend  diviser  dans  l'acception  qui 
lui  est  généralement  donnée  en  mathématiques  et  d'après 
laquelle  la  division  est  une  opération  ayant  pour  objet 
de  trouver  un  nombre  qui,  multiplié  par  le  diviseur, 
reproduise  le  dividende.  A  ce  point  de  vue ,  en  effet ,  on 

peut  dire  que  -  représente  généralement  toutes  sortes  de 

quantités,  toutes  les  valeurs,   car  une  quantité  quel- 
conque multipliée  par  o ,  qui  est  ici  le  diviseur ,  donne- 


M 
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rait  0,  qui  est  ici  le  dividende.  Ainsi  -=2x.  Il  est  vrai 

que  -  égalerait  aussi  o,  ou  toute  autre  expression  que  2x, 
mais  enfin  on  ne  commet  pas  une  absurdité  mathéma- 
tique en  posant  -  =  2x.  En  ce  cas ,  la  valeur  de  -   se 

"  0  0 

trouve  être  précisée  à  2jr.  Dans  un  autre  cas,  elle  serait 
différente  :  ainsi  elle  serait=3x*,  ou  4x\  ou  5x\  si 
l'équation  proposé  était  y  =  x',  ou  y-^zx*^  ou  y  =  x*. 
Au  reste ,  on  fait  ici  ce  qui  est  admis  en  algèbre  pour 
toute  équation  contenant  quelque  variable:  alors,  en  effet, 
l'équation  doit  se  vérifier,  quelle  que  soit  la  valeur  qu'on 
donne  à  la  variable,  cette  valeur  fût-elle  supposée=:o, 

et  les  équations  ?lZI^  =z  2a;  -|-  A ,  ^-111=  3x'4-3x*H- 

h  II 

h*,  etc.,  tombent  dans  cette  règle ,  car  h  est  une  variable 

dans  ces  équations.  Il  y  a ,  dans  tous  ces  cas,  une  fiction  , 

puisque  o  n'est  pas  une  valeur  réelle ,  qu'il  exprime  la 

négation  de  toute  valeur;  mais  c'est  une  fiction  logique, 

mathématique,  qui  ne  peut  pas  plus  vicier  le  calcul  des 

limites  qu'elle  ne  peut  vicier  les  autres  calculs  oii  on 

l'emploie. 
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DISCUSSIONS 


SUR    LES 


PRINCIPES  DE  LA  MÉCANIQUE 


CHAPITRE  PREMIER. 


DE  l'inertie,  des  mouveuents  et  des  forces. 


Les  corps  ou  les  éléments  matériels  paraissent  ne 
pouvoir  éprouver  d'autres  changements  que  ceux  qui 
consistent  à  se  mouvoir,  c'est-à-dire  à  changer  conti- 
nûment de  lieu  ;  à  passer  du  mouvement  au  repos  ;  à 
Tarier  dans  l'intensité  ou  la  direction  de  leur  mouve- 
ment. 

La  lumière^  la  couleur,  la  chaleur,  les  sons^  ne  sau- 
raient être  des  qualités  essentielles  des  corps,  car  ces 
choses  varient,  apparaissent  ou  disparaissent  dans  les 
mêmes  corps,  selon  les  circonstances  où  ils  se  trouvent. 
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Il  est  d'évidence  rationnelle  que  la  substance,  l'essence 
même  d'un  corps  ne  peut  changer  ;  et,  en  dehors  d'un 
changement  substantiel ,  nous  ne  pouvons  concevoir , 
pour  un  corps ,  d'autres  changements  que  ceux  qui  se 
rapportent  au  lieu  qu'il  occupe.  Ainsi  tous  les  effets , 
tous  les  phénomènes  physiques  se  rapportent  à  des 
mouvements  effectués,  détruits  ou  plus  ou  moins  modi- 
fiés. 

Or,  la  raison  dit  qu'il  n'y  a  aucun  phénomène  ou 
changement  sans  cause.  On  a  nommé  force  une  cause 
quelconque  de  mouvement. 

Il  est  admis  qu'un  corps  ne  peut,  de  lui-même,  sans 
une  cause  étrangère,  passer  du  repos  au  mouvement,  ou 
du  mouvement  au  repos ,  ou  modifier  son  mouvement  : 
ce  principe  constitue  ce  qu'on  appelle  Vinertie  de  la 
matière. 

On  a  souvent  regardé  l'inertie  comme  une  force  :  on 
dit  souvent,  par  exemple^  qu'un  corps  résiste  à  une 
impulsion  par  sa  force  d  inertie.  Cette  expression  a  été 
critiquée.  Poisson,  notamment,  t.  1""^,  p.  222,  de  son 
Traité  de  mécanique,  dit  que,  quand  on  s'exprime  ainsi, 
on  confond  la  sensation  que  l'on  a  éprouvée  et  qui 
résulte  de  l'effort  qu'on  a  exercé,  avec  la  sensation  d'une 
résistance  qui  n'existe  réellement  pas.  Pour  lui ,  un 
corps,  par  Tinertie,  n'agit  pas  ;  il  est  tout  passif:  s'il 
faut  faire  un  plus  grand  effort  pour  communiquer  le 
même  mouvement  à  un  corps  qu'à  un  autre,  c'est  que 
le  premier  se  compose  d'une  plus  grande  quantité  de 
matière  que  le  second . 

Je  crois  que  cette  opinion  est  erronée.  Si,  par 
lui-même ,  un  corps  n'offrait  aucune  résistance  active^ 
la  force  nécessaire  pour  lui  imprimer  un  mouvement 
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quelconque  serait  indépendante  de  sa  masse.  Un  élément 
matériel  ne   résistant  pas  par  lui-même  «  ne  réagis- 
sant pas  sur  la  force  ^  sur  Tobjet  qui  tend  à  le  mdu- 
voir,  des  éléments  réunis  pour  former  un  corps,  quel 
que  fût  leur  nombre»  ne  devraient  pas  résister  non  plus. 
Si ,  pour  les  mouvoir ,  il  faut  une  force  d'autant  plus 
grande  qu'ils  sont  plus  nombreux,  cela  vient  de  ce  qu'il 
y  a  des  forces  qui  s'exercent  entre  ces  éléments ,  qui  les 
retiennent  les  uns  près  des  autres  et  les  empêchent  de 
se  réunir  en  une  seule  masse  absolument  continue  ;  ce 
qui  s'explique  et  ne  peut  s'expliquer  qu'en  supposant 
que  les  molécules  d'un  corps  s'attirent  mutuellement, 
d*où  la  cohésion,  et  qu'entre  elles  existe  un  fluide  maté- 
riel, mais  dont  les  particules  incomparablement  plus 
ténues  que  les  molécules  des  corps,  se  repoussent  réci- 
proquement aussi ,  et  cela  avec  une  intensité  qui  croît 
avec  leur  rapprochement,  comme  je  l'ai  déjà  dit  dans 
l'introduction.  Il  est  aisé  de  comprendre  que,  par  le 
concours  de  ces  forces  moléculaires ,  les  corps  résistent 
plus  ou  moins  aux  forces  qui  tendent  à  les  comprimer, 
à  les  mettre  en  mouvement ,  ou  à  diminuer  leur  mouve- 
ment ,  et  voici   le  secret  de  l'inertie  conçue  comme 
exigeant,  pour  être  vaincue  dans  un  corps,  une  force 
étrangère  proportionnelle  à  la  masse  de  ce  corps. 

Supposez  que,  au  lieu  d'être  un  composé  d'éléments 
matériels  tenus  les  uns  près  des  autres  par  la  résultante 
des  forces  moléculaires,  attractive  et  répulsive,  tous  les 
corps  soient  chacun  une  substance  parfaitement  con- 
tinue, sans  aucun  vide,  sans  aucune  division,  et  il  y  aura 
lieu  de  penser  que  chacun  de  ces  corps ,  quelle  que  soit 
sa  masse  ou  quantité  de  matière ,  n'opposera  aucune 
résistance  aux  forces  qui  pourront  s'exercer  sur  lui.  En 
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ce  cas,  il  serait  vrai  de  dire  que  les  corps  sont  par  eux- 
mêmes  indifférents  au  repos  ou  au  mouvement  »  assertion 
qai  n'est  pas  exacte  si  Ton  prend  les  corps  tels  qu'ils 
paraissent  constitués,  car  alors,  je  le  répète,  ils  doivent 
résister  plus  ou  moins. 

Quelle  est  la  mesure  de  leur  résistance?  Est-elle 
grande?  est-elle  faible?  est-elle  justement  proportion- 
nelle à  la  masse  ?  Ne  dépend-elle  pas  non-seulement  de 
la  masse,  mais  de  la  nature  des  corps,  de  leur  degré 
d'élasticité,  de  leur  forme?  Il  est  plausible  que  tout  cela 
influe  plus  ou  moins  sur  le  degré  de  la  résistance.  Au 
reste,  sur  ces  points,  il  faut  consulter  l'expérience. 

Remarquons ,  d'ailleurs ,  que  la  force  peut  être  telle 
qu'elle  agisse  d'autant  plus  sur  un  corps  que  la  masse 
de  ce  corps  est  plus  grande  :  telle  est  la  force  d*attrac* 
tion  qui  est  supposée  agir  sur  tous  les  points  d* un  corps. 

En  se  fondant  sur  l'observation ,  on  assure  que  les 
mouvements  qui  animent  simultanément  un  point  maté- 
riel ne  se  modifient  pas  mutuellement  ;  que  les  mou- 
vements relatifs  des  différentes  parties  d'un  système 
de  corps  ne  sont  pas  modifiés  lorsqu'on  leur  commu- 
nique à  tous  une  même  impulsion  :  tel  est  le  cas,  par 
exemple ,  des  différentes  pièces  d'une  montre  qui  con- 
tinuent à  se  mouvoir  de  la  même  manière  les  uns  par 
rapport  aux  autres  quand  la  montre  est  transportée  ! 

Ce  principe  pourrait  être  absolu  pour  des  mouvements 
s'appliquant  à  un  même  point  matériel,  à  un  corps  qui 
ne  serait  pas  composé  de  parties,  qui  serait  un  seul  tout 
continu  de  forme  absolument  invariable.  Ces  mouvements 
se  composeraient  entre  eux  et  auraient  une  résultante 
qui  différerait  des  composantes,  mais  dans  laquelle  cha- 
cune figurerait  précisément  en  raison  de  son  intensité 
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et  de  sa  direction  propre.  Mais  ,  théoriquement  du 
moins ,  le  principe  en  question ,  dit  de  l'indépendance 
des  mouvements,  ne  peut  être  absolu  dans  son  application 
aux  corps,  tels  qu'ils  paraissent  constitués,  aux  diverses 
pièces  d'une  montre,  par  exemple  ;  car  il  est  contestable 
que  les  forces  moléculaires ,  celles  qui  produisent  la 
cohésion  des  éléments  matériels  et  empêchent  leur 
réunion  complète,  se  comportent  de  manière  à  permettre 
cette  entière  indépendance  de  mouvements  que  Ton 
fonde  sur  l'observation  ;  et  il  est  d'ailleurs  admissible, 
plausible  même ,  que ,  dans  la  réalité ,  les  mouvements 
ne  conservent  point  une  indépendance  parfaite ,  comme 
on  l'entend.  Il  peut  y  avoir  des  différences  que  nous  ne 
duissions  saisir  :  tout  ce  qu'on  peut  dire,  c'est  que  le 
principe  dont  il  s'agit  se  vérifie  sensiblement. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  principe  est  applicable  à  chacune 
des  particules  élémentaires  d'un  corps  :  quelles  que  soient 
les  forces  qui  agissent  sur  une  même  particule  élémen- 
taire, les  mouvements  qui  en  résultent  pour  elle  doivent 
être  indépendants  les  uns  des  autres,  comme  'on  l'en- 
tend. 

Quant  aux  forces,  on  a  posé  les  principes  suivants  : 

V  Les  vitesses  produites  par  des  forces  données  sont 
proportionnelles  à  ces  forces. 

Poisson,  t.  1'^,  p.  2t3,  du  Traité  déjà  cité,  a  cru  le 
démontrer  comme  il  suit  : 

«  Soient  a;  et  t;  l'espace  parcouru  et  la  vitesse  acquise 
par  un  point  matériel  au  bout  du  temps  t.  Supposons 
qu'à  cette  époque  deux  forces  données  f  et  /"  agissent 
simultanément  sur  le  mobile,  suivant  la  direction  de  son 
mouvement  ;  désignons  par  u  la  vitesse  infiniment  petite 
que  la  force  /*  imprimerait  au  mobile,  si  elle  agissait 
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seule  pendant  un  lernps  t  infiniment  petit,  et  par  u' 
celle  qui  serait  produite  par  la  force  /*',  dans  le  même 
temps,  si  la  force  f  n'existait  pas.  Je  dis  que  la  simul- 
tanéité de  ces  deux  forces  ne  modifiera  pas  les  vitesses 
dont  elles  sont  capables  séparément,  et  que  la  vitesse 
produite  par  la  force  /"-+-/'  sera  u  -f-  u',  c'est-à-dire 
qu'au  bout  du  temps  /  +  t,  la  vitesse  du  mobile  sera 
devenue  v  -f-  u  H-  u'. 

c  En  effet ,  l'augmentation  de  vitesse  du  mobile  ne 
pourra  dépendre  que  du  temps  t  auquel  elle  sera  pro- 
portionnelle, et  de  Tétat  de  ce  point  matériel,  ou,  autre- 
ment dit ,  de  sa  position ,  et  de  sa  vitesse  pendant  ce 
même  temps  t  ;  ce  ne  serait  donc  qu'en  influant  sur  cet 
état  que  l'action  de  la  force  /'pourrait  modifier  la  vitesse 
qui  sera  produite  par  la  force  f.  Or,  pendant  le  temps  t, 
la  distance  du  mobile  à  un  point  fixe  et  sa  vitesse  ne 
peuvent  varier  que  de  quantités  infiniment  petites, 
négligeables  par  rapport  k  x  et  v  ;  ses  variations  de 
distances  à  d'autres  points  fixes  ou  mobiles,  d'oii  peu- 
vent émaner  les  forces  /"  et  /^ ,  sont  également  négligea- 
bles; par  conséquent ,  la  vitesse  que  produira  la  force  /*, 
pendant  cet  intervalle  de  temps  t,  ne  saurait  être 
modifiée  en  aucune  manière  par  l'action  simultanée  de 
la  force  f\  et  il  sera  de  même  à  l'égard  de  la  force  f 
qui  ne  sera  pas  non  plus  changée  par  l'action  de  f.  Donc 
la  vitesse  totale  imprimée  au  mobile  pendant  le  temps  t, 
par  la  force  f-k-f,  sera  égale  à  w-f-u'. 

0  On  verra  de  même  que  si  la  force  /"agit  dans  le  sens 
de  la  vitesse  v,  et  la  force  f  en  sens  contraire ,  l'aug- 
mentation de  vitesse  produite  par  la  force  f —  f  sera 
égale  à  u — u'. 

»  Quelle  que  soit  la  nature  de  chacune  des  forces  f  et 
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f,  si  elles  sont  capables  d'une  même  vitesse  u  dans  un 
même  temps  infiniment  petit,  ce  sont  pour  nous  des 
forces  égales.  Appliquées  en  sens  contraires  Tune  de 
Tautre,  elles  ne  changeront  pas  la  vitesse  du  mobile, 
s'il  est  déjà  en  mouvement  ;  il  y  aura  équilibre ,  si  ce 
point  matériel  est  en  repos.... 

n  Lorsque  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  dans  le  sens 
de  la  vitesse  acquise,  deviendra  double,  triple,  qua- 
druple,.... la  vitesse  qu'elle  produira  dans  le  temps  t, 
croîtra  suivant  la  même  proportion.  Réciproquement, 
quand  cette  force.se  réduira  à  moitié,  au  tiers,  au 
quart,  ...  la  vitesse  qui  sera  produite  diminuera  de  la 
même  manière  ;  et,  généralement,  les  vitesses  infini- 
ment petites  produites  pendant  des  instants  égaux,  dans 
le  sens  ou  en  sens  contraire  de  la  vitesse  acquise ,  ou 
imprimées  à  un  point  matériel  en  repos^  seront  entre 
elles  comme  les  intensités  des  forces  correspondantes. 

»  C'est  sur  ce  principe  général  qu'est  fondée  la  mesure 
des  forces  dans  la  Dynamique.  On  a  coutume  de  le  pré- 
senter comme  une  hypothèse  ;  nous  le  donnons  ici 
comme  une  conséquence  nécessaire  de  ce  que  les  vites- 
ses imprimées  par  des  forces  quelconques,  dans  des 
intervalles  de  temps  infiniment  petits  ,  sont  toujours 
infiniment  petites ,  et  de  ce  qu'en  même  temps  les  dépla- 
cements des  mobiles  sont  aussi  infiniment  petits.  » 

J'ai  quelque  peine  à  comprendre  comment  Poisson 
a  pu  se  contenter  d'une  telle  argumentation.  Il  fallait 
qu'il  fût  singulièrement  imbu  do  la  méthode  infinité- 
simale dont  il  a  tant  abusé  dans  cette  œuvre.  Pour  moi, 
je  rejette  sans  hésiter  cette  spéculation.  Quant  au  prin- 
cipe en  lui-même,  il  doit  être  regardé  comme  un  axiome 
rationnel ,  s'il  s'agit  de  forces  appliquées  à  des  points 
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matérieia  isolés,  complètement  libres  ;  mais  il  est  con  - 
testable,  dans  Thypothèse  où  les  forces  sont  appliquées 
aux  corps  apparents  de  la  nature  ^  dont  les  points 
matériels  ou  molécules  élémentaires  ne  sont  pas  com- 
plètement libres  et  ne  se  trouvent  pas  d'ailleurs  dans  les 
mêmes  conditions. 

2''  Vaciion  d'une  force  sur  un  corps  est  indépendante 
de  Vétat  de  repos  ou  de  mouvement  de  ce  corps. 

J'admets  ce  principe ,  sous  les  restrictions  que  j'ai 
faites  pour  les  deux  principes  précédents.  De  ce  même 
principe  on  a  déduit  ceux-ci  : 

Quand  plusieurs  forces  agissent  simultanément  sur  un 
même  corps ,  chacune  déciles  produit  le  même  effet  que  si 
elle  était  seule. 

Une  force  constante  en  direction  et  en  intensité  anime 
d^un  mouvement  iniformément  varié  le  point  matériel  sur 
lequel  elle  agit. 

Réciproquement ,  quand  un  mobile  soumis  à  une  seul'f 
force  marche  en  ligne  droite  avec  un  mouvement  unifor- 
mément variée  la  force  qui  V anime  agit  dans  la  direction 
de  ce  mouvement  avec  une  intensité  constante. 

Je  reviendrai  sur  les  questions  relatives  aux  mouve- 
ments variés,  aux  forces  qui  les  produisent. 

Relativement  à  la  mesure  des  forces,  l'on  professe  et 
-soutient  diverses  propositions  que  je  vais  reproduire. 

I.  Deux  forces  constantes  sont  entre  elles  comme  les 
masses  auxquelles  elles  impriment  des  vitesses  égales. 

Pour  le  montrer  ou  a  dit  :  a  Considérons  n  masses 

• 

égales  m,  m',  m"...  (fig.  2) ,  soumises  à  n  forces  égales 
A  ff  ff*'  parallèles  entre  elles.  Ces  masses  recevront 
des  vitesses  égales,  et  par  suite  conserveront  les  mêmes 
positions  relatives.  Nous  pourrons  donc  les  supposer, 
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par  ia  pensée,  liées  entre  elles  de  manière  à  ne  former 
qu'une  seule  masse  égale  knXm;  ei  à  cette  masse  il 
faut  les  n  forces  /,  ou  la  force  nxf,  pour  qu'elle  reçoive 
la  même  vitesse  qu'une  seule  des  masses  m  recevait  de  la 
force  f.  » 

Ceci  demande  une  explication  et  une  réserve.  Si  les  /i 
masses  étaient  invariablement  liées  entre  elles ,  il  suffirait 
qu'une  d'elles  m  fût  soumise  à  la  force  f,  pour  que  tout 
le  système  fût  animé  de  la  même  force  et  éprouvât  la 
même  accélération  que  la  masse  m  ;  mais  si  l'on  ne 
suppose  pas  ici  une  liaison  invariable  entre  les  n  masses, 
il  faudra,  en  effet,  les  n  forces  /*,  ou  la  force  nX  f^  pour 
que  toute  la  masse  n  X  m  reçoive  la  même  accélération 
qu'une  seule  des  masses  m  recevrait  de  la  force  f. 

II.  Deux  forces  constantes  sont  entre  elles  comme  les 
vitesses  quelles  impriment  à  deux  masses  égales. 

«  Supposons,  dit-on,  que  les  deux  forces  F,  f,  soient 
commensurables ,  et  soit  Q  leur  commune  mesure,  de 
manière  que  l'on  ait  F  =  NQ,  f=  nQ.  Soit  encore  u  la 
vitesse  que  la  force  Q  est  capable  d'imprimer ,  au  bout 
du  temps  considéré ,  à  la  masse  donnée  ;  la  force  NQ 
imprimera  à  cette  masse  la  vitesse  V  =  Nw ,  puisque 
chaque  force  égale  à  Q  agit  comme  si  elle  était  seule  ; 
de  même  la  force  nQ  imprimera  la  vitesse  v  =nu  à  la. 
même  masse  ;  or,  on  a  la  proportion  évidente  NQ  :  nQ  :  : 
Nm  :  «u,  ou  F  :  /*:  :  Y  :v  (c.  q.  f.  d  ). 

}}  Si  les  forces  que  l'on  compare  ne  sont  pas  com- 
mensurables ,  il  suffira  de  supposer  Q  infiniment  petit.  » 

Cette  dernière  conception  ,  fondée  sur  l'impossible 
infiniment  petit,  est  fausse.  L'argumentation  relative  au 
cas  des  forces  commensarables  n'est  acceptable  que  sous 
les  restrictions  que  j'ai  déjà  posées. 
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III.  Deux  forces  constantes  sont  entre  elles  comme  les 
produits  des  masses  par  les  vitesses  quelles  leur  impri- 
ment pendant  le  même  temps. 

Soit,  dit-on  encore ,  F  et  F'  les  deux  forces ,  agissant 
sur  les  deux  masses  m ,  m\  et  leur  imprimant ,  au  bout 
du  même  temps,  les  vitesses  t; ,  v' ,  et  considérons  une 
force  auxiliaire  f  capable  d'imprimer  pendant  le  temps 
considéré  à  la  masse  m  la  vitesse  v\  En  comparant  les 
forces  F  et  ^.qui  agissent  sur  la  même  masse  m,  on  aura, 
d'après  la  proposition  II, 

F/.  f::v:v'. 

En  comparant  les  forces  f  et  F'  qui  impriment  la 
même  vitesse  aux  masses  m  et  m' ,  on  aura ,  d'après  la 
proposition  I, 

f  :  F'  :  :  m  :  m'  ; 

multipliant    les   deux  propositions  terme  à  terme ,  il 
vient  : 

F  :  F'  :  :  mv  :  m'v'  (c.  q.  f.  rf.). 

«  Le  produit  mv  se  nomme  la  quantité  de  mouvement  : 
deux  forces  constantes  sont  donc  entre  elles  comme  les 
quantités  de  mouvement  qui  leur  correspondent.  » 

Gette^  conclusion  est  vraie  au  point  de  vue  où  l'on 
s'est  placé  pour  faire  la  démonstration  ;  mais  de  ce  que, 
à  ce  point  de  vue,  on  peut  dire  que  les  forces  F,  F'  sont 
entre  elles  comme  leurs  quantités  de  mouvement  mv, 
m^v\  il  ne  s'ensuit  pas  que ,  appliquées  aux  corps ,  tels 
qu'ils  se  trouvent  dans  la  nature ,  ces  forces  agissent 
réellement,  effectivement,  dans  la  proportion* des  quan- 
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tités  de  mouvement  qui  leur  correspondent.  Cela  est 
contestable^  car,  ainsi  que  je  l'ai  dit ,  on  ne  connaît  pas 
la  part  que  peuvent  prendre  dans  le  phénomène  les 
forces  intermoléculaires  des  mobiles.  On  ne  voit  pas , 
théoriquement  y  que  la  masse  peut  être  compensée  par  la 
vitesse ,  et  réciproquement  que  la  vitesse  peut  com- 
penser la  masse.  Sur  ces  points,  il  faut  consulter  Texpé- 
rience.  Je  reviendrai  sur  cette  question. 

IV.  Une  force  constante  a  pour  mesure  la  quantité  de 
mouvement  qui  lui  correspond ,  quand  on  prend  pour 
unité  de  force  constante  celle  qui  imprime  à  l'unité  de 
masse  pendant  l'unité  de  temps,  l'unité  de  vitesse. 

«  En  effet,  la  proposition  III  donne  F  :  F'  =  mv  :  vW. 
Si  nous  supposons  que  F'  soit  l'unité  de  force ,  et  m' 
l'unité  de  masse,  il  faudra  aussi  que  v'  soit  égal  à  l'unité, 
et  l'égalité  deviendra  F  =  mu  ;  ce  qui  veut  dire  que  F 
contient  autant  de  fois  l'unité  de  force,  défini  comme  il  a 
été  dit ,  qu'il  y  a  d'unités  abstraites  dans  le  produit  du 
nombre  m  par  le  nombre  v. 

»  La  formule  ¥  =  mv  donne  m  =  ¥  :  v.  On  voit 
donc  que  la  masse  peut  se  définir  le  rapport  entre  une 
force  constante  quelconque  et  la  vitesse  qu'elle  pro- 
doit. 9 

Tout  cela  encore  n'est  admissible  que  sous  les  réserves 
que  j'ai  déjà  faites  au  sujet  des  précédentes  propo- 
sitions. 

On  distingue  le  mouvement  uniforme  et  le  mouve- 
ment varié. 

Le  premier,  le  plus  simple  que  puisse  prendre  un 
point  matériel ,  est  celui  dans  lequel  ce  point  décrit  une 
ligne  droite,  sur  laquelle  il  parcourt  des  espaces  égaux 
en  temps  égaux. 
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Tout  mouvement  qui  n'est  pas  uniforme,  d'après  cette 
définition ,  est  varié. 

La  vitesse  d'un  mouvement  uniforme  est  l'espace 
constant  que  le  mobile  parcourt  dans  l'unité  de  temps  ; 
ou  ,  pour  mieux  dire ,  cet  espace  est  ia  mesure  de  la 
vitesse  du  mouvement  uniforme.  En  désignant  par  e 
l'espace  parcouru  dans  le  temps  t ,  et  par  a  Tespace  par- 
couru dans  l'unité  de  temps ,  on  aura 

e 
e=za^^  ou  -  =  a; 

t 

ce  qui  montre  qu'on  peut  encore  définir  la  vitesse,  le 
rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le 
parcourir;  ou,  pour  parler  plus  justement^  qu'on  peut 
prendre  ce  rapport  pour  mesure  de  la  vitesse  dont  il 
s'agit. 

Si  l'on  rapporte  la  position  du  mobile  à  un  point  fixe 
0  pris  sur  la  droite  parcourue,  et  que  b  désigne  sa  dis- 
tance OB  à  cette  origine ,  à  l'origine  du  temps ,  on  aura 
certainement 

ou 

x=at-^  6, 

équation  la  plus  générale  du  mouvement  uniforme. 

On  admet  que ,  quand  le  mouvement  n'est  pas  uni- 
forme^ la  vitesse  varie  à  chaque  instant  et  d'une  manière 
continue,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction.  On  entend 
alors  par  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps  i,  la 
vitesse  du  mouvement  uniforme  qui  succéderait  au  mou- 
vement varié ,  si  à  cet  instant  la  force  motrice  cessait 
d'agir. 
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Je  m'occuperai  du  mouvement  curviligne  dans  un 
chapitre,  spécial. 

Soit  M  un  point  matériel  se  mouvant,  d'un  mouve- 
ment varié,  sur  une  droite  Ox.  Appelant  x  la  distance 
OM  (fig.  3)  de  ce  mobile;  t  le  temps  compté  a  partir 
d'une  époque  quelconque,  et  au  bout  duquel  le  mobile 
est  en  M  ;  i'  la  vitesse  inconnue  qu'il  possède  à  cet 
instant ,  on  croit  pouvoir  démonter  que 

dx 

Pour  cela,  on  a  eu  recours  à  la  considération  des 
infiniment  petits.  Supposant  le  mobile  arrivé  en  M  au 
bout  du  temps  ^,  on  a  dit:  <  Pendant  l'intervalle  de 
temps  infiniment  petit  dt  qui  succède  au  temps  t ,  le 
mobile  parcourt  l'espace  infiniment  petit  MW=dXy  et 
sa  vitesse  varie  infiniment  peu,  de  sorte  qu'on  peut 
regarder  le  mouvement  du  mobile  de  M  en  M'  comme 
uniforme  ;  on  a  donc 

dx 
dx=vdt,  ou  t;=-- -• 
'  dt 

Ou  bien  encore  on  a  dit  :  «  Au  bout  du  temps  t, 
quand  le  mobile  se  trouve  à  la  distance  x  d'un  point 
fixe  pris  sur  la  droite  qu'il  décrit,  v  étant  la  vitesse 
alors  acquise,  et  l'action  de  la  force  continuant ,  l'espace 
dx  que  le  mobile  parcourra  dans  l'instant  dt  sera  décrit 
en  vertu  de  cette  action  et  de  la  vitesse  v  ;  la  partie  de  dx 
correspondante  à  cette  vitesse ,  qui  serait  décrite  d'un 
mouvement  uniforme,  aura  vdt  pour  valeur.  En  appe- 
lant donc  e  la  partie  de  cet  espace  qui  répond  à  l'action 
de  la  force  pendant  l'instant  dt^  nous  aurons  . 
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Or«  la  vitesse  variant  par  degrés  infiniment  petits,  et 
ses  variations  étant  uniquement  dues  à  l'action  de  la 
force  appliquée  au  mobile,  il  s'ensuit  que  dans  le  temps 
dt  cette  action  ne  peut  produire  qu'une  vitesse  infini- 
ment petite;  par  conséquent  oette  même  action  ne  peut 
faire  décrire  qu'un  espace  infiniment  petit  du  second 
ordre,  moindre  que  celui  qui  serait  décrit  uniformément 
par  le  mobile,  s'il  recevait  au  commencement  de  dt 
toute  la  vitesse  qui  sera  produite  pendant  la  durée  de 
cet  instant.  On  peut  donc  négliger  e  par  rapport  à  vdt 
dans  l'équation  précédente ,  et  alors  on  aura 

dx 

pour  l'expression  de  la  vitesse  dans  un  mouvement 
quelconque.» 

Ces  démonstrations  doivent  être  rejetées  en  ce  qu'on 
y  suppose  des  quantités  infiniment  petites. 

On  est  arrivé  au  même  résultat  par  la  méthode  des 
limites  de  la  manière  suivante  : 

ce  Supposons  qu'après  le  temps  t  le  mobile  parcoure 
pendant  l'intervalle  de  temps  M  l'espace  MM'  =  ajc.  On 
pourra  toujours  prendre  le  temps  U  assez  court  pour 
que ,  pendant  ce  temps-là ,  la  vitesse  du  mobile  soit 
continuellement  croissante  ou  décroissante.  Supposons- 
là  croissante  :  t;  étant  la  vitesse  du  mobile  au  point  M  , 
désignons  par  v'  sa  vitesse  quand  il  arrive  au  point  M'. 
L'espace  Àx  parcouru  par  le  mobile  pendant  le  temps  M 
doit  être  évidemment  plus  grand  que  l'espace  v^t  qu'il 
parcourrait  s'il  se  mouvait  uniformément  pendant  le 


—  77  — 

temps  M  avec  la  vitesse  t;  qu'il  a  au  commQneement  de 
ce  temps,  puisque  v  est  sa  plus  petite  vitesse  pendant 
le  temps  M.  Ensuite  /\x  doit  être  plus  petit  que  l'espace 
v'M  que  parcourrait  le  mobile  sll  se  trouvait  avoir  la 
vitesse  constante  v'  qu'il  a  au  bout  du  temps  dt  et  qui 
est  sa  plus  grande  vitesse. 
»  On  a  donc 

vA^  <  Ax  <  v'M , 

d'où 

Si  M  tend  vers  zéro,y  se  rapproche  indéfiniment  de  v 

qui  ne  change  pas  ;  —  se  rapproche  donc  aussi  indéfini- 
ment de  i;,  de  sorte  que  l'on  a 

,.  ^x     dx 
M       dt 

Cette  démonstration  est  juste,  au  point  de  vue  où 

l'on  raisonoe,  celui  de  la  variation  continue  de  la  vitesse 

dans  le  mouvement  varié ,  c'est-à-dire  d'une  variation 

telle  que  sa  vitesse  ne  serait  pas  la  même  un  instant , 

un  temps  quelconque,  si  court  qu'il  fût;  hypothèse 

inadmissible  :  il  faut  nécessairement  qu'une  vitesse, 

pour  être,  dure  un  certain  temps,  un  instant,  qui,  si 

court  qu'il  soit  conçu,  est  une  partie  du  temps,  de  la 

durée,  et  par  conséquent  a  lui-même  une  durée. 

dx 
Au  moyen  de  l'équation  v  =—  ,    on    est    arrivé    à 

gt* 

l'équation  a:  z=  ft  -f-  a^  -f-—  ,  comme  il  suit  : 

(c  Soit  un  point  matériel  M  (fig  4)  se  mouvant  sur 
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une  droite  Ox  de  telle  sorte  que  sa  vitesse  croisse  pro- 
portionnellement au  temps  t,  à  partir  du  moment  où  le 
mobile  était  en  un  point  donné  A.  Soit  g  raccroisse- 
ment  continu  de  la  vitesse  pour  chaque  unité  de  temps.. 
Le  point  0  étant  pris  pour  origine,  soient  OA=b  Tabs- 
cisse  du  mobile  à  l'époque  initiale  «  et  OM  =  a;  son 
abscisse  après  le  temps  t.  En  appelant  a  la  vitesse  du 
mobile  au  point  A ,  on  aura 

ou 

dx  :=  adt  -f-  gtdt  ; 

puis ,  en  intégrant , 

Or,  pour  t  =  o  y  on  doit  avoir  x  =  b  ;  donc  c  =  ft  ,  et 
Téquation  du  mouvement  est 

a?  =  6  -h  a^  -h  —  .  » 

m 

Le  mouvement  représenté  par  cette  équation  est  dit 
uniformément  varié  ou  accéléré. 

Si  Ton  place  le  point  0  en  A  , .  c'est-à-dire  si  Ton 
compte  les  espaces  à  partir  du  point  où  se  trouvait  le 
mobile  à  Torigioe  du  temps  ;  si  de  plus  on  suppose  a^='Of 
c'est-à-dire  si  l'on  suppose  nulle  la  vitesse  à  l'origine 
du  temps,  il  viendra 

où  l'on  voit  que  si  la  vitesse  croît  avec  le  temps,  l'es- 
pace parcouru  croîtra  proportionnellement  au  carré  du 
temps. 
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L'on  a  obtenu  le  même  résultat  par  le  procédé  géo- 
métrique suivant  : 

ff  Représentons  le  temps  par  la  longueur  ÂB  (fig.  5), 
et  la  vitesse  au  bout  de  ce  temps ,  par  la  longueur  BC 
prise  sur  la  perpendiculaire  à  l'extrémité  de  AB.  Divi- 
sons le  temps  ÂB  en  parties  égales  très-petites  Âa,  ^a, 
^Y,.«.  Les  vitesses  acquises  après  les  temps  représentés 
par  les  longueurs  Âa,  A^ ,  Ay.... ,  seront  données  par 
les  longueurs  aa,  6p,  cy...,  qui  sont  proportionnelles  à 
ces  temps.  Supposons  maintenant  que,  pendant  chacune 
des  subdivisions  du  temps  Aa,  a^...,  la  vitesse  soit 
constante  et  égale  à  celle  qui  n'a  lieu  réellement  qu'à  la 
fin  de  cet  intervalle  ;  le  mouvement  étant  uniforme,  les 
espaces  parcourus  pendant  les  différentes  subdivisions 
du  temps  seront  représentés  par  les  surfaces  des  rectan- 
gles Aa ,  b'^,  (/y...  ;  et  l'espace  parcouru  au  bout  du 
temps  AB,  par  la  somme  de  ces  rectangles  (1).  Cette 
somme  diffère  de  la  surface  du  triangle  rectangle  ABC 
de  tout  ce  qui  dépasse  l'hypoténuse  AC.  Il  est  facile  de 
voir  que  si  le  temps  AB  avait  été  divisé  en  un  nombre 
plus  grand ,  double ,  par  exemple  ,  de  parties  égales  , 
la  somme  des  rectangles  aurait  moins  différé  de  la  sur- 
face du  triangle  ABC  :  l'excès  aurait  été  diminué ,  des 
parties  qui  sont  ombrées  dans  la  figure.  On  voit  aussi 
que  «  à  mesure  que  les  subdivisions  du  temps  seront 
plus  nombreuses,  la  somme  des  aires  des  rectangles 
différera  de  moins  en  moins  de  l'aire  du  triangle  ABC  , 


(I)  En  effet ,  si  l'on  représente  le  temps  t  par  la  longueur  AB  (fig.  6)  et 
la  vitesse  par  BG  perpendiculaire  à  AB ,  Taire  du  rectangle  ABCD  peut 
servir  à  représenter  l'espace  parcouru .  en  ce  qu'il  contient  autant  de  fois 
l'unité  de  surface ,  que  Tespacc  parcouru  renferme  de  fois  l'unité  de  len- 
guenr. 
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enfin ^  à  la  limite,  quand  le  temps  sera  partagé  en  un 
nombre  infini  de  parties  également  infiniment  petites, 
c'est-à-dire  quand  la  vitesse  variera  d'une  manière  con- 
tinue, l'espace  parcouru  pendant  le  temps  AB  sera 
représenté  par  la  surface  de  ce  triangle.  Or ,  cette  sur- 
face a  pour  mesure  j  ABxBC;  posant  AB=:^  BC=v, 
et  remarquant  qu'on  a  déjà  v  =  gt^  on  obtient^  pour 
l'espace  parcouru, 

e  =  JABxBC,  ou€=\  gt\  f 

Ces  deux  démonstrations ,  justes  en  elles-mème,  pè- 
chent l'une  et  l'autre  par  la  base  même  sur  laquelle  elles 
reposent:  l'hypothèse  d'une  variation  continue  de  la 
vitesse  dans  le  mouvement  dont  il  s'agit.  Pour  que  la 

gC 
formule  6=  v— fût  vraie ^  il  faudrait  que  la  vitesse  du 

z 

mobile  dût  croître  continûment;  or,  je  le  répète,  cet 
accroissement-là  est  essentiellement  impossible;  la  rai- 
son le  rejette.  L'action  d'iXtie  force  constante  sur  un 
mobile  ne  saurait  donc  avoir  pour  efTet  de  lui  faire  par- 
courir un  espace  croissant  comme  le  carré  du  temps. 
Plus  on  supposera  que  la  variation  de  vitesse  approche 
d'être  continue  ,  plus  on  sera  près  de  la  vérité  en  appli- 

gt* 

quant  la  formule  e  =  —  ;  mais  on  ne  sera  jamais  fondé 

à  la  regarder  comme  absolument  exacte. 

Au  reste ,  il  y  a  là  une  difficulté  inextricable,  qu'on 
ne  saurait  résoudre  d'une  manière  rationnelle  ;  car  si 
l'on  suppose  qu'en  ce  cas,  l'action  a  lieu  de  telle  sorte 
que  la  vitesse  produite  ne  change  que  d'intervalle  en 
intervalle  de  temps ,  on  ne  voit  aucune  cause  détermi- 
nante de  la  durée  de  chaque  intervalle  de  temps  ;  la  rai- 
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son dit  même  qu'il  n'y  a  pas  de  cause  déterminante 
possible  de  cet  intervalle  (t). 

D'après  les  formules  v=gt^e  =  —  ,   l'espace    par- 

couru  dans  le  mouvement  uniformément  accéléré,  par 
un  mobile  partant  de  l'état  de  repos,  serait  égal  à 
l'espace  quMi  parcourrait  d'un  mouvement  uniforme  avec 

la  vitesse  moyenne  -  ou  '^, 

Des  mêmes  formules,  il  résulterait  que  l'espacé  par- 
couru pendant  un  certain  temps ,  dans  le  mouvement 
uniformément  accéléré,  est  la  moitié  de  l'espace  par- 
couru d'un  mouvement  uniforme  pendant  le  même 
temps  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  ;  car  cette  vitesse 
an  bout  du  temps  tétant  égale  à  ^^^  l'espace  qu'elle  ferait 
parcourir  au  mobile  pendant  le  temps  i  serait  égal  à 

(I)  C'est  là  uoe  antinomie  qni  vient  s'ajouter  aux  raisons  que  j'ai  pré- 
sentées ailleurj  pour  montrer  l'idéalité  de  la  matière,  du  mouvement,  du 
monde  phénoménal  apparent.  (Voir  VExposë  de  mon  système  philosophi- 
que.) 
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CHAPITRE  II. 

COMPOSITION   ET  DÉCOMPOSITION   DES   FORCES  ET  VITESSES. 

§  !•  —  Axiomes  et  principes. 

On  pose  généralement  y  comme  axiomes  »  que  deux 
forces  égales  et  contraires  appliquées  à  un  même  point  sont 
en  équilibre,  et  que  deux  forces  égales  et  contraires  appli- 
quées aux  extrémités  d'une  droite  considérée  comme  une 
verge  invariable  dé  longueur,  et  agissant  dans  la  direc- 
tion de  cette  droite^  sont  aussi  en  équilibre. 

Ces  propositions  sont  en  effet  évidentes ,  car  il  n'y  a 
pas  de  raison  pour  que  le  mouvement  soit  produit  plutôt 
d'un  côté  que  de  l'autre. 

Au  moyen  de  ces  axiomes,  on  montre  aisément  que 
l'effet  d'une  force  qui  sollicite  un  corps  supposé  inex- 
tensible ne  peut  être  changé  en  quelque  point  de  sa 
direction  qu'on  la  suppose  appliquée,  si  ce  point  est  un 
des  points  du  corps  lui-même,  ou  si,  étant  en  dehors,  il 
lui  est  invariablement  attaché. 

On  a  donc  ce  principe  :  on  peut^  sans  changer  f  effet 
d'une  force^  VapjMquer  en  un  point  quelconque  de  sa  direc^ 
tion ,  pourvu  que  ce  point  soit  lié  au  premier  point  d^ ap- 
plication par  une  ligne  droite  rigide  et  inextensible. 
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soil UQ  corps  ou  système  de  forme  invariable  tenu  en 
équilibre  par  des  forces  quelconques  P,  Q,  R,  S,  etc.^ 
dirigées  comme  on  voudra  dans  Tespace.  Puisque,  dit- 
on,  ces  forces  se  font  équilibre,  l'une  quelconque  d'entre 
elles,  la  force  P,  par  exemple,  s'oppose  seule  à  l'action 
de  toutes  les  autres  Q,  R,  S,  etc.;  l'effet  de  ces  dernières 
est  donc  de  solliciter  le  système  comme  une  simple  force 
égale  et  contraire  à  la  force  P.  On  en  conclut  qu'il  peut 
se  faire  qu'une  seule  force  soit  capable  de  produire  sur 
un  corps  le  même  effet  que  plusieurs  et  en  tienne  par- 
faitement lieu.  Cette  force  se  nomme  leur  résultante. 

D'après  ces  données,  on  voit  que  si  deux  forces  P  et  Q 
sont  appliquées  à  un  même  point  Â  sous  un  angle  quel- 
conque, une  troisième  force  R  convenablement  appliquée 
à  ce  point,  peut  faire  équilibre  aux  forces  P  et  Q  ;  car,  par 
les  effets  combinés  des  deux  forces  P  et  Q,  le  point  Â  tend 
à  quitter  le  lieu  où  il  est,  mais  ce  point  ne  peut  s'échapper 
que  d'un  seul  côté,  et,  par  conséquent,  si  Ton  y  applique 
une  force  convenable  en  sens  contraire,  ce  point  de- 
meurera en  équilibre.  Or,  les  trois  forces  P,  Q,  R  étant 
en  équilibre  autour  du  point  A,  la  force  R  est  égale  et 
directement  opposée  à  la  résultante  des  deux  autres. 

Il  est  d'ailleurs  visible  que  cette  résultante  doit  être 
dans  lé  plan  des  deux  autres  ;  car  il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  qu'elle  ait  au-dessus  du  plan  une  certaine  position 
plutôt  que  la  position  parfaitement  symétrique  au-des- 
sous. On  ajoute  qu'elle  doit  être  dirigée  dans  l'angle 
PAQ  des  deux  forces.  Pour  le  montrer,  Poinsot  allègue 
que  le  point  A  ne  peut  se  mouvoir  dans  la  partie  qui  est 
au-dessus  de  la  partie  AQ,  vers  D  (fig.  7)  ;  que  de  même 
il  ne  peut  se  mouvoir  au-dessus  de  la  ligne  AP,  vers  B, 
et  que  par  conséquent  il  ne  pourra  se  mouvoir  que  dans 

6* 
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Tatigte  PAQ.  On  bien  on  a  dit  :  la  résultante  sera  dirigée 
dans  Tangle  PAQ,  car  il  n'existe  aucune  raison  pour  que 
le  point  A  tende  à  sortir  de  cet  angle  :  au  contraire  la 
force  Q  tend  à  Téloigner  de  Pangle  PAB,  la  force  P  de 
Taugle  QAD,  et  les  deux  forces  réunies  de  Tangle  BAD^ 
il  restera  donc  dans  Tangle  PAQ.  Cette  raison-là  est 
suffisante;  celle  de  Poiusot  laisse  à  désirer.  On  voit  aussi 
que,  dans  le  cas  où  les  deux  forces  P  et  Q  seraient 
égales,  la  résultante  couperait  en  deux  parties  égales 
Tangle  des  deux  forces.  ' 

On  émet,  à  bon  droit,  comme  axiome  évident  en  soi, 
que,  hrsqiie  deux  forces  ^  et  Q  agissent  dans  la  même 
direction  et  dans  le  même  sens ,  ces  forces  s'ajoutent  et 
donneiH  ainsi  une  résultante  égale  à  P  +  Q- 

Comme  corollaire  de  cet  axiome,  on  affirme  1^  que 
la  résultante  de  tant  de  forces  que  Ton  voudra,  qui 
agissent  dans  une  même  direction  et  dans  le  même  sens 
est  égale  à  leur  somme  totale  et  agit  dans  la  même 
direction  et  le  même  sens.  Cela  est  vrai  et  pourrait 
même  être  posé  comme  axiome  à  priori. 

29  Que  lorsque  deux  forces  inégales  P  et  Q  agissent 
en  sens  contraire,  dans  une  même  direction,  leur  résul- 
tante est  égale  à  leur  différence  et  qu'elle  agit  dans  le 
sefds  de  la  plus  grande.  Cela  est  également  évident  en 
soi,  mais  on  a  voulu  le  démontrer.  On  peut,  dit>-on, 
concevoir  dans  la  plus  grande  force  supposée  P,  par 
exemple,  une  force  égale  et  contraire  à  Q  et  qui  ia 
détruit.  On  peut  ensuite  supprimer  ces  deux  forces-là, 
et  le  point  est  actuellement  tiré  par  la  différence  P  —  Q 
des  deux  forces. 

On  émet  finalement  ce  principe  :  La  résultante  de  tant 
de  forces  quon  voudra,  agissantes  dans  la  mime  direction 
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est  égale  à  V excès  de  la  somme  de  celles  qui  tirent  dans 
un  sens,  sur  la  somme  de  celles  qui  tirent  dans  le  sens  con- 
traire y  et  elle  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme* 


II.  —  C^mpoaltloii  des  forces  quI  aiflMieiit 
«Dlirant  des  directleiui  |»arall^le». 

Théorème  1. 


Si  deux  forces  quelconques  V  etQ  (fig.  8)  parallèles  et 
de  même  sens,  sont  appliquées  aux  extrémités  A  et  B 
£une  droite  rigide  AB,  V  ces  deux  forces  ont  une  résul- 
tante et  celte  résultaîHe  doit  être  appliquée  à  la  ligne  ÂB 
entre  les  deux  points  A  e^  B  ;  2®  cette  force  est  parallèle 
aux  composantes  V  etQ^et  égale  à  leur  somme. 
Pour  le  montrer,  Poinsot  raisonne  ainsi  (1)  : 
al®  Appliquez  à  volonté  aux  deux  points  A  et  B  deux 
forces  M  et  N  égales  et  contraires  «  et  qui  agissent  dans 
la  direction  AB.  L'effet  de  ces  deux  forces  sera  nul,  et, 
par  conséquent ,  l'effet  des  deux  forces  P  et  Q  ne  sera 
pas  changé  :  mais  les  deux  forces  M  et  P  appliquées  en 
A  ont  une  résultante  S  appliquée  au  point  A,  et  dirigées 
dans  l'angle  MAP.  De  même  les  deux  forces  N  et  Q  ont 
une  résultante  T,  appliquée  en  B  et  dirigée  dans  l'angle 
NBQ.  Concevez  qu'on  ait  pris  ces  deux  résultantes,  et 
qu'on  les  ait  appliquées  toutes  deux  au  point  D  où  leurs 
directions  vont  nécessairement  se  couper,  la  résultante 
des  deux  forces  S  et!  sera  absolument  la  même  que  celle 
des  deux  forces  P  et  Q  :  or ,  étant  appliquée  en  D ,  et 
devant  être  dirigée  dans  l'angle  ADB ,  elle  ira  passer 

(I)  Éléments  de  statique,  n*  19,  p.  13,  10*  édition. 
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entre  A  et  B,  en  un  certain  point  C  ,  où  Ton  pourra  la 
supposer  appliquée. 

»  2^  Maintenant^  pour  démontrer  que  cette  résultante 
est  parallèle  aux  forces  P  et  Q ,  et  égale  à  leur  somme, 
imaginons  qu'au  point  D  on  redécompose  la  force  S 
en  deux  composantes  M'  et  F,  parfaitement  égales 
et  parallèles  aux  premières  M  et  P  ;  de  même ,  qu'on 
redécompose  la  force  T  en  deux  composantes  N'  et  Q' , 
parfaitement  égales  et  parallèles  aux  premières  N  et  Q. 
Les  deux  forces ,  M'  et  N'  seront  égales  ;  de  plus ,  elles 
seront  directement  opposées ,  puisque,  appliquées  à  un 
même  point  D,  elles  sont  parallèles  à  une  même  droite 
MN,  et  par  conséquent  leur  effet  sera  absolument  nuK  II 
ne  reste  donc  que  les  deux  forces  V  et  Q\  respectivement 
égales  et  parallèles  aux  forces  P  et  Q.  Or ,  ces  deux 
forces  étant  évidemment  dans  une  même  direction  »  se 
composerout  en  une  seule  R,  égale  à  leur  somme 
P'  4-  Q'  ou  P  -f-  Q.  Ce  .qu'il  fallait  démontrer.  » 

On  voit  que,  dans  cette  démonstration,  Tauteur  sup- 
pose que  la  droite  à  laquelle  sont  appliquées  les  forces 
parallèles  et  de  même  sens  est  rigide.  Si  cette  droite 
n'était  pas  supposée  inflexible,  inextensible.  Ton  ne  pour- 
rait pas  assurer  que  l'efiTet  des  deux  forces  M  et  N  égales 
et  contraires  est  alors  absolument  nul,  et  que  l'effet  des 
deux  forces  P  et  Q  n'est  aucunement  changé  par  l'action 
de  ces  deux  forces  M  et  N.  Ces  deux  dernières  forces  ne 
doivent  s'annuler  qu'à  la  condition  qu'en  tirant  l'extré- 
mité de  la  droite  AB,  elles  tirent  également  à  la  fois  et 
en  sens  opposé  toute  la  droite,  ce  qui  implique  que  cette 
droite  est  d'une  seule  pièce ,  qu'elle  n'est  pas  composée 
de  parties  mobiles,  pouvant  céder  individuellement,  les 
unes  sans  les  autres  »  inégalement ,  à  la  traction  »  aux 
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forces  agissant  sur  elles.  Or«  une  telle  droite  ou  verge 
ne  peut  avoir  qu'un  même  mouvement  dans  toute  son 
étendue;  elle  ne  saurait  se  mouvoir  autrement  que  dans 
sa  direction  même,  ou  parallèlement  à  cette  direction  ; 
elle  ne  peut  tourner  sur  elle-même,  marcher  en  faisant 
un  angle  avec  sa  première  position  ;  ear^  i>oiJtr  eela^  il 
faudrait  que  sa  vitesse  diminuât  de  plus  en  plus  et 
d*une  manière  continue  à  partir  de  Textrémité  du  ^âyon 
vecteur  jusqu'au  centre  de  rotation  ;  ce  qui  est  inadmis- 
sible. Il  est  donc  visible  que,  quels  que  soient  le&  points 
où  des  forces  parallèles  seront  appliquées  à  cette  droite, 
l'effet  devra  être  exactement  le,  même.  Il  est  évident, 
d^ailleurs ,  que  la  résultante  sera  égale  à  la  somm»  de 
ces  forces  et  leur  sera  parallèle,  mais  qu'elle  poi»rra 
indifféremment  s'appliquer  à  un  point  quelconque' de  la 
droite  inflexible  et  inextensible,  et  non  pas  seulement  au  , 
point  déterminé  comme  on  vient  de  le  voir.  Le  théorème 
dont  il  s'agit  est  donc  inexact  sous  ce  rapport  essentiel. 

Théorème  2.       ' 

Le  point  C  (T application  de  la  résultante  de  deux  forces 
P  e^  Q  qui  agissent  aux  extrémités  A  et  B  d^une  droite 
inflexible  AB ,  partage  cette  droite  dans  la  raison  réci- 
proque de  f  aQ;  de  sorte  que  ïon  a  P  :  Q  :  : BG  :  ÂG. 

Poinsot  a  cru  démontrer  ce  théorème  de  la  manière 
suivante  : 

c  Supposons  d'abord  que  les  forces  P  et  Q  soient 
commensurables  ,  c'est-à-dire  soient  entre  elles  comme 
deux  nombres  entiers  m  et  n. 

t  Divisons  AB  au  point  H  (fig.  9)  en  deux  parties 
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directement  proportionnelles  aux  deux  forces  P  et  Q,  de 
manière  qu'on  ait 

AH  :  BH  :  :  P  :  Q . 

et,  par  conséquent,  :  :  w  :  n.  Sur  le  prolongement  de  la 
ligne  inflexible  AB,  prenons  AG=:AHet  BK=  BH.  Le 
point  A  sera  le  milieu  de  GH,  et  le  point  B  le  milieu 
de  HK. 

»  Gela  posé,  puisque  les  forces  P  et  Q  sont  entre 
elles  comme  les  lignes  AH  et  BH,  elles  seront  aussi 
comme  les  lignes  GH  et  HK.  Et  comme  il  y  a,  par  hy- 
pothèse, dans  la  ligne  AH,  m  mesures  telles  que  BH  en 
contient  n,  il  y  aura  2m  mesures  dans  GH ,  et  2n  me- 
sures égales  dans  HK.  Or  on  peut  décomposer  la  force  P 
&a  2m  forces  égales  et  parallèles,  applicables  aux  2m 
points  milieux  des  communes  mesures  de  la  ligne  GH; 
et  la  force  Q  en  2n  forces  parallèles,  égales  entre  elles 
et  aux  premières,  appliquées  aux  2/i  points  milieux  des 
communes  mesures  de  la  ligne  HK.  Maintenant  toutes  ces 
forces  égales,  étant  équidistantes,  se  trouveront  placées 
deux  à  deux  à  égales  distances  du  milieu  G  de  la  ligne 
entière  GK,  et,  par  conséquent,  leur  résultante  géné- 
rale, qui  est  celle  des  deux  forces  P  et  Q,  passera  néces- 
sairement par  le  milieu  de  la  ligne  GK. 

»  Mais  à  cause  de  GC  =  AC,  il  vient,  en  retranchant 
la  partie  commune  AC ,  BC  =  AG  =  AH  ;  et  en  ajoutant 
de  part  et  d'autre  CH,  AC  =  BH.  Donc  puisque  Ton  a 
P  :  Q  :  :  AH  :  BH ,  on  a  aussi 

P:Q::BC:AC. 

»  Supposons,  en  second  lieu,  que  les  deux  forces  P 
et  Q  ne  soient  pas  commensurables. 


—  89  — 

>  Je  remarque  d'abord  que  si  la  résultante  de  deux 
forces  quelconques  P  et  Q  (fig.  10)  appliquées  aux  points 
A  et  B/ tombe  en  C,  la  résultante  de  la  force  P  et  d'une 
force  Q-h  I>  Q  tombera  entre  le  point  C  et  le  point  B; 
c'est-à-dire  que  le  point  d'application  de  la  résultante 
s'approchera  du  point  d'application  de  la  composante 
qui  aura  augmenté.  En  effet,  pour  trouver  la  résultante 
des  deux  composantes  P  et  Q  -h  I ,  on  peut  prendre 
d*abord  la  résultante  R  de  P  et  Q,  qui  passe  au  point  G^ 
par  'hypothèse,  et  ensuite  celle  de  R  et  de  I,  dont  le 
point  d'application  sera  entre  C  et  B. 

»  Maintenant,  si  la  résultante  des  deux  forces  incom- 
mensurables P  et  Q  (fig.  1 1)  ne  passe  pas  au  point  C,. 
qui  est  tel  qu'on  a  P  :  Q  :  :  BC  :  AC ,  elle  passera  en  un 
autre  point  situé  entre  A  et  C ,  ou  entre  C  et  B.  Sup- 
posons que  ce  soit  en  G  entre  A  et  G.  Partagez  la 
4igne  AB  en  parties  égales  toutes  plus  petites  que  GG,  il 
y  aura  au  moins  un  point  de  division  entre  G  et  G.  Soit 
I  ce  point:  les  deux  lignes  AI  et  BI  seront  commensu- 
râbles ,  et  le  point  I  pourra  être  considéré  comme  le 
point  d'application  de  la  résultante  de  deux  forces  P  et 
Q',  qui  seraient  telles ,  qu'on  aurait  P  :  Q'  :  :  BI  :  Al ,  ce  . 
qui  donne  Q'  <  Q  (puisqu'on  a,  par  hypothèse,  P  :  Q  :  : 
BG  :  AG).  Mais  la  résultante  des  deux  forces  P  et  Q' 
passant  en  I,  celle  des  deux  forces  P  et"Q]>  Q'  passera 
entre  I  et  B,  et  ne  pourra  tomber  en  G,  contre  l'hypo- 
thèse. 

»  On  ferait  voir  absolument  de  la  même  manière 
qu  elle  ne  peut  tomber  entre  G  et  B;  et  par  conséquent 
elle  passe  nécessairement  en  G.  » 

Je  ferai  à  ce  théorème  le  même  reproche  que  j'ai 
adressé  au  premier.  Ici  encore  la  droite  AB  étant  sup- 
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posée  abfoluinent  inflexible,  inexteosible,  la  résultante 
de  deux  forées  parallèles  qui  lui  sont  appliquées  n'est 
pas  seulement 'au  point  qu'indique  le  théorème,  mais  à 
un  point  quelconque  de  la  droite. 

D^autres  démonstrations  de  ces  deux  théorèmes  ont 
été  présentées^  mais  toutes  pèchent  au  point  de  Tue  où 
je  viens  de  critiquer  celles-ci. 

Telle  est  notamment  la  démonstration  de  Cauchy,  qui 
se  trouve  dans  un  livre  intitulé  :  Leçons  de  mécanique 
analytique,  publiées  par  M.  labbé  Moigno,  6®  leçon ^ 
pag.  103. 

Telle  est  dussi  celle  de  Poisson  «  contenue  dans  son 
Traité  de 'mécanique,  2®  édition,  t.  1 ,  ch.  III,  p.  50. 
Poisson^  d'ailleurs,  présente  aussi  la  deuxième  démons- 
tration adoptée  par  Poinsot,  même  tome,  ch.  III,  p.  90« 

Ces  démonstrations  impliquent  l'inextensibilité.  Tin- 
flexibilité  absolues  des  droites  considérées.  Il  faudrait 
donc  que  les  droites  auxquelles  seraient  appliquées  les 
forces  fussent  d'une  seule  pièce,  d'un  seul  tout  continu, 
car  si  elles  étaient  formées  de  parties  distantes  les  unes 
des  autres,  on  ne  saurait  assurer  que  les  choses  se 
passent  de  manière  que  les  conditions  des  théorèmes  se 
réalisent.  Ainsi,  dans  les  cas  dont  il  s'agit,  il  faut 
admettre,  supposer  que  la  droite  qui  est  soumise  à  des 
forces  parallèles,  est  mue  parallèlement  à  elle-même, 
ne  peut  se  mouvoir  en  s'ccartant  de  ce  parallélisme.  — 
Or,  dans  ces  hypothèses,  où  il  faut  se  placer  pour  que 
les  théorèmes  en  question  soient  démontrés,  il  est  évi- 
dent que  les  forces  appliquées  aux  extrémités  d'une 
droite  ont  une  résultante  qui  doit  être  égale  à  leur 
somme  et  leur  être  parallèle,  mais  il  est  de  même  évi- 
dent que  cette  résultante  peut  s'appliquer  a  un  point 
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qneleoDque  de  la  droite ,  et  que  les  théorèmes ,  à  cet 
égard ,  s'écartent  essentiellement  de  la  vérité. 

L'on  ne  serait  pas  fondé  à  objecter  qu'il  ne  peut  être 
indifférent  »  égal ,  qu'une  barre  soit  tirée  par  une  force 
appliquée  à  son  extrémité  ou  à  tout  autre  point.  Je 
répondrais  que  cela  ne  serait  pas  indifférent  s'il  s'agis- 
sait de  barres  formées  de  molécules  distantes  les  unes 
des  autres,  recelant  entre  elles  un  fluide  répulsif  et  pou- 
vant recevoir  des  mouvements  plus  ou  moins  différents 
par  l'action  d'une  force  appliquée  ;  mais  qu'une  barre 
supposée  absolument  continue,  obsolument  invariable 
dans  sa  forme ,  ne  saurait  être  mue  que  dans  sa  di- 
rection ou  parallèlement  à  elle-même»  et  que  l'action 
exercée  sur  elle  devrait  être  exactement  la  même , 
à  quelque  point  que  la  force  ou  les  forces  seraient  appli* 
quées. 

D'ailleurs ,  cette  considération  de  position  et  d'action 
des  forces  par  rapport  aux  divers  points  de  la  masse 
qu'on  invoquerait  ici,  n'étant  pas  invoquée ,  impliquée 
dans  les  démonstrations  dont  il  s'agit ,  ne  saurait  être 
alléguée  pour  les  légitimer ,  et  je  persiste  à  dire  qu'elles 
ne  sont  pas  exactes  en  tant  qu'elles  déterminent  un  point 
unique  pour  l'application  de  la  résultante  des  forces. 

Au  reste ,  d'après  les  principes  de  la  proportionnalité 
des  forces  aux  vitesses,  et  de  l'indépendance  des  mouve- 
ments, principes  qui  sont  certainement  applicables  dans 
les  cas  où  nous  raisonnons,  parce  quMl  s'agit  de  droites 
ou  barres  supposées  absolument  invariables  dans  leur 
forme,  je  puis  montrer  qu'en  effet  la  résultante  des  forces 
peut  s'appliquer,  dans  cette  hypothèse,  à  d'autres  points 
et  même  à  des  points  quelconques  de  la  droite  ou  barre 
à  laquelle  elles  sont  appliquées. 
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Ed  effet,  supposons  que  Ton  ait  une  telle  droite  ou  barre 
et  qu'on  applique  à  l'une  de  ces  extrémités  A  (fig.  11), 
une  force  P  qui  la  tire  suivant  une  direction  quelconque 
autre  que  celle  même  de  la  droite.  Cette  force  fera  mar- 
cher parallèlement  à  elle-même  la  droite  avec  une  cer- 
taine vitesse  v.  S\y  au  lieu  d'une  seule  force  P,  on  applique 
au  même  point  A  deux  forces  égales  chacuna  à  P,  d'après 
le  principe  de  la  proportionnalité  des  forces  aux  vitesses, 
la  droite  marchera  encore  parallèlement  à  elle-même, 
mais  cette  fois  avec  une  vitesse  double.  Maintenant  si, 
au  lieu  d'appliquer  la  double  force  2P  au  point  A,  je  n'y 
applique  que  P,  et  que  je  porte  l'autre  force  P  à  l'autre 
extrémité  B  de  la  droite,  évidemment  l'effet  sera  le 
même  que  dans  le  premier  cas,  celui  où  la  double  force 
2P  était  appliquée  en  A.  D'après  les  théorèmes,  dans  le 
second  cas ,  la  résultante  2P  ne  pourrait  être  qu'au  mi- 
lieu de  AB  ;  mais  cela  n'est  pas,  puisque,  je  viens  de  le 
montrer,  elle  pourrait  aussi  bien  être  placée  en  A ,  et 
conséquemn>ent  en  B.  Mais  si  ces  deux  forces  égales 
peuvent  être  placées  soit  chacune  à  une  extrémité^  soit 
toutes  les  deux  à  une  seule  extrémité  A  ou  B,  sans 
aucun  changement  dans  l'effet  produit ,  à  plus  forte 
raison  pourrait-on  les  placer  à  un  point  intermédiaire 
quelconque  de  la  droite  aussi  sans  changer  l'effet. 

Dans  la  réalité,  dans  la  nature,  il  n'y  a  pas  de  droite, 
de  barre  ou  tige  absolument  inflexible,  inextensible.  Les 
corps  n'étant  point  formés  d'une  seule  masse  continue, 
mais  de  molécules,  de  parties  élémentaires  plus  ou 
moins  distantes  les  unes  des  autres ,  retenues  plus  ou 
moins  les  unes  près  des  autres  par  la  cohésion ,  quand 
une  force  est  appliquée  à  un  point  d'un  corps ,  elle  ne 
met  directement  en  mouvement  que  le  point,  que  la 
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molécule  à  laquelle  elle  s'applique.  Cette  molécule,  par 
Teffet  de  la  cohésion,  entraîne  la  molécule  voisine, 
celle-ci  entraîne  elle-même  une  autre  molécule ,  et  ainsi 
de  suite ,  de  proche  en  proche  ;  et  si  un  ôorps  paraît 
néanmoins  conserver  sa  rigidité ,  cela  ne  peut  être  vrai 
absolument.  S^il  s'agit  d'une  barre  métallique^  par  exem- 
pie,  qui  soit  soumise  à  une  force  de  traction  appliquée 
perpendiculairement  à  la  direction  de  cette  barre ,  cette 
même  barre ,  en  réalité ,  ne  sera  pas  mue  également. 
Sans  doute,  ses  molécules,  dans  leur  mouvement,  n'au- 
ront pas  toutes  exactement  la  même  vitesse ,  elles  ne  se 
comporteront  pas  exactement  de  la  même  manière  (1). 
Supposons  qu'à  l'extrémité  B  d'une  barre  droite  AB 
(fig.  13)  soit  appliquée  la  force  P  agissant  perpendicu^ 
lairement  à  AB.  Admettons  que  cette  barre  soit  d'une 
très-grande  dureté,  soit  d'acier  ou  de  platine,  par  exem- 
ple. D'après  ce  que  je  viens  de  dire ,  P  ne  tirera  pas 
avec  une  même  vitesse  la  totalité  de  la  barre.  Appe^ 
Ions  6  une  première  molécule  à  laquelle  la  force  P  soit 
appliquée  :  elle  tirera  cette  molécule  en  b\  je  suppose  ; 
la  molécule  suivante  c,  par  la  force  de  cohésion ,  vien** 
dra  un  peu  moins  vite  en  c\  faisant  un  chemin  un  peu 
moindre  que  frb';  d  viendra  en  cf ,  à  une  distance  un  peu 
nK)indre  que  cc\  et  ainsi  de  suite,  de  manière  que,  à  cause 
de  la  cohésion  existante  entre  toutes  ses  molécules,  la 
barre  entière  sera  déplacée,  non  pas  tout  à  fait  parallè«> 
ment  à  elle-même,  mais  en  faisant  un  angle  avec  sa 
première  direction  AB .  Toutefois,  dans  l'hypothèse ,  si 
la  barre  est  supposée  n'obéir  à  aucune  autre  force  que 
p,  elle  pourra  bien  paraître  se  déplacer  parallèlement  à 

(I)  Voir,  à  ce  sujet,  la  note  I  placée  à  la  fin  de  ce  livre. 
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elle-même ,  à  AB ,  Tangle  qu'elle  fera  avec  cette  ligne 
n'étant  pas  sensible.  S'il  s'agit  d'une  barre  moins  dure , 
plus  sensiblement  flexible ,  il  pourra  se  faire  que ,  sou- 
mise à  la  seule  force  P,  à  son  extrémité  B,  elle  s'écarte 
visiblement  du  parallélisme.  Considérée  dans  sa  totalité, 
la  barre  paraîtra  ainsi  tourner  sur  elle-même^  sur  son 
extrémité  A,  bien  que  chacune  de  ses  parties  élémen- 
taires ne  puisse  se  mouvoir  et  ne  se  meuve  que  parallè- 
lement à  elle-même. 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Dans  ce tter supposition, 
je  ne  vois  pas  que  si  deux  forces  parallèles  et  de  même 
sens  sont  appliquées  aux  extrémités  de  la  barre,  elles 
devront  agir  sur  cette  barre  comme  le  ferait  leur  somme 
appliquée  parallèlement  au  milieu  de  la  barre,  si  elles 
sont  égales,  ou  à  un  point  partageant  la  barre  en  raison 
réciproque  de  ces  deux  forces,  si  elles  sont  inégales. 

En  ce  cas,  les  deux  forces  supposées  réunies  en  un 
point  intermédiaire  entre  les  deux  extrémités  de  la 
barre  devraient  tendre  à  la  faire  fléchir  à  ce  point  d'ap- 
plication; or^  dans  Thypothése,  le  même  effet  se  pro- 
duira-t-il  si  les  forces  sont  appliquées  aux  extrémités  de 
la  barre  ? 

Représentons  la  barre  par  la  droite  ab  (fig.  14).  Sup- 
posons que  par  l'action  de  la  seule  force  ac  perpendi- 
culaire à  afr,  le  point  a  dût  venir  en  r,  le  point  b  restant 
en  repos,  de  sorte  que  ab  dût  se  trouver  en  cb.  Conce- 
vons de  même  que^  par  l'action  seule  de  la  force  bd  égale 
et  parallèle  à  ac^  ab  dût  venir  en  ad.  Il  est  visible  que 
les  triangles  abc^  bad  sont  égaux  et  semblables  et  que 
la  ligne  e/*  menée  de/*,  point  d'intersection  des  lignes  cfr, 
ad,  au  milieu  de  a6,  est  juste  la  moitié  des  bases  ac^  bd. 
Or  chacune  des  forces  ac^  bd  devant,  dans  l'hypothèse^ 
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faire  marcher  le  point  e  vers /'d'une  distance  égale  à  ef, 
il  s'ensuit  que  e^  par  les  actions  réunies  des  deux  forces 
ac,  bd,  sera  porté  à  une  distance  eg  double  de  ef^  par 
conséquent  égale  à  ac  ou  bd.  En  menant  les  lignes  Ai, 
kl,  etc.,  parallèles  à  ac,  bd,  entre  les  lignes  ab  et  c6,  ab 
et  €id,  on  verrait  de  même,  par  la  proportionnalité  des 
côtés  des  triangles  semblables,  que  les  points  h,  k,  etc., 
par  les  forces  ac,  bd^  seraient  portés  aussi  à  une  distance 
égale  à  ac,  bd^  et  Ton  conclurait  que,  dans  l'hypothèse, 
les  actions  réunies  des  deux  forces  devraient  déplacer 
parallèlement  à  elle-même  la  ligne  ab. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  serait  ainsi  dans  la  supposi- 
tion où  la  seule  action  de  ac^  égale  à  bd,  devrait  faire  venir 
a6,  non  pas  en  cb ,  mais  en  cb'  (fig.  15) ,  66'  étant  une 
distance  moindre  que  ac ,  et  que  de  même  par  l'action 
seule  de  6(/ ,  à  l'autre  extrémité  de  ab ,  ab  devrait  se 
porter  en  da\  aa'  étant  une  distance  égale  à  66'  et 
moindre  que  ac  ou  bd. 

En  effets  joignons  a'  et  V  par  une  droite.  Comme  on 
a  aa'  =  bb\  cette  droite  sera  parallèle  à  ab.  Du  point  e 
milieu  de  a'6'  menons  une  droite  au  point  f  intersection 
de  cV  et  da'.  Evidemment,  comme  dans  l'exemple  pré- 
cédent^ les  deux  triangles  a'b'c ,  Va'd  seront  égaux  et 

semblables,  et  l'on  aura  ef=  — =  —  •  Ainsi ,  par  les 

actions  réunies  des  forces  ac^  bd,  e  sera  porté  à  une  dis- 
tance eg  double  de  ef  et  conséquemment  égale  à  a'c  oh 
Vd.  En  menant  les  Ugnes  At,  kl,  etc.,  on  reconnaîtrait 
de  même ,  par  la  proportionnalité  des  côtés  des  trian- 
gles semblables,  que  les  points  h,  k,  etc.,  par  des  forces 
acy  bd,  seraient  portés  aussi  à  une  distance  égale  à  a'c 
ou  6'd.  Eu  outre,  par  les  actions  réunies  de  ces  mômes 
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forces  ab  serait  menée  à  une  distance  double  de  aa'  ou 
bV  dans  toute  son  étendue.  En  somme  donc  leurs  actions 
déplaceraient,  dans  l'hypothèse,  parallèlement  à  elle- 
même  la  ligne  ab. 

Ainsi»  dans  les  hypothèses  où  je  me  suis  placé,  Teffet 
de  l'application  des  forces  parallèles  et  égales  aux  extré- 
mités de  la  barre  ne  devrait  pas  être  exactement  égal  à 
l'effet  de  leur  application  au  milieu  de  la  même  barre  ; 
car ,  je  le  répète ,  l'application  au  milieu  de  la  barre 
devrait  faire  plus  ou  moins  fléchir  la  barre  au  point 
d'application^  tandis  que  les  mêmes  forces  appliquées 
aux  extrémités  devraient  mouvoir  la  barre  parallèlement 
à  elle-même.  Rien  ne  montre  d'ailleurs  que»  à  part  une 
légère  inflexion  produite  par  lapplication  au  centre,  les 
forces  réunies  en  ce  point  ne  feraient  pas  plus  mouvoir 
la  barre  que  si  elles  étaient  séparément  appliquées  aux 
extrémités. 

Si,  dans  les  mêmes  hypothèses,  les  deux  forces  appli- 
quées sont  inégales,  on  pourrait  aussi  démontrer  géomé- 
triquement, par  des  procédés  analogues  à  ceux  que  j'ai 
appliqués  au  cas  de  l'égalité  des  deux  forces^  que  la 
barre,  par.  les  actions  réunies  des  deux  forces  appliquées 
à  ses  extrémités,  ne  serait  pas  mue  parallèlement  à  elle- 
même^  mais  qu'elle  se  maintiendrait  en  ligne  droite  ; 
.  tandis  que ,  si  les  deux  forces  étaient  appliquées  à  un 
point  de  la  barre  placé  entre  ses  extrémités ,  leurs 
acfions  réunies  devraient  la  faire  fléchir  au  point  d'ap- 
plication. 

Mais  j'ai  raisonné  dans  la  supposition  que  les  forces 
appliquées  aux  extrémités  de  la  barre  avaient  pour  effet 
d'amener  ces  extrémités  dans  la  direction  même  des 
forces,  c'est-à-dire,  dans  les  exemples  présentés ,  per- 
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pendiculairement  à  la  première  position  de  la  barre.  Or 
cette  hypothèse  ne  peut  être  exacte  :  Ton  peut  dire  avec 
raison  que  »  dans  ces  cas ,  les  forces  feraient  décrire  aux 
points  extrêmes  des  courbes ,  des  lignes  quelconques  bd^ 
ac  (fig.  ibbis)  comprises  dans  les  angles  formés  parla  di- 
rection de  la  barre  et  celle  des  forces  ;  on  le  peut  en  allé- 
guant que  la  cohésion  existante  entre  les  molécules  doit 
tendre  à  faire  dévier  de  la  ligne  droite  celles  extrêmes  sou* 
mises  aux  actions  directes  des  forces  appliquées.  Alors, 
si  chaque  force,  étant  appliquée  seule  à  une  extrémité 
de  la  barre ,  agissait  de  manière  que  la  barre  dût  être 
maintenue  en  ligne  droite,  et  marcher  obliquement  à  sa 
première  direction,  il  serait  facile  de  reconnaître,  par  un 
procédé  analogue  à  celui  quej'ai  indiqué,  et  à  Taide  de  la 
figurel5  bis^  que  les  actions  réunies  des  forces  appliquées 
aux  extrémités  de  la  barre,  la  feraient  fléchir  à  un  point  • 
intermédiaire,  à  son  milieu  si  ces  forces  étaient  égales, 
lui  feraient  faire  ainsi  un  angle  dont  l'ouverture  serait 
tournée  vers  sa  ligne  primitive  ;  mais  rien  ne  montre 
que  cet  angle  devrait  être  égal  à  celui  qui  serait  produit 
en  elle  par  l'application  des  deux  forces  à  un  même  point 
déterminé  par  les  théorèmes. 

Au  reste  ^  rien  ne  montre  que  les  molécules  de  la 
barre  à  l'extrémité  de  laquelle  une  force  est  appliquée 
se  maintiennent  en  ligne  droite,  comme  je  l'ai  supposé. 
Ne  connaissant  point  la  constitution  intime  des  corps,  le 
degré,  la  loi  d'action  des  forces  de  cohésion  ou  de  répul- 
sion qui  retiennent  les  molécules  les  unes  près  des  autres 
ou  les  empêchent  de  se  réunir  complètement,  d'être  en 
contact  absolu  entre  elles ,  on  ne  saurait  déterminer  les 
mouvements  qu'elles  doivent  prendre  respectivement 
quand  une  ou  plusieurs  d'entre  elles  sont  directement 

7 
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soumises  à  une  ou  plusieurs  forces  données  en  direc- 
tion et  intensité.  On  peut  donc  supposer  que  si  des 
molécules  d*abord  sont  rangées  en  ligne  droite  et  qu'une 
d'elles  soit  soumise  directement  à  une  certaine  force,  les 
autres  seront  entraînées  de  manière  à  se  placer  sur  une 
ligne  courbe  ou  brisée,  sur  une  ligne  très-irrégulière , 
très-variable  dans  sa  direction. 

Et  puis ,  en  supposant  que  les  molécules ,  en  ce  cas , 
se  maintiennent  en  ligne  droite,  en  obliquant  relative- 
ment à  leur  première  direction,  quelle  sera  l'obliquité 
qu'elles  aCTecteront  ?  Quelle  sera  Tangle  que  fera  la  ligne 
des  molécules  dans  le  mouvement  imprimé  ?  Quoi  qu'il 
eu  soit,  comment  expliquer,  comment  assurer  que  les 
deux  forces  appliquées  chacune  à  une  extrémité  de  la 
barre  ont  une  résultante  égale  à  leur  somme ,  applicable 
^  à  tel  ou  tel  point  intermédiaire,  c'est-à-dire  qu'en 
appliquant  ces  deux  forces  en  ce  point  intermédiaire 
on  obtiendra  exactement  le  même  effet  que  si  les  mêmes 
forces  étaient  appliquées  chacune  à  une  extrémité  ? 

Il  est  au  contraire  plausible  que  les  résultats  qui  se 
produiront  dans  les  deux  cas,  différeront  entre  eux  sous 
tous  les  rapports  (voir  la  notel,  à  la  fin  de  ce  livre j. 

Les  théorèmes  en  question  montrent  seulement  que 
dans  l'hypothèse  de  droites  absolument  rigides,  inflexi- 
bles ,  inextensibles  •  deux  forces  P  et  Q  parallèles  et  de 
même  sens,  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  ÂB, 
ont  une  résultante  parallèle  à  P  et  Q,  et  qui  peut  s'ap- 
pliquer à  la  ligne  AB  entre  P  et  Q,  à  un  point  partageant 
cette  droite  dans  la  raison  réciproque  de  P  à  Q  ;  mais 
ces  théorèmes  ne  prouvent  pas^  ne  montrent  pas  que  leur 
résultante  ne  peut  s'appliquer  qu'à  ce  point.  Je  dis,  moi/ 
que,  dans  l'hypothèse  d'inflexibilité,   d'inextensibilité 
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absolue  de  la  droite  ÂB ,  la  résultante  devrait  pouvoir 
s'appliquer  à  un  point  quelconque  de  la  droite.  D'ailleurs 
des  corps  ne  pourraient  être  absolument  inflexibles, 
inextensibles,  qu'à  la  condition  d'être  une  seule  masse 
continue  ;  ce  qui  n'est  point.  De  toutes  manières  donc 
la  théorie  est  sans  base,  sans  fondement. 

Les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  mécanique,  sentant, 
comprenant  que  les  corps  ne  présentent  pas  la  fixité  de 
forme,  les  conditions  d'inextensibilité,  d'inflexibilité  ab- 
solues que  supposent  ces  théorèmes  et  plusieurs  autres^ 
ont  dit  que  les  droites,  les  tiges,  les  corps  quelconques 
auxquels  sont  appliquées  les  forces ,  subissent,  en  effet, 
tout  d'abord  des  changements  dans  leurs  formes  ,  mais 
qu'ils  en  prennentinstantanémentd'autres  qu'ils  gardent, 
et  que  c'est  dans  ces  états  qu'on  doit  leur  appliquer 
les  théorèmes  dont  il  s'agit. 

Mais  je  n'accepte  point  cette  justification.  Ainsi,  en  ce 
qui  concerne  les  théorèmes  relatifs  à  la  composition  des 
forces  parallèles,  je  répondrai  que  si  vraiment  la  droite 
ou  barre  à  laquelle  sont  appliquées  les  forces  peut  pren- 
dre ,  par  l'action  même  de  celles-ci ,  et  garder  ensuite 
sous  la  même  action,  une  forme  invariable^  ce  qui  d'ail- 
leurs est  fort  contestable^  la  forme  invariable  qu'elle 
prendra  par  l'application  des  forces  à  ses  extrémités,  ne 
sera  pas  semblable  à  celle  que  lui  donnera  la  somme  de 
ces  mêmes  forces  appliquées  au  point  que  l'on  assigne  à 
eur  résultante. 

Au  reste,  si  les  corps  devenaient  et  se  maintenaient 

muables  de  forme,  comme  on  le  suppose,  ce  serait 

le  concours  persistant  des  forces  appliquées  :  on  ne 

smit  donc  pas  dans  les  conditions  des  théorèmes  qui 

sAoosent  que  les  forces  appliquées  agissent  sur  des 
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corps  de  forme  invariable  indépendamment  de  l'action 
actuelle  des  forces  :  la  justification  qu'on  a  imaginée  pour 
sauver  les  théorèmes  en  question  n'est  donc  qu'un  cercle 
vicieux/ 

Enfin,  veut-on  aller  jusqu'à  admettre  que  la  forme 
définitive  de  la  droite  ou  barre,  non-seulement  est  sem- 
blable dans  les  deux  cas.  d'applications  aux  extrémités 
ou  au  centre  des  forces  parallèles  ,  mais  encore  qu'elle 
est  alors  absolument  invariable  et  indépendante  de 
l'action  persistante  des  forces  parallèles? —  Pour  cela, 
dirais-je^  il  faudrait  que  cette  forme  définitive,  une  fois 
produite,  se  trouvât,  sous  le  rapport  de  son  invaria- 
bilité ,  dans  la  même  condition  que  si  ses  parties  se 
trouvaient  toutes  dans  un  seul  tout  continu  et  homo- 
gène ,  et ,  conséquemmeni ,  la  résultante ,  alors  aussi , 
devrait  pouvoir  s'appliquer  à  un  point  quelconque  de  la 
droite  ou  barre. 

En  considérant  deux  à  deux  les  forces  parallèles ,  on 
peut,  en  vertu  des  théorèmes  que  j'ai  critiqués,  trouver 
la  résultante  de  tant  de  ces  forces  qu'on  voudra ,  appli- 
quées aux  différents  points  d'un  système  quelconque  de 
figure  invariable  ;  mais,  en  réalité,  dans  l'hypothèse  de 
l'invariabilité  absolue  du  système  ,  la  résultante  des 
forces  parallèles  qui  y  sont  appliquées  est  à  un  point 
quelconque  du  système,  et  non  pas  seulement  au  point 
déterminé  par  l'application  de  ces  théorèmes. 

De  ces  mêmes  théorèmes  on  a  logiquement  conclu 
celui-ci  :  Si  Van  considère  un  système  de  forces  parallèles^ 
appliquées  à  un  assemblage  de  points  A,  B,  C,  D,  etc. ,  et 
qu^on  incline  successivement  tout  le  système  de  ces  forces 
dans  diverses  situations ,  de  manière  que  les  mimes  forces 
passent  toujours  par  les  mêmes  points  ^  et  conservent  leurs 
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grandeurs  et  leur  parallélisme,  les  résultantes  générales 
qu^on  trouvera  successivement  dans  chacune  de  ces  positions 
se  croiseront  toutes  au  même  point,  et  ce  point  d'inter- 
section des  résultantes  successives  a  reçu  le  nom  de 
centre  des  forces  parallèles.  Visiblement ,  ce  théorème 
pèche  comme  ceux  dont  on  Fa  déduit. 

De  même  que  Ton  a  composé,  ainsi  que  nous  Tavons 
TU»  en  une  seule,  deux  ou  plusieurs  forces  parallèles,  on 
a  pu  réciproquement  décomposer  une  force  quelconque 
en  deux  ou  plusieurs  autres;  mais  je  fais  à  la  décom- 
position ainsi  conçue  des  reproches  analogues  à  ceux  que 
j'ai  adressés  à  la  composition  des  forces  parallèles,  telle 
qu'on  la  conçoit.  Etant  supposé  que  la  force  donnée  est 
appliquée  à  une  droite  ou  système  absolument  inflexible, 
invariable,  on  peut  la  concevoir  comme  composée  d'au- 
tant de  forces  parallèles  qu'on  voudra  dont  la  somme 
sera  égale  à  cette  force  donnée,  mais  qui  pourront  être 
appliquées  à  des  points  quelconques  de  la  droite  ou 
système  invariable  ;  or  ce  n'est  point  ainsi  que  Ton 
entend  la  décomposition  dont  il  s'agit. 


§  m.  ^  Composition  doo  force*  dont  le*  dlroettons 
oomcoiurent  en  nn  même  point* 


On  admet  justement  que  la  résultante  de  deux  forces 
quelconques  f  etQ  appliquées  à  unmêmepoirUA^  sous  un 
angle  quelconque ,  est  représentée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  la  diagonale  du  parallélogramme  ABCD^  construit 
sur  les  deuœ  lignes  AB,  AC  qui  représentent  ces  forces  en 
grandeur  et  en  direction. 


Plusieurs  démonstrations  de  ce  théorème  ont  été  pro- 
posées ,  mais  elles  ne  sont  pas  toutes  exactes ,  rigou- 
reuses. 

Poinsot,  p.  21,  n®  33,  commence  par  présenter  un 
raisonnement  tendant  à  montrer  que  la  résultante  est 
dirigée  suivant  la  diagonale  du  paraltèlogramme  ÂBCD  ; 
mais,  pour  cela,  il  invoque  le  théorème  qu'il  a  précédem- 
ment présenté  sur  la  résultante  de  deux  forces  parallèles 
appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  rigide,  inextensi- 
ble. Y  considérant  deux  forces  parallèles  P  et  Q',  il 
place  leur  résultante  à  un  certain  point  D  de  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d'application,  et  sa  démonstration 
implique  que  cette  résultante  ne  peut  être  appliquée,  à 
un  autre  point  de  la  droite;  ce  qui  ne  peut  être  vrai, 
dans  l'hypothèse  d'une  droite  absolument  inflexible, 
inextensible. 

L'auteur  arrive  ensuite  a  conclure  que  la  résultante 
cherchée  est  représentée  en  grandeur  par  la  diagonale 
elle-même;  mais,  en  somme,  la  démonstration  n'est  pas 
satisfaisante,  puisqu'elle  s'appuie  sur  une  fausse  doc- 
trine. 

Dans  les  leçons  de  mécanique  analytique  publiées  par 
l'abbé  Moigno ,  d'après  Gauchy ,  se  trouve  une  démon- 
stration que  je  vais  reproduire  dans  ses  points  les  plus 
importants. 

L'auteur  démontre  ce  lemme  :  La  résultante  R  de  deux 
farces  P ,  Q  qui  se  coupent  à  angle  droit ,  est  représentée 
en  grandeur  par  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur 
les  deux  composantes,  en  sorte  quon  a  R"  =  P"  -f-  Q". 

Puis  il  passe  au  lemme  suivant  :  La  résultante  Q  de 
de^œ  forces  P  et  Q,  qui  se  coupent  à  angle  droit,  est  repré- 
sentée  non-seulement  en  grandeur ^  ainsi  qu^on  vient  de  le 
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prouver  9  mais  encore  en  direction  par  la  diagonale  du 
rectangle  construit  sur  les  deux  composantes. 
Pour  le  démontrer,  Fauteur  raisonne  ainsi  : 
«  Cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas  où  les 
forces  P,  Q  sont  égales  entre  elles,  car  alors  la  résultante 
R,  devant  nécessairement  diviser  l'angle  PQ  en  deux 
parties  égales  ,  coïncide  avec  la  diagonale  du  carré  Con- 
struit sur  les  deux  forces,  et  le  lemme  précédent  donne 
R«  =  2P*,  R  =  P^. 

>  Cette  même  proposition  se  démontre  encore  faci- 
lement dans  le  cas  où  Ton  suppose  Q"  =  2P*,  ou  Q  = 
P^/â.  En  effet ,  considérons  trois  forces  égales  P  dirigées 
suivant  trois  droites  qui  soient  perpendiculaires  Tune  à 
l'autre.  Ces  trois  forces  seront  représentées  par  trois  arêtes 
d'un  cube  qui  aboutiront  à  un  même  sommet.  De  plus, 
la  résultante  de  deux  de  ces  forces  étant  égale  à  P^ ,  et 
dirigée  suivant  la  diagonale  d'une  des  faces  du  cube ,  Ta 
résultante  R  des  trois  forces  sera  nécessairement  com- 
prise  dans  tout  plan  qui  renfermera  l'une  des  forces  P,  et 
la  diagonale  du  carré  construit  sur  les  deux  autres.  Or  il 
existe  trois  plans  de  cette  espèce ,  et  ces  trois  plans  se 
coupent  suivant  la  diagonale  du  cube.  Donc  la  résultante 
des  trois  forces  P,  ou  ce  qui  revient  au  même ,  la  résul- 
tante des  forces  P  et  V^i,  qui  se  coupent  à  angles  droits, 
sera  dirigée  suivant  la  diagonale  du  rectangle  construit 
sur  les  forces  P  elP^i. 

>  On  prouverait  absolument  de  la  même  manière  que 
si  l'on  désigne  par  m  un  nombre  entier,  et  si  l'on  suppose 
le  lemme  en  question  démontré  dans  le  cas  où  l'on  a 
Q  =  P^în",  la  résultante  de  trois  forces  respectivement 
équivalentes  à  P,  P,  Py/în,  et  représentées  par  trois  droites 
perpendiculaires  entre  elles ,  sera  dirigée  suivant  la 
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diagonale  du  parallélipipède  rectangle  qui  aura  pour 
côtés  ces  mêmes  droites.  On  en  conclut  que^  dans  Thypo- 
thèse  admise,  le  lemme  subsistera  encore ,  si  Ton  prend 
pour  Q  la  résultante  des  forces  P  et  Py^m^  c'est-à-dire 
si  Ton  fait  Q  =  Py/m+i.  D'ailleurs»  le  lemme  est  évident 
quand  on  a  Q  =  P  ou,  ce  qui  revient  au  même,  m=l. 
Donc  ce  lemme  subsistera  encore  si  Ton  prend  Q  = 
Pv^r+T.  =  P^^,  ou  Q  =  Py/S+î  =  ?^~.  ou  en  géné- 
ral Q  =  Py/m,  m  étant  un  nombre  •en  lier  quelconque. 
j>  Concevons  maintenant  que ,  m  et  n  désignant  deux 
nombres  entiers,  on  construise  un  parallélipipède  rectangle 
qui  ait  pour  côtés  trois  droites  propres  à  représenter  les 
trois  forces  P,  Pv/m7  P^/nl  La  résultante  de  ces  trois  forces 
sera  évidemment  comprise  :  1^  dans  le  plan  qui  renferme 
la  force  V^n  et  la  diagonale  Py/'m+î  du  rectangle  construit 
sur  les  forces  P,  Vijm;  2®  dans  le  plan  qui  renferme  la 
force  Py^  et  la  diagonale  V^rTfi  du  rectangle  construit 
sur  les  forces  P,  Py^îï.  Donc  cette  résultante  sera  dirigée 
suivant  la  diagonale  du  parallélipipède ,  et  le  plan  qui 
renferme  la  même  résultante  aveè  la  force  P,  coupera  le 
plan  des  deux  forces  Py^,  Py/n  suivant  la  diagonale  du 
rectangle  construit  sur  ces  deux  forces.  Donc  la  résul- 
tante des  forces  Py^m^  P^n,  qui  doit  évidemment  être 
comprise  dans  le  plan  dont  il  s'agit,  sera  dirigée  suivant 
cette  dernière  diagonale.  Donc  le  lemme  subsistera  quand 
on  remplacera  les  forces  P  et  Q  par  deux  forces  égales 
à  P^nT,  Py^n,  c'est-à-dire  par  deux  forces  dont  lès  carrés 
soient  entre  eux  dans  le  rapport  de  m  à  ny  donc  le 
lemme  subsistera  encore  entre  les  forces  P  et  Q  si  l'on 
suppose 

^=--ouQ  =  pV~. 
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>  Soit  maintenant  Q  =  Pa?,  x  désignant  un  nombre 
quelconque.  On  pourra  faire  \arier  les  nombres  entiers 

m  et  n,  de  manière  que  le  rapport  -  converge  vers  la 
limite  œ^ ,  et  il  est  clair  que*  dans  ce  cas,  la  résultante 
des  forces  P,  P  V  -  ,  dirigées  suivant  deux  droites  per- 
pendiculaires Tune  à  l'autre,  tendra  de  plus  en  plus  à 
se  confondre  en  grandeur  et  en  direction,  d'une  part 
avec  la  résultante  des  forces  P,  Vx ,  et  d*autre  part  avec 
la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  ces  deux  forces. 
Donc  la  résultante  des  forces  P,  Px,  sera  représentée  par 
la  diagonale  dont  il  s'agit. 

»  Corollaire  I.  Si  la  force  R  est  représentée  par  la 
longueur  ÂB  (fig.  16),  portée,  à  partir  de  son  point  d'ap- 
plication, sur  la'  droite  suivant  laquelle  elle  agit,  et  si 
l'on  mène  par  le  point  A  deux  axes  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  on  pourra  substituer  à  la  force  R  ou  AB  les 
deux  forces  représentées  en  grandeur  el  en  direction  par 
les  projections  AG,  AD  de  la  droite  AB  sur  les  deux 

axes. 

>  Corollaire  II  .Concevons  maintenant  que  deux  forces 
P,  Q  étant  appliquées  à  un  même  point  A  et  représen- 
tées par  deux  droites  AB,  AC  (fig.  16),  qui  forment  en- 
tre elles  un  angle  quelconque,  on  trace^  dans  le  plan  de 
ces  deux  forces,  deux  axes  dont  l'un  coïncide  avec  la  dia- 
gonale du  parallélogramme  auquel  elles  servent  de  côtés, 
et  dont  l'autre  soit  perpendiculaire  à  cette  diagonale  : 
on  pourra  substituer  aux  deux  forces  P,  Q  les  quatre  for- 
ces représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les  pro- 
jections AB',  AB',  AC,  AC,  des  droites  AB,  AC,  sur 
les  deux  axes.  Or  de  ces  quatre  forces,  deux  étant  direc- 
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tement  opposées  et  égales^  se  feront  équilibre  ;  les  deux 
autres  dirigées  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme 
s'ajouteront  et  donneront  pour  somme  une  force  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction  par  cette  même  dia- 
gonale^ puisque  A(y  =  B'D...  » 

Tout  considéré,  cette  démonstration  est  admissible; 
mais  il  n'en  est  pas  ainsi  de  celle  que  Poisson  a  pré 
sentée,  t.  i^^,  p.  45,  seconde  édition ,  de  son  Traité 
de  Mécanique  : 

c  La  résultante  de  deux  forces  égales ,  dit-il ,  coupe 
toujours  en  deux  parties  égales  l'angle  coinpris  entre 
leurs  directions  ;  car  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour 
qu'elle  se  rapprochât  davantage  de  l'une  de  ces  deux 
forces,  ni  pour  que  sa  direction  s'écartât  de  leur  plan 
plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre;  sa  direction  est  donc 
connue  et  nous  n'aurons  que  sa  grandeur  à  déterminer. 

D  Soient,  pour  y  parvenir ,  MA  et  MB  (6g.  18),  les 
directions  des  composantes  dont  la  valeur  commune  sera 
représentée  par  P.  Soient  aussi  2x  l'angle  AMB,  et  MD 
la  direction  de  la  résultante,  de  sorte  qu'on  ait  AMD  = 
BMD  =  X.  Son  intensité  ne  peut  dépendre  que  des  quan- 
tités P  et  a;  ;  en  la  désignant  donc  par  R ,  nous  aurons 

R=/-(P.  oî). 

Dans  cette  équation  ,  R  et  P  sont  les  seules  quantités 
dont  l'expression  numérique  varie  avec  l'unité  de  force  ; 
d'après  le  principe  de  l'homogénéité  des  quantités,  il  faut 
donc  que  la  fonction  f  (P,  x)  soit  de  la  forme  Pcx.  Ainsi 
l'on  a 

R  =  P(pa  : 

• 

et  la  question  se  réduit  à  déterminer  la  forme  de  la  fonc- 
tion (fX. 
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»  Pour  cela ,  ^e  mène  arbitrairement  par  le  point  M 
les  quatre  lignes  MA\  MA",  MB',  MB''  ;  je  suppose  les 
quatre  angles  A'MA ,  A'^MA ,  B'MB ,  B"MB ,  égaux  entre 
eux ,  et  je  représente  chacun  d'eux  par  z.  Je  décompose 
la  force  P  dirigée  suivant  MA ,  en  deux  forces  égales  di- 
rigées suivant  MA'  et  MA^  ;  c'est-à-dire  que  je  regarde 
la  force  P  comme  la  résultante  de  deux  forces  égales 
dont  la  valeur  est  inconnue  et  qui  agissent  suivant  MA' 
et  MA"  ;  en  désignant  cette  valeur  par  Q,  j*aurai 

ear  il  doit  exister  entre  les  quantités  P,  Q^  z^  la  même 
relation  qu'entre  les  quantités  R,  P,  x.  Je  décompose  de 
même  la  force  P  dirigée  suivant  MB ,  en  deux  forces  Q  , 
dirigées  suivant  MB'  et  MB"  ;  de  cette  manière,  les  deux 
forces  P  se  trouvent  remplacées  par  les  quatre  forces  Q  ; 
par  conséquent ,  la  résultante  de  celles-ci  devra  coïn- 
cider, en  grandeur  et  en  direction,  avec  la  force  R,  résul- 
tante des  deux  forces  P. 

»  Or ,  en  appelant  Q'  la  résultante  des  deux  forces 
0,  dirigées  suivant  MA'  et  MB',  et  observant  que  A'MD 
=  VMD  =  0?  —  js ,  cette  force  Q'  sera  dirigée  suivant 
MD,  et  Ton  aura 

Q'z=Q(p{a)  —  z). 

De  même  la  résultante  des  deux  autres  forces  Q  sera 
encore  dirigée  suivant  MD ,  puisque  cette  droite  coupe 
aussi  Tangle  A"MB"  en  deux  parties  égales  ;  et  à  cause 
de  A'TtfD  =  B"MD  =  a?  +  «,  on  aura 
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Q^'  désignant  cette  seconde  résultante.  Les  deax  forces 
Q^  et  Q^  étant  dirigées  suivant  la  même  droite  MD»  leur 
résultante  qui  est  aussi  celle  des  quatre  forces  Q»  sera 
donc  égale  à  leur  somme  ;  par  conséquent,  on  doit  avoir 


Mais  on  a  déjà 

R=  f(fx  =  Q^Zffx  ; 

et  en  substituant  cette  valeur  de  R  et  celles  de  Q'  et  Q^ 
dans  Téquation  précédente,  et  supprimant  le  facteur  Q 
commun  à  tous  les  termes,  il  vient 

^xffZ  =  <p  (x  +  55)  +  <p  (x  —  z).  (1) 

C'est  cette  équation  qui  nous  reste  à  résoudre  pour  en 
déduire  l'expression  de  (fœ. 

i>  On  voit  d'abord  qu'on  y  satisfait  en  prenant 

<fx  =  2coB  ax; 

a  étant  une  constante  arbitraire ,  de  sorte  qu'on  ait  en 
même  temps  ^ 

fâp  =  2  coseu; 

ff  (x  -i-  z)  =  2  cos  a  (x  -i-  z)f 

(f  (x  —  zJ  =  2coQ  a  (x  —  zj; 

et  effectivement,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (1),  on  obtient  l'équation  connue 


2  cos  ax  cos  a*  =  cos  a  (a?  +  «)  -+-  cos  a  {x — z). 
Or ,  je  dis  que  cette  expression  de  la  fonction  ^  est  la 
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seule  qui  satisfasse  à  Téquation  (1),  et  que  de  plus,  dans 
la  question  qui  nous  occupe,  la  constante  a  est  l'unité  ; 
en  sorte  que  Ton  a 

fx  =  2  cos  X.        (2) 

0  Cela  est  évident  quand  x=:  o  ;  car  alors  les  directions 
des  deux  forces  P  coïncident,  et  la  résultante  R  est  égale 
à  2P,  ce  qui  suppose  for  =  2.  Admettons  qu'il  y  ait 
une  autre  valeur  a  de  x,  pour  laquelle  on  ait  aussi  9a  = 
2  cos  aj  je  dis  que  Téquation  (2)  subsistera  également 
pour  toutes  les  valeurs  2a,  3a,  4a,...^  |  a^  7  a,  7  a,...,  de 
Xf  et  généralement  pour 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

»  En  effet,  si  Téquation  (2)  se  vérifie  pour  les  trois 
angles  x,  z,  x  —  z,  de  manière  qu'on  ait 

ÇX  =  2  COS  âP,  92  =  2  COBZftf  [x —  z)=2  cos  {x  —  JS), 

elle  aura  encore  lieu  pour  un  quatrième  angle  x  +  2?  ; 
car,  en  vertu  de  l'équation  (1),  on  aura  alors 

ç  (x  H-  «)  =  4  cos  «  cos  *  —  2  cos  {x  —  z)  ; 

équation  qui  se  réduit  à 

ç  (a?  H-  jg)  =  2  cos  {x  H-  z). 

Ainsi  l'équation  (2)  ayant  lieu  pour  x  =  0  et  û?  =  a,  il 
s'ensuit  qu'elle  subsiste  pour  x  z=i2ùL;  ayant  lieu  pour 
X  =  a  et  x  =  2a,  elle  subsistera  pour  û?  =  3a  ;  et ,  en 
continuant  de  même ,  on  verra  qu'elle  {tura  lieu  pour 


—  110  ^ 

»  Je  fais  maÎDtenaot  ma  =  6  ;  on  aura  dône 

fS  =  2  cos  6  ; 

et  delà  on  conclura  que  Téquation  (2)  aura  encore  lieu 
pour  X  =  f  6  ;  car  en  faisant  x  =  js  =  J  6,  Téquation  (1) 
deviendra 


(9ig)«=:2C08êH-2. 

d'où  Ton  tire 

9  7  6  =  2  cos  J.  6. 

En  faisant  ensuite  a?  =  is  =  7  ê,  on  aura,  d'après  Téqua- 
tion  (1)  et  cette  dernière, 

(9  «-e)»  =  2  cos  J  6  +  29^6  =  2  cos  16; 

et,  en  continuant  ainsi,  l'équation  (2)  sera  démontrée 
g 

pour  œ=  —,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

comprises  dans  la  formule  (3). 

»  Or^  les  nombres  m  et  n  étant  aussi  grands  qu'on 
voudra,  et  pouvant  même  devenir  infinis ,  on  peut  faire 
croître  ces  valeurs  de  (x>  par  degrés  infiniment  petits. 
La  formule  (3)  comprend  doue  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  l'angle  x ,  et  l'équation  (2)  est  complètement 
démontrée ,  si  toutefois  elle  est  vraie  pour  une  valeur 
particulière  a?  =  a ,  différente  de  zéro.  Mais,  d'après  le 
théorème  du  vfi  25,  la  résultante  R  est  égale  à  P ,  dans 
le  cas  de  X  =  60^  ;  on  a  donc  alors 

<pcD  =  1  =  2  cos  60^  ; 

donc  l'équation  (2)  a  lieu  pour  œ  =  60^,  et  conséquem* 
ment  pour  toutes  les  valeurs  de  œ. 
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»  Au  moyen  de  cette  éqaation,  on  aura 

R  =  2P  cos  X. 

Si  donc  la  résultante  R  et  les  deux  composantes  P  sont 
représentées,  comme  dans  le  n®  25 ,  par  des  droites 
prises  sur  leurs  directions  respectives ,  à  partir  de  leur 
point  d'application  y  la  force  R  sera  le  double  de  la  pro- 
jection de  P  sur  sa  direction ,  ou  égale  a  la  diagonale  du 
losange  construit  sur  les  forces  P. 

»  Soient  maintenant  deux  forces  inégales  P  et  Q 
appliquées  au  point  M  (fig.  19)  suivant  les  directions 
MA  et  MB  ;  représentons  leurs  intensités  par  les  lignes 
M6  et  MH ,  prises  sur  leurs  directions ,  et  achevons  le 
parallélogramme  MGKH  :  il  y  aura  deux  cas  à  consi- 
dérer ,  le  premier  oii  Tangle  AMB  sera  droit ,  le  second 
où  il  sera  aigu  ou  obtus. 

»  Dans  le  premier  cas,  tirons  les  deux  diagonales  MK 
et  GH  qui  se  coupent  au  point  L  ;  par  les  points  6  et  H, 
menons  les  parallèles  GN  et  HO  à  ML,  qui  rencontrent 
en  N  et  0  la  parallèle  à  GH,  menée  par  le  point  M.  Le 
point  L  est  le  milieu  de  MK  et  de  GH  ;  et  comme,  dans 
un  rectangle  les  deux  diagonales  sont  égales ,  il  s'ensuit 
qu'on  a 

GL=:LH  =  LM. 

B  Les  deux  parallélogrammes  GLMN  et  HLMO  sont 
donc  des  losanges  ;  par  conséquent ,  d'après  la  propo- 
sition précédente,  la  force  MG  pourra  être  regardée 
comme  la  résultante  des  deux  forces  MN  et  ML ,  et  la 
force  MH  comme  la  résultante  de  MO  et  ML,  Donc,  en 
substituant  aux  deux  forces  données  leurs  composantes^ 
nous  aurons^  au  lieu  de  MH  et  MG,  les  deux forcea  MN 
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et  MO»  qui  se  détruisent»  puisqu'elles  sont  égâl^  et  con- 
traires, et  les  deux  forces  ML»  qui  s'ajoutent  et  donnent 
une  résultante  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  MK. 

>  Dans  le  second  cas ,  menons  par  les  points  G  et  H 
(fig.  20)  les  perpendiculaires  6E  et  HF  à  la  diagonale 
ME  »  et  les  parallèles  6N  et  HO  à  cette  même  droite  ; 
par  le  point  M,  menons  aussi  la  perpendiculaire  NMO  à 
cette  droite  MK.  Les  deux  parallélogrammes  GEJilN  et 
HFMO  seront  des  rectangles  qui  auront  leurs  côtés  MN  et 
MO  égaux»  comme  étant  les  hauteurs  des  deux  triangles 
égaux  GMK  et  HMK.  D'après  le  premier  cas»  on  pourra 
remplacer  les  forces  MG  et  MH  par  leurs  composantes 
rectangulaires  ME  et  MN»  MF  et  MO  ;  au  lieu  des  deux 
forces  données  »  on  aura  donc  les  deux  forces  MN  et  MO 
qui  se  détruiront  comme  étant  égales  et  contraires,  et  les 
deux  forces  ME  et  MF  de  même  direction»  qui  s'ajoute- 
ront et  donneront»  à  cause  de  ME  =  FL  »  une  résultante 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale MK. 

»  Concluons  donc  que  la  résultante  de  deux  forces  • 
quelconques  appliquées  en  un  même  point  et  repré- 
sentées par  des  lignes  prises  sur  leurs  directions  à  partir 
de  ce  point»  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction» 
par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  forces  données.  > 

Je  l'ai  déjà  dit  »  cette  démonstration  n'est  pas  accep- 
table. Poisson  n'est  point  dans  le  vrai  en  disant  que 

dans  l'expression  —  le$  nombres  metn  étant  awsi  grands 

quon  voudra,  et  pouvant  même  devenir  itifiniSf  on  peut 
faire  croître  les  valeurs  de  x  par  degrés  infiniment  petits. 


—  as  — 

et  en  concluant  que  cette  formule  comprend  toutes  les 
▼alenrs  possibles  de  l'angle  œ.  Un  nombre  ne  saurait 
devenir  infini,  et  Ton  ne  peut  faire  croître  une  valeur 
par  degrés  infiniment  petits.  Maintenant  ^  sans  supposer 
un  accroissement  vraiment  infinitésimal ,  peut-on  ad- 
mettre que»  dans  Téquation  x  =  ^»  m  et  n  peuvent  va- 
rier de  manière  que  cette  formule  comprenne  toutes  les 
valeurs  possibles  de  a;?  non  certes  :  il  est  une  foule  de 
fractions  ou  nombres  fractionnaires  qui  ne  sauraient  être 

ni 
exprimés  par  un  rapport  de  forme  —,  c'est-à-dire  par  un 

nombre  entier  divisé  par  une  puissance  entière  de  2. 
Tels  sont  tous  ceux  dont  les  deux  termes  sont  des  nom- 
bres premiers  différents  et  dont  le  dénominateur  est  autre 
que  2  et  1  •  Comment,  par  exemple,  exprimer  ainsi  les  frac- 
tions j»  ^,  ^ou  les  nombres  fractionnaires  i,  ^,  H.  On 
peut  varier  les  expressions  de  ces  quantités  de  manière  à 
leur  donner  pour  dénominateurs  des  nombres  qui  s'éloi- 
gnent relativement  fort  peu  d'être  dqs  puissances  de  2, 
mais  jamais  on  ne  pourrait  leur  en  donner  qui  fussent 
exactement  des  puissances  de  ce  nombre.  La  formule  en 
question  ne  pourrait  donc  comprendre^  dans  son  expres- 
sion, des  angles  qui  seraient  le  tiers,  les  trois  cinquièmes^ 
les  cinq  septièmes^  les  cinq  tiers,  etc. ,  de  l'angle  donné  a  ; 
elle  ne  pourrait  donner  que  des  approximations  plus  ou 
moins  grandes  de  ces  quantités.  D'ailleurs  dans  l'exprès- 

fwa  ,,  , 

sion  —,  a  est  une  constante ,  et  quelles  que  soient  les 
2* 

valeurs  qu'on  donne  à  m  et  n ,  les  fractions  ou  nombres 

fractionnaires  représentés  par  —  sont  commensurables 

s 
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entre  eux,  car  ils  peuvent  toujours  être  réduits  à  un 
même  dénominateur.  Il  s^ensuit  que  toutes  les  valeurs 

de  X  données  par  l'expression  —  seraient  nécessaire- 
ment commensurables  entre  elles  ;  elles  ne  compren- 
draient donc  par  les  valeurs  de  x  incommensurables 
avec  celles-ci  ;  donc  la  formule,  à  ce  point  de  vue  encore, 
ne  saurait  comprendre ,  comme  on  le  dit ,  toutes  les 
valeurs  possibles  de  Tangle  x. 

Tout  considéré  ,  il  faut  s'égarer ,  se  perdre  dans  le 
monde  des  infiniment  petits,  pour  se  contenter  d'une 
telle  démonstration,  qui,  à  mon  sens ^  est  insoutenable, 
est  profondément  vicieuse. 

Il  est  une  démonstration  plus  simple  qui  est  présentée 
dans  le  traité  de  physique  de  M.  Daguin,  t.  1,  p.  51.  Là 
est  démontrée  d'abord  la  règle  du  parallélogramme  des 
vitesses,  de  la  manière  suivante  : 

c  Considérons  un  point  matériel  a  qui  parcourt  d'un 
mouvement  uniforme  une  droite  ab  (Qg.  21),  pendant 
que  cette  droite  se  transporte  parallèlement  à  elle-même, 
aussi  d'un  mouvement  uniforme,  et  de  manière  que  son 
extrémité  a  parcoure  la  ligne  droite  ac.  Le  point  maté- 
riel sera  animé  de  deux  vitesses  simultanées,  l'une  sur 
la  droite  a6,  l'autre  due  au  déplacement  de  cette  droite, 
et  le  mouvement  résultant  de  la  combinaison  de  ces  deux 
vitesses,  se  nomme  mouvement  composé. 

>  Il  résulte  de  l'observation,  que  le  mouvement  du  point 
sur  la  droite  n'est  pas  modifié  par  celui  de  cette  der- 
nière ;  et,  en  général,  que  les  vitesses  qui  animent  simul- 
tanément un  point  matériel  ne  se  modifient  pas  mutuel- 
lement. 

>  Supposons  que  le  point  matériel  a  parcoure  l'espace 
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ab  =  cd,  pendaDt  le  temps  t  que  met  la  droite  ab  à  venir 
de  ab  en  cd  ;  ce  qui  veut  dire  que  les  espaces  ab ,  ac 
sont  entre  eux  comme  la  vitesse  du  point  sur  la  droite 
afr,  et  la  vitesse  de  celle-ci  parallèlement  à  elle-même. 
On  voit  que  le  point  sera  arrivé  en  d  au  bout  de  ce 
temps  t  ;  et  comme  on  peut  dire  la  même  chose  à  tous 
les  instants  du  mouvement ,  le  mobile  aura  parcouru 
d'un  mouvement  uniforme  la  diagonale  ad.  Il  résulte 
aussi  de  là  que  la  vitesse  suivant  ad  dans  le  mouvement 
composé,  ou  vitesse  résultante ^  sera  représentée  par  la 
longueur  de  cette  diagonale ,  si  les  longueurs  ab  et  ac 
représentent  la  vitesse  du  point  sur  la  droite  ab ,  et  la 
vitesse  de  celle-ci  parallèlement  à  elle-même.  » 

De  là  l'auteur  est  conduit  à  la  règle  du  parallélo* 
gramme  des  forces. 

a  Considérons,  dit-il,  deux  forces  concourantes  appli- 
quées en  A  (Qg.  22)  et  dirigées  suivant  AB  et  AC  ;  soient 
AB  et  AC  les  vitesses  que  ces  forces  imprimeraient  sépa- 
rément au  corps  dans  un  temps  très-petit  0.  La  vitesse 
du  mouvement  composé  résultant  de  l'action  simultanée 
des  forces  sera  représentée  par  la  diagonale  AR,  et  la 
résultante  devant  produire  le  même  effet  que  les  compo- 
santes réunies,  sera  capable  de  donner  cette  vitesse  au 
corps,  pendant  le  temps  6  ;  elle  devra  donc  être  dirigée 
suivant  AR.  De  plus,  les  forces,  agissant  sur  une  même 
masse,  sont  entre  elles  comme  les  vitesses  imprimées  après 
le  même  temps.  Si  donc  AB  et  AC  représentent  les  inten- 
sités des  composantes,  la  longueur  AR  représentera 
Tinfensité  de  la  résultante.  On  voit  donc  que  la  résultante 
de  deux  forces  concourantes  est  représentée  en  grandeur  et 
en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  le^  longueurs  qui  représentent  ces  forces.  » 


ï 


Cette  démonstration  est  suffiganta  ;  toutefois ,  j'ai  à 
faire  une  observation,  une  réserve.  Etant  supposé  que 
deux  forces  sont  appliquées  à  un  point  matériel,  et  qu'on 
représente  ces  forces  par  des  droites  proportionnelles  i 
ces  même  forces  et  dirigées  comme  elles ,  il  est  certain 
qu'elles  doivent  avoir  une  résultante  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  parla  diagonale  du  parallélo- 
gramme formé  par  ces  droites  comme  on  l'a  dit.  L'on 
D*a  même  pas  besoin,  pour  fonder  le  théorème  .d'invo- 
quer l'eipérience,  et  ce  principe  admis,  que  des  forces 
agissant  sur  une  même  masse  sont  entre-elles  comme  les 
TÎtesses  imprimées  après  le  même  temps,  comme  le  fait 
M.  Daguin.  Il  peut  bien  se  faire  que  quand  un  corps  est 
soumis  à  deux  forces  appliquées  à  un  de  ses  points, 
son  mouvement  ne  soit  pas  précisément  représenté  en 
direction  et  intensité  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme de  ces  forces  ;  car  les  forces  moléculaires  de  ce 
corps  et  même  d'autres  forces  extérieures  quelconques 
peuvent  inOuer  sur  son  mouvement;  mais  cela  ne  sau- 
rait infirmer  le  principe  dont  il  s'agit.  11  n'en  est  pas 
moins  vrai  que  deux  forces  appliquées  à  ud  même  point 
matériel  se  composent,  pour  ce  point,  d'après  la  règle 
du  parallélogramme  des  forces;  seulemeat,  d'autres 
forces ,  connues  ou  inconnues,  peuvent  concourir  au 
mouvement  effectif  et  modifier  ainsi  la  direction  et  l'in- 
tensité du  mouvement  qui,  sans  cela,  serait  conforme  à 
la  résultante  des  deux  forces  données.  Le  principe  de  la 
proportionnalité  des  forces  et  des  vitesses  n'est  certain, 
incontestable,  que  pour  le  cas  ofi  le  corps  soumis  aux 
forces  serait  une  seule  masse  continue,  de  forme  abso- 
lument invariable,  et  alors  le  principe  serait  vrai,  quelle 
que  fût  la  masse  du  corps,  ainsi  que  je  l'ai  dit  précé- 
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déminent.  Or  un  point  matériel  doit  être  regardé  comme 
une  petite  masse  continue,  invariable  dans  son  étendue 
et  sa  forme,  et  Ton  conçoit  bien  qu'il  soit  tel,  en  prenant 
pour  le  représenter  une  seule  partie  élémentaire  d'un 
corps.  Ainsi  modifiée  ,  entendue,  la  démonstration 
que  j'examine  est  satisfaisante. 

On  voit  qu'elle  ne  pècbe  pas  comme  celles  relatives  à 
la  composition  des  forces  parallèles.  Il  est  facile  de 
saisir  la  différence.  Le  point  matériel ,  étant  supposé 
être  une  partie  élémentaire,  est  invariable,  inextensible, 
et  conséquemment  les  forces  quelconques  qui  agissent 
sur  ce  point  se  composent  entre  elles  suivant  la  règle  du 
parallélogramftie  des  forces  :  ici  pas  de  difficulté.  Mais  le 
corps  à  divers  points  duquel  des  forces  parallèles 
sont  appliquées  n'est  pas  absolument  invariable  dans 
sa  forme  ,  et  d'ailleurs ,  si  on  le  suppose  tel ,  con- 
trairement aux  faits,  à  l'observation,  la  résultante  des 
forces  parallèles  appliquées  à  ce  corps  devra  pouvoir 
être  appliquée  à  un  de  ses  points  quelconques,  contrai 
rement  aux  théorèmes  que  j'ai  critiqués. 

Dans  le  Cours  de  Mécanique  de  ï Ecole  poly technique,  de 
M.  Sturm,  t.  1,  p.  3,  je  trouve  une  démonstration  que  je 
crois  devoir  reproduire. 

c  Soit  un  losange  ÂBCD  (fig.  23),  de  forme  inva- 
riable :  appliquons  aux  points  A  et  C  quatre  forces 
égales  dirigées  suivant  les  côtés  AB ,  AD,  CB,  CD.  On 
peut  regarder  comme  évident  que  les  forces  égales  appli- 
quées en  A  donnent  une  résultante  dirigée  suivant  la 
bissectrice  AC  de  l'angle  BAC,  et  que  les  forces  appli- 
quées en  C  donnent  une  résultante  égale  et  directement 
opposée  à  la  première.  Le  système  reste  donc  en  équi- 
libre sous  Taction  des  quatre  forces. 
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>  Cela  posé ,  soit  f  une  commune  mesure  aux  forces 

P  et  Q  (appliquées  au  point  Â),  et  admettons»  pour  fixer 

les  idéeS;  que  Ton  ait 

» 

P  =  4^Q  =  3/'; 

partageons  ÂB  (fig.  24)  en  quatre  parties  égales  et 
ÂC  en  trois  parties  égalés  entre  elles  et  par  consé- 
quent égales  aux  premières.  Menons  EH,  FI,  GK  pa- 
rallèles à  AC,  et  MS,  LN  parallèles  à  AB. 

>  Nous  ne  troublerons  pas  Tétat  du  système  en  appli- 
quant aux  sommets  L  et  E,  M  et  F,  C  et  6,  H  et  B,  I  et 
N,  K  et  S  des  losanges  LE,  MF,  CG,  HB,  IN,  KS,  et  sui- 
vant les  côtés  de  ces  losanges,  des  forces  égales  à  F. 
Mais  les  forces  égales  et  contraires  appliquées  aux  extré- 
mités des  droites  HE,  IF,  KG,  MS,  LN  se  détruisent.  Donc 
il  ne  reste  que  quatre  forces  égales  à  f  dirigées  suivant 
CD,  et  trois  forces  égales  à  f  dirigées  suivant  BD.  Les 
quatre  premières  se  composent  en  une  seule  égale  à  P , 
que  Ton  peut  supposer  appliquée  au  point  D,  et  de  même 
les  trois  autres  donnent  une  résultante  égale  à  Q  et  appli- 
quée au  même  point'D. 

»  Il  résulte  delà  que  le  système  des  deux  forces  P  etQ 
appliquées  en  A  peut  être  remplacé  par  deux  forces  P  et 
Q  appliquées  au  point  D.  Donc  la  résultante  passe  par 
le  point  D  ;  mais  elle  passe  déjà  par  le  point  A;  donc 
elle  est  dirigée  suivant  AD. 

>  Nous  avons  supposé  que  les  forces  P  et  Q  étaient 
commensurables  entres  elles  ;  si  elles  étaient  incommen- 
surables ,  en  employant  un  mode  de  raisonnement  bien 
connu,  on  ferait  voir  que,  dans  ce  cas,  la  résultante  est 
encore  dirigée  suivant  la  diagonale  AD. 

0  Après  avoir  trouvé  la  direction  de  la  résultante,  il 


reste  à  montrer  que  sa  grandeur  est  représentée  par  la 
longueur  de  la  diagonale  AD. 

»  Imaginons  une  force  ÂE  (fig.  25)  égale  à  la  résul- 
tante inconnue  et  dirigée  suivant  le  prolongement  de  la 
diagonale  ÂD.  Cette  force  fera  équilibre  aux  forces  P  et 
Q.  Par  conséquent  la  résultante  des  forces  P  et  ÂE  sera 
dirigée  dans  le  prolongement  ÂF  de  la  droite  ÂG.  Or» 
d'après  le  numéro  précédent,  cette  direction  doit  être 
celle  de  la  diagonale  du  parallélogramme  AEFB.  Donc 
les  deux  triangles  AËF,  DAC  seront  égaux  comme  ayant 
un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux ,  savoir  : 
EF  ==  CD,  puisque  EF  =  AB  =  CD  ;  les  angles  AFE  et 
ACD  égaux  comme  alternes  internes  ;  les  angles  AEF  et 
ADC  égaux  par  la  même  raison.  Donc  AE  =  AD.  Donc  la 
diagonale  représente  bien  l'intensité  de  la  résultante,  d 

Cette  démonstration  est  rationnelle.  Il  est  vrai  que, 
pour  démontrer  sa  première  partie,  relative  à  la  direc- 
tion de  la  résultante,  on  suppose  des  forces  appliquées 
à  un  système  de  points  séparés  et  invariablement  liés 
entre  eux,  et  que  sans  doute  la  nature  ne  nous  offre  pas 
des  corps,  des  molécules  dans  cette  condition  de  liaison 
absolue.  Mais  cette  hypothèse  étant  posée,  la  démons- 
tration est  rigoureuse.  D'ailleurs^  une  molécule  élémen- 
taire est  un  tout  continu  invariable,  inextensible,  dans 
lequel  on  peut,  par  la  pensée,  considérer  autant  de  points 
qu'on  voudra,  placés  comme  on  voudra,  et  auquel  par 
conséquent  on  peut  appliquer  le  raisonnement  dont  il 
s'agit.  La  démonstration  est  donc  réellement  fondée, 
quelles  que  soient  d'ailleurs  les  forces  qui  agissent  sur 
un  même  point  dans  la  molécule  élémentaire  ou  en  de- 
hors de  cette  molécule. 

Il  est  une  autre  démonstration  qui  a  beaucoup  d'ana- 
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logie  avec  celle-ci  et  qui  est  contenue  dans  le  cours 
abrégé  de  Mécanique  de  M.  Leclert,  p.  72  et  78.  Elle  est 
également  rationnelle  et  admissible. 

Visiblement,  par  l'application  de  la  règle  du  parallé- 
logramme des  forces,  on  peut  déterminer  la  résultante  de 
tant  de  forces  qu'on  voudra,  appliquées  à  un  même  point 
A,  et  dirigées,  arbitrairement  dans  Tespace.  En  effets  la 
résultante  de  deux  des  forces  données  pourra  se  composer 
avec  une  autre  force  ;  Ton  aura  ainsi  une  nouvelle  résul- 
tante composable  avec  une  autre  force,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  l'épuisement  des  forces  données. 

Visiblement  aussi,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut 
décomposer  une  force  donnée  R  en  deux  autres  P  et  Q 
dirigées  suivant  des  lignes  données  ÂP,  AQ  (fig.  24) , 
pourvu  que  ces  directions  et  celle  de  la  force  R  soient 
comprises  dans  un  même  plan  et  concourent  en  un 
même  point  A.  Les  composantes  P  et  Q  ainsi  obtenues, 
on  pourra  de  même  décomposer  chacune  d'elles,  et  de 
cette  manière  arriver  à  décomposer  une  force  en  tant 
d'autres  qu'on  voudra  suivant  des  directions  quelconques. 

On  montre  aisément,  en  appliquant  la  règle  du  paral- 
lélogramme des  forces,  que  si  trois  forces  X,  Y,  Z, appli- 
quées à  un  même  point  A  (fig.  24)  dans  l'espace,  sont 
représentées  par  les  trois  lignes  AB,  AC,  AD  et  qu'on 
achève  le  parallélipipède  A...  F,  la  résultante  R  de  ces 
trois  forces  sera  représentée  par  la  diagonale  AF  de  ce 
parallélipipède. 

S  4.  —  Composltloi^et  décompasltton  de»  «•nple». 

Poinsot  a  nommé  couple  l'ensemble  de  deux  forces , 
telles  que  P, — P  (fig.  26),  égales  parallèles  et  contraires. 


mais  appliquées  à  divers  points  d'une  droite  rigide^  inex- 
tensible. La  perpendiculaire  commune  AB,  menée  entre 
les  directions  des  deux  forces  est  le  bras  de  levier  du 
couple,  et  le  produit  P  X  AB  de  Tune  des  forces  par  le 
bras  de  levier  en  est  le  moment. 

Pour  fonder  sa  théorie  des  couples,  il  commence  par 
établir  que  les  deux  forces  P,  —  P  d'un  couple  ne  peu- 
vent avoir  de  résultante  ou,  en  d'autres  termes,  qu'il  ne 
peut  y  avoir  une  force  unique  qui  fasse  équilibre  à  ces 
deux  forces  égales,  parallèles  et  de  sens  opposés.  Il  rai- 
sonne ainsi  : 

a  Imaginons,  s'il  est  possible,  qu'une  force  unique  R 

fasse  équilibre  aux  deux  forces  P  et  —  P,  parfaitement 
égales,  parallèles  et  contraires. 

>  D'abord,  quelle  que  soit  la  position  de  cette  force  uni* 
que  à  l'égard  des  deux  proposées,  on  lui  trouvera  sur- 
le-champ^  dans  un  sens  contraire^  une  autre  position 
toute  semblable  à  l'égard  des  mêmes  forces  ;  car  tout  est 
égal  de  part  et  d!autre.  Si  donc  R  fait  équilibre  aux 
deux  forces  P  et  —  P,  il  y  a  une  autre  force  —  R  égale, 
parallèle  et  de  sens  opposé,  qui  leur  ferait  ainsi  équilibre. 
Ajoutez  cette  seconde  force  —  R;  et,  pour  ne  rien 
changer,  détruisez-la  immédiatement  par  une  force  R' 
égale  et  contraire.  Il  y  aura  donc  équilibre  entre  les 
cinq  forces  R,  P,  —  P,  —  R  et  R'.  Mais  il  y  a  équilibre 
entre  les  trois  forces  P,  —  P  et  —  R  ;  donc  il  y  aurait 
équilibre  entre  les  deux  forces  restantes  R  et  B';  ce  qui 
est  impossible,  puisque  ces  deux  forces  égales  et  paral- 
lèles agissent  dans  le  même  sens.  Ainsi^  les  deux  forces 
P  et  —  P  ne  peuvent  être  tenues  en  équilibre  par  une 
simple  force,  et,  par  conséquent,  elles  n'ont  point  de 
résultante  unique.  » 
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CoDfiidérant  uiï  couple  comme  tendant  à  faire  tourner 
son  bras  de  levier  sur  son  milieu/ il  pose  ce  lemme  : 

Un  couple  qitekonque  peut  être  transporté  partout  où 
ton  voudra  dans  son  plan^  ou  dans  tout  autre  plan  parai- 
lUe  et  tourné  comme  on  voudra  dans  ce  plan  y  sans  que  son 
effet  sur  le  corps  auquel  il  est  appliqué  en  soit  changé^ 
pourvu  qu*on  suppose  le  nouveau  bras  de  levier  invariable- 
ment attaché  au  premier. 

Pour  démontrer  cette  proposition»  il  la  décompose  en 
deux  autres. 

€  Soit  d'abord,  dit-il,  le  couple  (P,  —  P)  (fig.  27) 
appliqué  perpendiculairement  sur  ÂB  ;  prenons  où  Ton 
voudra,  dans  le  plan  de  ce  couple  ou  dans  tout  antre 
plan  parallèle,  la  droite  CD,  égale  et  parallèle  à  AB  ;  joi- 
gnons AD  et  BC,  qui  seront  dans  un  même  plan,  et  se 
couperont  visiblement  au  milieu  f  de  leurs  longueurs 
respectives;  et  supposons  enfin  les  droites  AB  et  CD  liées 
entre  elles  d'une  manière  invariable. 

»  Si  Ton  applique  sur  la  ligne  CD,  parallèlement  aux 
forces  P  et  — -  P,  deux  couples  contraires  (P',  —  F), 
(P'',  —  F^  égaux  entre  eux  et  au  couple  proposé 
(P,  —  P),  il  est  évident  que  ces  deux  couples  se  détrui- 
sent d'eux-mêmes^  et  que^  par  conséquent,  l'effet  du 
couple  (P,  —  P)  ne  sera  pas  changé.  Mais,  d'un  autre 
côté,  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  couples  (P,  —  P), 
et  (P",' —  P")  se  détruisent  aussi. d'eux-mêmes,  car  le 
point  I  étant  à  la  fois  le  milieu  des  deux  lignes  AD  et 
BC,  les  deux  forces  égales  et  parallèles  P  et  P",  appli- 
quées sur  AD,  donnent  une  résultante  parfaitement  égale 
et  opposée  à  la  résultante  des  deux  forces  —  P  et  —  P", 
appliquées  sur  BC.  On  peut  donc  supprimer  les  deux 
couples  (P,  —  P),  (P",  —  F),  et  il  ne  reste  plus  que  le 
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couple  {P,  —  P'),  appliqué  sur  CD,  lequel  n'est  autre 
chose  que  le  couple  primitif  qu'on  aurait,  pour  ainsi 
dire,  transporté  parallèlement  à  lui-même,  de  manière 
que  son  bras  de  levier  AB  fût  venu  dans  la  position 
parallèle  CD.  » 

>  Soit,  en  second  lieu,  le  couple  (P,  —  P)  (fig.  28) 
appliqué  perpendiculairement  sur  ÂB.  Tirons  dans  le 
plan  de  ce  couple,  sous  un  angle  quelconque  avec  ÂB, 
la  droite  CD  =  AB,  et  supposons  que  ces  deux,  droites 
se  coupent  au  milieu  I  de  leurs  longueurs  respectives  et 
soient  invariablement  fixées  entre  elles. 

9  Si  l'on  applique  à  angle  droit  sur  CD  deux  couples 
contraires  (P',  —  F),  (F',  —  P")  égaux  entre  eux  et  au 
couple  proposé  (P,  —  P),  ces  deux  couples  se  détruiront 
d'eux-mêmes,  et,  par  conséquent,  l'effet  du  couple 
P,  —  P)  ne  sera  pas  changé.  Mais,  d'un  autre  côté,  les 
deux  couples  (P,  —  P),  (P^',  —  P^'),  se  détruisent  aussi 
d'eux-mêmes  :  car,  avec  un  peu  d'attention,  on  voit  que 
les  deux  forces  égales  P  et  —  F',  qui  se  rencontrent  en 
6,  donnent  une  résultante  égale  et  directement  opposée 
à  la  résultante  des  deux  forces  —  P  et  P'^  qui  se  rencon- 
trent en  H.  On  peut  donc  supprimer  les  deux  couples 
(P,  —  P),  (P"  —  P''),  et  il  ne  reste  plus  que  le  couple 
(F  —  P')  appliqué  sur  CD,  lequel  n'est,  pour  ainsi  dire, 
que  le  couple  primitif  qu'on  aurait  tourné  dans  son  plan, 
de  manière  que  son  bras  de  levier  AB  fût  venu  dans  la 
position  oblique  CD.  » 

De  ces  deux  propositions  réunies  ,  l'auteur  conclut 
aisément  le  lemme  en  question. 

De  là  passant  à  la  transformation  des  couples  et  à 
leur  mesure,  il  pose  cet  autre  lemme  : 

Un  couple  quelconque  (P,  —  P)  (fig,  29)  appliqué  sur 
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tm  broi  de  levier  ÂB^  peut  être  changé  en  un  autre 
(0» — Q)  de  même  sens,  appliqué  sur  un  bras  de  levier 
BC  différent  du  premier^  pourvu  qu'ion  aà  P  :  Q  ::  BC  :  AB , 
omPxAB  =  QxBC,  c'est-à-dire  pourvu  que  les  mo- 
ments de  ces  couples  soient  égaux. 

c  Prenons  ,  en  effet ,  dit-il ,  sur  le  prolongement  de 
AB  une  partie  quelconque  BC^  et  appliquons  sur  BG  , 
parallèlement  aux  forces  P  et  —  P,  deux  couples  (Q, 

—  Q)»  (Q't  —  Q^)  égaux  et  contraires  :  leur  effet  sera 
absolument  nul,  et,  par  conséquent ,  celui  du  couple 
(P, — Pjne  sera  pas  changé.  Mais ,  d'un  autre  côté,  si  l'on 
suppose  que  les  forces  P  et  Q,  et,  par  conséquent ,  P  et 
Q\  sont  en  raison  inverse  des  lignes  ABetBC,  leur  résul- 
tante qui  est  égale  à  P+Q^  passe  en  B,  et  détruit  évi- 
demment les  forces  contraires — P, — Q'qui  s'y  trouvent. 
On  peut  donc  supprimer  les  quatre  forces  P,Q',  —  P, 
— Q',  et  il  ne  reste  plus  que  le  couple  (Q, — Q)  appliqué 
surBC,  lequel  remplace  le  couple  proposé  (P,  —  P)  ap- 
pliqué sur  AB.  n 

Poinsot  conclut ,  comme  corollaire  de  ce  lemme ,  que 
les  effets  des  couples  sont  proportionnels  à  leurs  mo- 
ments. 

or  En  effet,  dit-il,  on  peut  voir  d'abord  que  deux  cou- 
ples ^P,  — P),  (Q, — Q)  (fîg.  30),  qui  agissent  sur  les  bras 
de  leviers  égaux  AB,  CD,  sont  entre  eux  comme  les  forces 
P  et  Q  de  ces  couples  :  car,  si  l'on  suppose  les  forces 
P  et  Q  entre  elles  comme  deux  nombres  entiers,  comme 
5  et  3,  par  exemple ,  en  partageant  chaque  force  P  et 

—  P  en  5  forces  égales ,  et  chaque  force  Q  et  —  P  en 
trois  forces  égales  entre  elles  et  aux  premières  ,  od 
pourra  considérer  le  couple  (P, — P)  comme  la  somme 
de  5  couples  égaux  et  de  mêmes  sens,  appliqués  parfai- 
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tement  l'un  sur  l'autre,  et  le  couple  (Q,  —  Q)  comme  la 
somme  de  trois  couples  égaui  entre  eux  et  aux  premiers , 
aussi  appliqués  l'un  sur  l'autre.  Les  intensités  des  cou-* 
ples(P, — P),  (Q, — Q),  seront  donc  entre  elles  comme 
5  et  3,  ou  comme  P  à  Q.  Si  les  forcée  P  et  Q  sont  in- 
commensurables, on  fera  le  raisonnement  connu. 

»  Maintenant  soient  deux  couples  quelconques  (P, — P) , 
(Q» — Q)»  soient  p  le  bras  de  levier  du  premier,  et  q  le 
bras  de  levier  du  second  :  le  couple  (Q, — Q) ,  agissant 

sur  la  ligne  9,  est  équivalent  au  couple  (-  Q,  —  -  Q)  »  qui 

agirait  sur  la  ligne  p;  car  les  moments  sont  égaux  de 

part  et  d'autre,  le  premier  étant  Qq ,  et  le  second  -  Qp 

P 
=  Qq.  Ainsi,  au  lieu  des  deux  couples  proposés,  on  a 

ces  deux-ci  (P,  —  P),  (-Q,  —  -Qjqui   ont  un  même 

bras  de  levier  p.  Mais  les  intensités  M  et  N  de  ces  deux 
couples  sont  entre  elles  comme  leurs  forces,  et,  par  con- 
séquent, ronaM:N::P:-Q,  ou  bien  M:N::P/>:Q9. 

»  Puisque  deux  couples  sont  entre  eux  dans  le  rap- 
port de  leurs  moments ,  il  s'ensuit  que  le  moment  d'un 
couple  est  la  mesure  de  son  effort  ou  de  son  intensité  : 
car  si  l'on  prend  pour  unité  de  couple  celui  qui  est  com- 
posé de  deux  forces  égales  à  l'unité  de  force  ,  appliqué 
sur  un  bras  de  levier  égal  à  Tunité  de  ligne ,  le  couple 
(Py — P)  au  bras  de  levier  p  contiendra  autant  de  fois 
l'unité  de  couple  que  le  moment  PXp  contiendra  le  mo- 
ment 1x1»  c'est-à-dire  contiendra  l'unité.  > 

L'auteur ,  s'occupant  ensuite  de  la  composition  des 
couples»  présente  ce  premier  théorème  : 
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Deuœ  couples  situés  comme  on  voudra  dans  le  même 
plan  ou  dans  des  plans  parallèles^  se  composent  toujours  en 
un  seul ,  qui  est  égal  à  leur  somme ,  s*ils  tendent  à  faire 
tourner  dans  le  même  sens^  ou  égal  à  leur  différence  s  ils 
tendent  à  faire  tourner  en  sens  contraires. 

c  En  effet  ^  dit-il ,  on  peut  d'abord  ramener  ces  deux 
couples  dans  un  même  plan,  ensuite  ramener  leurs  forces 
au  parallélisme^  enfin  les  changer  en  deux  autres  équi- 
valents qui  auraient  un  même  bras  de  levier,  et  alors  les 
appliquer  l'un  sur  l'autre. 

»  Soient  P  et  Q  les  forces  composantes  des  deux  cou- 
ples^ p  et  f  leurs  bras  de  levier  respectifs  ;  et  soit  D  la 
longueur  du  bras  de  levier  commun  aux  deux  couples 
transformés.  Au  lieu  du  couple  (P, — P)  au  moment  P/) , 
on  substituera  le  couple  équivalent  (F, — F),  dont  le 
moment  P'D  serait  égal  à  Pp.  On  substituera  de  même  , 
à  la  place  du  couple  (Q,  —  Q)  au  moment  Q9,  le  couple 
(Q'»  —  (y)  au  moment  Q'D=Q7;  et  ces  deux  couples 
transformés  étant  appliqués  l'un  sur  l'autre,  sur  le 
même  bras  de  levier  D,  on  aura  un  couple  unique  résul- 
tant ({F-hQ'),  — (P'+Q')l,  dont  le  moment  sera 

(FH-QOD,  ou  FD-HQ'D^PpH-Qg. 

>  Ainsi  le  moment  résultant  sera  égal  à  la  somme  des 
moments  composants,  ou  bien  à  leur  différence ,  selon 
que  les  forces  V  et  Q',  qui  agiront  à  la  même  extrémité 
du  bras  de  levier  D,  seront  de  même  sens  ou  de  sens 
contraires,  d  • 

Puis  Poinsot  en  tire  le  corollaire  suivant  : 
c  On  voit  donc,  en  combinant  ainsi  les  couples  deux 
à  deux,  que  tant  de  couples  qu'on  voudra^  situés  d'une 
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manière  quelconque  dans  un  même  plan  ou  dans  des 
plans  parallèles,  se  réduiront  toujours  à  un  seul,  égal  à 
la  somme  de  ceux  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  un 
sens,  moins  la  somme  de  ceux  qui  tendent  à  faire  tour- 
ner dans  le  sens  contraire.  Et  réciproquement,  on  pourra 
décomposer  un  couple  donné  en  autant  d'autres  qu'on 
voudra,  situés  dans  le  même  plan  ou  dans  des  plans  pa- 
rallèles. On  pourra  même  prendre  à  volonté  tous  ces 
couples^  hors  un  seul  ;  car  il  suffira  que  la  somme  de 
ceux  qui  agissent  dans  le  même  sens,  moins  la  somme 
de  ceux  qui  agissent  en  sens  contraire,  soit  égale  au 
cou|ile  proposé.   » 

Théorème  S. 

Deux  couples  situés  comme  on  voudra  dans  deux  plans 
qui  se  coupent  sous  un  angle  quelconque,  se  composent  tou- 
jours en  un  seul.  Et  si  Von  représente  les  moments  de  ces 
couples  par  les  longueurs  respectives  de  deux  droites  ti- 
rées sous  un  angle  égal  à  celui  de  deua>  planât  et  qu^on 
achhoe  le  parallélogramme  y  le  moment  du  couple  résultant 
sera  représenté  par  la  diagonale  de  ce  parallélogramme ^ 
et  le  plan  de  ce  couple  partagera  V angle  que  font  entre  eux 
les  plans  des  couples  composants^  comme  la  diagonale  du 
parallélogramme  partage  r angle  que  font  les  deux  côtés 
adjacents. 

c  Soient,  en  effets  dit  Poinsot,  les  deux  couples  pro- 
posés/situés dans  les  deux  plans  ÂGM*,  AGN  (iig.  31)^ 
qui  se  rencontrent  suivant  ÂG;  et  supposons  qu'on  ait 
d'abord  changé  ces  deux  couples  en  deux  autres  res- 
pectivement équivalents,  qui  auraient  un  même  bras  de 
levier. 
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»  Ea  quelque  lieu  que  soit  situé  le  couple  (P,  —  P) 
dans  le  plan  ÂGM,  ou  pourra  le  rameuer  dans  ce  plan 
à  angle  droit  sur  l'intersection  ÂG,  de  ofianière  que  son 
bras  de  levier  ÂB  tombe  sur  Tintersection  ÂG.  De  même, 
en  quelque  lieu  que  soit  situé  le  couple  (Q, — Q)  dans 
le  plan  ÂGN,  on  pourra  le  ramener  aussi  à  angle  droit 
sur  la  même  intersection,  et  de  manière  que  son  bras  de 
levier,  égal  au  premier,  coïncide  avec  lui  en  ÂB. 

»  Alors  les  deux  forces  P  et  Q  appliquées  en  Â  se 
composeront  en  une  seule  R  appliquée  au  même  point 
A^  et  représentée  par  la  diagonale  AR  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  lignes  AP,  AQ^  qui  re- 
présentent les  forces  P  et  Q.  Les  deux  forces  — P,  — Q, 
appliquées  en  B,  se  composeront  aussi  en  une  seule  —  R 
appliquée  en  B,  parfaitement  égale,  parallèle  et  con-- 
traire  à  la  première  ;  et  Ton  aura,  au  lieu  des  deux  cou- 
ples (P,  —  P),  (Q,  — Q),  le  couple  unique  (R,  —  R)  ap- 
pliqué sur  le  même  bras  de  levier  AB. 

»  Puisque  ces  trois  couples  ont  un  même  bras  de  le- 
vier, leurs  moments  respectifs  sont  proportionnels  aux 
valeurs  des  trois  forces  P,  Q,  R.  Donc,  si  l'on  repré- 
sente les  moments  des  deux  couples  composants  par  les 
deux  lignes  AP,  AQ  qui  leur  sont  proportionnelles,  le 
moment  du  couple  résultant  sera  représenté  par  la  dia- 
gonale AR  du  parallélogramme  APRQ  construit  sur  ces 
lignes.  Or,  il  est  visible  que  les  angles  formés  par  les 
trois  lignés  AP,  AQ,  AR,  mesurent  les  angles  que  font 
les  trois  plans  ;  donc  le  plan  du  couple  résultant  partage 
l'angle  des  deux  autres  plans,  comme  la  diagonale  AR 
partage  l'angle  PAQ  des  deux  côtés  adjacents  AP,  AQ. 
Donc,  etc.  x> 
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Corollaire. 

« 

«  On  pourra  donc  toujours  réduire  à  un  seul  tant  de 
couples  que  Ton  voudra^  appliqués  à  un  corps  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace;  car,  en  les  compo- 
sant successivement  deux  à  deux,  comme  nous  venons 
de  faire^  on  arrivera  nécessairement  à  un  couple  unique 
dont  on  connaîtra  le  plan  et  la  grandeur^  et  qui  sera 
équivalent  à  tous  les  autres.  Réciproquement,  on  peut 
toujours  décomposer  un  couple  en  deux  autres  situés 
dans  deux  plans  donnés,  pourvu  que  ces  plans  et  celui 
du  couple  proposé  se  rencontrent  suivant  une  même 
droite  (ou  suivant  des  droites  parallèles  ;  car,  en  trans- 
portant le  plan  de  Tun  de  ces  couples  parallèlement  à 
lui-môme,  ce  qui  est  permis,  on  rassemblerait  leurs  trois 
intersections  parallèles  ennine  seule) 

»  Au  lieu  de  déterminer  la  position  d'un  couple  par 
celle  de  son  plan,  on  peut,  dit  Poinsot,  la  déterminer 
par  la  direction  d^une  droite  quelconque  perpendiculaire 
à  ce  plan  et  que  l'on  pourra  nommer  Vaxe  du  couple. 
Puisqu*un  couple  peut  être  supposé  appliqué  où  l'on 
voudra  dans  son  plan  ou  dans  tout  autre  plan  parallèle, 
il  est  visible  que  l'on  connaîtra  la  position  d*un  couple 
dans  l'espace,  lorsque  l'on  connaîtra  la  direction  de  son 
axe  :  car^  en  élevant  oii  l'on  voudra  sur  cet  axe  un  plan 
perpendiculaire,  on  pourra  prendre  ce  plan  pour  celui 
du  couple  proposé.  Ainsi  la  position  de  différents  cou- 
ples parallèles  peut  être  donnée  par  une  seule  droite 
perpendiculaire  à  tous  ces  couples,  et  qui  en  sera,  pour 
ainsi  dire,  Taxe  commun.  » 

Dans  cet  ordre  d'idées,  Poinsot  s'est  livré  à  diverses 
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considérationa  ;  il  a,  Dotamment,  remplacé  son  second 
théorème  par  le  suivant,  qu'iji  a  nommé  le  paralUlo^ 
gramme  des  couples  : 

Si  deux  couples  LetM  sont  représentés,  pour  leurs  accès 
et  pour  leurs  grandeurs,  par  les  côtés  AL  et  AM  d'un  parai- 
lélogramme  ALGM,  ces  deux  couples  se  composent  en  un 
seul  G  représenté^  pour  son  axe  et  pour  sa  grandeur ^  par 
la  diagonale  de  ce  parallélogramme. 

Sous  ce  titre  :  Composition  des  forces  dirigées  comme  on 
voudra  dans  l'espace,  Poinsot  ajoute  les  considérations 
suivantes  relatives  aux  couples  : 

«  Soient  tant  de  forces  que  Ton  voudra,  P,  P^  P^,  etc., 
appliquées  d'une  manière  quelconque  dans  Tespace  à  un 
corps  ou  système  libre. 

9  Je  considère  d'abord  l'une  d'elles,  la  force  P  (fig.  32), 
par  exemple,  qui  est  appliquée  au  point  B.  Ensuite,  au 
point  A,  arbitrairement  pris  dans  ce  corps,  ou  au  dehors 
(pourvu  qu'on  l'y  suppose  invariablement  fixé),  j'ap- 
plique deux  forces  contraires  P',  -^  F,  égales  et  paral- 
lèles à  la  force  P.  Il  est  clair  que  je  n'ai  rien  changé 
à  l'état  du  système*  Mais  je  puis  considérer  maintenant, 
au  lieu  de  la  force  P  appliquée  en  B,  la  force  P'  appliquée 
en  A^  et  le  couple  (P,  —  P');agi8sant  sur  la  droite  AB.  Si, 
pour  plus  de  clarté,  on  traosiporte  ce  couple  ailleurs , 
daiis  un  jplaq  quelconque  .parallèle  au  sien,  il  ne  restera 
au  jpoint  A  que  la  force  P'  égale  et  parallèle  à  la  force  P, 
et  qui  n'est  en  quelque  Borle  que  cette  méine  force  P 
qu'on  aucait  (transportée  j^arallèlement  à  elle-mèine  de 
Bien  A. 

i)  Si  ^l'on  fait  la  même  ;U?an8fonnaUon  pq^r  toi&tes  les 
forces  du  système  à  l'égard  du  m^w^  point  A^  il  -acst 
ite  ^wd  Routes  ces  iorces  viendront  s'y  réunir |>a- 


rallèlemex)t  à  elle^-m^pijçs,  mais  flp^J  y  ^ura  de  plj^^^ 
dans  le  système*  autant  de  couples  appliqués  provenant 
de  chaque  transformation.  Or  toutes  les  forces  appli- 
quées au  point  A  se  composeront  en  une  seule  R,  et  tpus 
les  couples  en  un  seul  couple  (S^  —  S)  (fig.  33)  appliqua 
sur  une  certaine  droite  BG. 

»  Ce  qui  nous  apprend  que  tant  de  forces  que  Pon 
vQudraf  appliquées  d*une  manière  quelconque  à  un 
corps,  peuvent  toujours  se  réduire  à  une  seule  force  qui 
passe  par  un  point  donné  à  volonté^  ,et  à  un  seul  couple, 
dont  le  plan  sera,  en  général^  incliné  à  la  direction  de  la 
force. 

»  «Observons,  sur-le-channp,  que  laquantité^  la,(Jirecr 
tion  et  le  sens  de  la  résultante  R  seront  toujours  \^p 
m,èmes ,  en  quelque  lieu  qu'ofî  ait  pris  le  pçin.t  A.  En 
variant  la  position  de  cç  point,  la  résultante  R  ne  fer^ 
que  se  transporter  parallèlement  à  elle-^èi;ne  e^n  diffé- 
rents lieux  de  l'espace  ;  mais  le  plan  et  la  grandeq^ 
di^  couple  résultant  (S,  — S)  chçtngeroat  ;iécess.^r 
rament. 

»  Or ,  parmji  cette  infinité  ^de  réductions  re(lativçs  à 
tous  les  points  A  de  Tespace,  il  y , en  ^  une  .distinguée  de 
toutes  les  autres,  eq  ce  que  le  plap  du  couple  ;résultaqt 
est  perpendiculaire  à  Jia  direction  de  la  ^'ésultante.  C'est 
ce  qu'on  peut  démontre^  ici  d'une  manière  très-prompte. 
Car,  tout  étaq^t  Réduit  à  la  seule  force  R  et  au  ^eul  couple 
(Sy  —  S)  par  rapport  à  un  point  copnu  A  ,  ima^i^ez 
qu'on  décompose  ce  couplp|{S,  —  S)  en  deux  autre^, 
Tun  (T ,  —  T)  qui  tombe  dfins  un  plan  perpe^ndiculaire 
à  la  direo^Qu  ^e  Ift  ^ésul;tante,  et  Taytre  (V ,  —  V^  daos 
un  plan  .qui  passe  par  cette  d^irecjtion  ^jR.  ^Si^  4aq^  /ce 
jpjlao ,  où  se  .trouvent  à  1^  fois  le  couple  ( V,  —  V^  ,et  jia 
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force  R ,  on  transporte  cette  force  parallèlement  à  elle- 
même  de  A  en  0  d*un  tel  côté,  et  à  une  telle  distance 
AO,  que  le  couple  (R,  —  R),  né  de  cette  translation, 
soit  égal  et  contraire  au  couple  (V,  —  V)  et  le  détruise, 
il  ne  restera  plus  que  la  seule  force  R,  appliquée  au  nou- 
veau point  0,  avec  le  seule  couple  (T,  —  T)  qui  est  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  force. 
Ainsi,  tant  de  forces  quon  voudra  sont  toujours  réductibles 
à  une  seule  force  et  à  un  seul  couple  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  force  :  de  sorte  qu*il  y 
a  toujours  dans  l'espace  une  certaine  droite  déter- 
minée OR  qui  peut  servir  à  représenter  tout  à  la  fois 
la  direction  de  la  résultante  et  Taxe  du  couple  résul- 
tant. 

»  Cette  réduction  est  unique  :  je  veux  dire  qu'il  n*y 
a  dans  l'espace  aucun  autre  lieu  où  l'on  puisse  trouver 
le  couple  résultant  perpendiculaire  à  la  résultante.  Car 
maintenant,  de  quelque  côté  qu'on  veuille  transporter  la 
force  R  hors  de  sa  position  actuelle  OR,  elle  produira 
un  couple  (R,  —  R)  perpendiculaire  au  couple  (T,  — T), 
et  ces  deux  couples,  étant  composés  en  un  seul,  don- 
neront le  nouveau  couple  résultant  nécessairement  incliné 
au  couple  (T,  —  T);  et  même  toujours  plus  grand, 
puisque  les  deux  composants  sont  rectangulaires  entre 
eux.  D'oii  l'on  voit,  non-seulement  que  le  couple  (T,  —  T) 
est  le  seul  qui  puisse  être  perpendiculaire  a  la  direc- 
tion de  la  résultante,  mais  qu'il  est  encore  le  plus  petit 
de  tous  les  couples  résultants  qu'on  peut  trouver  par 
rapport  à  tous  les  points  de  Tespace.  On  voit  en  même 
temps  que,  pour  des  points  pris  autour  de  OR^  à  égales 
distances  de  cette  droite,  les  couples  résultants  ont  des 
valeurs  égales,  et  sont  dans  des  plans  différents,  mais 
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également  inclinés  à  cet  axe  OR,  qu'on  peut  ainsi  nongmer 
Vaxe  central  des  couples  du  système.  En  s'éloignant  de 
cet  axe,  on  trouve  des  couples  toujours  pliis  grands  et 
qui  croissent  sans  bornes  ;  mais  ils  ont  tous  cette  com^ 
mune  propriété,  que  chacun  d'eux,  estimé  sur  le  plan 
perpendiculaire  à  la  direction  constante  de  la  force  R, 
donne  le  même  couple  (T, — T)  ;  d'où  l'on  voit  que  la 
valeur  de  ce  couple  minimum  s'obtient  tout  de  suite  en 
prenant  un  couple  résultant  quelconque  (S ,  —  S)  et  le 
multipliant  par  le  cosinus  de  son  inclinaison  au  plan 
dont  il  s'agit.  y> 

Ces  spéculations  sur  les  couples  ne  sont  pas  ration- 
nelles; car,  sous  un  rapport»  elles  ne  peuvent  être  prises 
dans  un  sens  absolu  qu'à  la  condition  de  supposer  que 
le  corps  auquel  sont  appliquées  les  forces  parallèles 
et  contraires  est  absolument  rigide,  inextensible  ;  tandis 
que,  sous  un  autre  point  de  vue,  si  le  corps  était 
absolument  tel,  il  serait  dans  l'impossibilité  de  tour- 
ner, d*avoir  le  mouvement  de  rotation  qu'on  le  suppose 
susceptible  de  prendre  autour  d'un  point  situé  au 
milieu  de  son  bras  de  levier. 

Je  l-ai  déjà  dit,  et  cela  est  évident,  l'inflexibilité, 
rinextensibilité  d'une  droite»  d'une  barre,  d'un  corps  de 
forme  quelconque ,  ne  pourraient  être  absolues  que  dans 
le  cas  où  cette  droite,  cette  barre,  ce  corps  serait  d'une 
seule  pièce,  sans  aucune  division  réelle  de  parties.  Or,  je 
l'ai  dit  aussi»  en  ce  cas ,  le  corps  ne  pourrait  se  mouvoir 
que  parallèlement  à  îui-même  et  à  la  fois  dans  sa  totalité  ; 
il  ne  pourrait  tourner  sur  lui-même ,  sur  un  point  quel- 
conque, car  cette  rotation  impliquerait  que  la  vitesse  du 
mouvement  exécuté  diminuerait  continûment  de  plus  en 
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ptus*()é  t^eif^émiié  du  rayoù  au  centre  de  rotation ,  ce  qui 
est  inàdttiissible. 

De  plus  ,  on  le  voit^  pour  ses  démonstrations ,  Poinsot 
s'appuie  sur  la  théorie  de  la  composition  des  forces  pa- 
rallèles ;  il  y  considère  que  la  résultante  de  deux  forces 
parallèles  et  de  même  sens  appliquées  aux  extrémités 
d^une  droite  s'applique  â  tel  point 'déterminé ,  tandis 
que  9  dans  Thypothèse  oii  il  est,  et  qui  est  nécessaire , 
celle  d'une  droite  rigoureusement  inflexible  et  inexten- 
sible ,  la  résultante  devrait  pouvoir  s'appliquer  à  un  point 
quelconque  de  cette  droite. 

Eu  réalité ,  un  couple ,  tel  que  la  théorie  le  suppose 
feônstituéy  ne  pouvant,  en  aucun  cas,  faire  tourner  le 
systèbe  ,  celui-ci  doit  être  en  parfait  équilibre  par  l'ac- 
tion des  deux  forces  égales  et  contraires  ;  car  en  réalité 
ces  forces  ne  peuvent,  dans  l'hypothèse^  agir  autrement 
qU6  si  elles  étaient  appliquées  en  sens  opposé,  à  un  même 
point  quelconque  du  corps  ,  du  bras  de  levier  du  couple. 

Certainement,  un  couple^  dans  ces  conditions,  n'a  pas  de 
résultàtite;  certainement  il  peut  être  transporté  partout 
où  l'on  voudra ,  sans  aucun  changement ,  et  être  changé 
en  un  autre ,  puisque  un  couple  quelconque  est  sans  effet 
(tar  Téc^uilibre  absolu  de  ses  forces  ;  mais  les  théorèmes 
qlli  regardent  un  couple  comme  tendant  à  faire  tourner  sur 
le  milieu  de  sa  ligne  d'application  ou  de  son  bras  de  levier 
sont,  à  ce  point  de  vue,  sans  valeur  théorique;  car  cette 
rotation  ,  bette  tendance  à  la  rotation  est  chimérique 
dans  l'hypothèse  d'inflexibilité  et  d'inextensibilité  abso- 
lue des  droites  ou  des  corps  considérés  ;  et ,  d'un  autre 
côté ,  si  l'oti  ne  suppose  pas  cette  condition ,  si  l'on  con- 
éldèrë  leà  cdt*ps  comme  formés  de  molécules  distantes 
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les  Dttda  des  autres  et  pouvant  prendre  des  nyioùvemefits 
différents ,  d'inégale  vitesse  »  l'on  n'est  pas  en  droit  de 
raisonner  eomme  on  le  fait  pour  démontrer  ces  théo- 
rèmes, car,  du  moins  théoriquement^  à  part  rexpérience, 
on  ne  peut  assurer  que  les  forces  moléculaires  se  com- 
portent de  manière  à  les  réaliser. 

Il  est  même  facile  de  voir  que  cette  réalisation  des 
mêmes  théorèmes  est  inadmissible.  A  cet  égard,  il  y  a 
lieu  de  faire  des  remarques  analogues  à  celle  que  j'ai 
présentées  pour  montrer  l'inanité  des  théorèmes  relatifs 
à  la  composition  des  forces  parallèles. 

On  n'est  même  pas  en  droit  d'assurer,  en  dehors  de 
l'expérience,  que  l'on  peut  appliquer  les  théorèmea  en 
question  sans  commettre  des  erreurs  sensibles;  que, 
par  exemple,  on  ne  saurait  s'éloigner  sensiblement  de  la 
vérité  en  appliquant  pratiquement  ce  principe,  que  l'iu- 
tensité  d'un  couple,  c'est-à-dire  de  deux  forces  égales 
parallèles  et  opposées,  appliquées  à  deux  points  d'un 
corps,  est  mesurée  parle  moment  du  couple,  c'est-à-dire 
par  le  produit  de  son  bras  de  levier  multiplié  par  l'une 
de  ses  forces. 

Est-il  conforme  à  l'expérience^  à  l'observation,  qu'tin 
couple  quelconque  peut  être  transporté  partout  où  ton 
voudra  dans  son  plan^  ou  dans  tout  autre  plan  parallèle, 
sans  que  son  effet  sur  le  corps  auqt^l  il  est  appliqué  en 
soit  changé 9  pourvu  qu'on  suppose  le  nouveau  bras  de  levier 
invariablement  attaché  au  premier  ? 

Si  le  théorème  était  vrai,  il  faudrait  admettre  que  tou- 
jours le  corps  auquel  le  couple  donné  serait  appliqué 
tendrait  à  tourner,  avant  et  après  la  translation  de  ce 
couple  dans  son  plan,  exactement  sur  le  même  axe  et 
précisément  avec  la  même  vitesse,  dans  les  deux  posi- 
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tions.  Or  je  ne  crains  point  de  dire  que  Texpérience 
ne  confirme  pas  cette  donnée,  et  que  même  elle  vient 
la  contredire.  Que«  par  l'ensemble  des  causes,  la  rota- 
tion ne  se  fasse  pas,  ne  tende  pas  à  se  faire  absolument 
et  invariablement  sur  le  milieu  de  chaque  bras  de  levier 
du  couple;  que  la  situation  de  son  axe  dépende  aussi 
de  la  forme  du  corps  et  de  la  situation  relative  du 
couple,  c'est  possible  et  même  plausible;  mais  elle  tend 
bien  toujours  à  se  produire  entre  les  deux  points  extrêmes 
de  chaque  bras  de  levier  et  à  peu  près,  sinon  préci- 
sément^ sur  son  milieu. 

Je  ne  saurais  admettre  que  si  l'on  a  une  force  P  ap- 
pliquée au  point  B  d'un  corps  ou  système  invariable  « 
et  qu'on  applique  au  point  A,  arbitrairement  pris  dans 
ce  corps  ou  système  invariable,  deux  forces  contraires 
P', — F,  égales  et  parallèles  à  la  force  P,  on  aura  ainsi, 
outre  la  force  P'  appliquée  à  A,  un  couple  (P,  —  P'), 
une  cause  capable  de  faire  tourner  le  corps  sur  lui- 
même,  sur  un  certain  axe  ;  car  je  maintiens  que,  dans 
l'hypothèse  où  l'on  se  trouve^  celle  de  l'invariabilité  du 
système,  jamais  un  couple  ne  saurait  imprimer  un  mou- 
vement rotatoire.  Je  soutiens  que  les  deux  forces  du 
couple  devront  être  en  équilibre.  D'ailleurs,  l'expérience 
ne  vient  point  à  Tappui  de  la  doctrine,  car  elle  ne  nous 
présente  pas  de  système  absolument  invariable. 

D'après  la  théorie  que  je  critique,  l'effet  serait  tou- 
jours le  même,  à  quelque  point  que  les  deux  forces  con- 
traires F,  —  F  égales  et  parallèles  à  P,  seraient  appli- 
quées, c'est-à-dire  quelles  que  pussent  être  la  grandeur 
du  couple  ainsi  produit^  son  sens,  la  direction  de  son  plan. 
Or  cela  peut-il  se  réaliser?  Si  les  forces  contraires  P', — P' 
sont  supposées  appliquées  a  un  point  matériel  absolumen 
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continu,  invariable  dans  son  étendue  et  sa  forme,  tel  que 
Ton  conçoit  une  molécule  élémentaire,  il  est  visible  que^ 
ces  deux  forces  se  faisant  parfaitement  équilibre,  le  point 
matériel  ne  sera  aucunement  mu^  modifié  par  elle,  leur 
action  ne  pourra  avoir  aucune  influence  suc  le  système 
soumis  à  la  force  P  appliquée  à  un  autre  point.  Sous 
ce  rapport^  même  dans  ThypothèsB  où  le  système  ne 
serait  pas  de  forme  invariable,  la  théorie  serait  donc 
dans  le  vrai.  Mais  elle  admet  ausssi  que  le  couple  peut 
être  déplacé,  être  transporté  où  Ton  veut  dans  son  plan 
ou  dans  un  plan  parallèle,  sans  que  son  effet  sur  le  corps 
auquel  il  est  appliqué  en  soit  changé,  pourvu  que  le 
nouveau  bras  de  levier  soit  invariablement  lié  au  pre- 
mier, de  sorte  que  le  système  entier  serait  absolument 
invariable.  En  ce  cas^  je  le  répète,  il  ne  pourrait  y  être 
appliqué  un  couple,  des  forces  tendant  vraiment  à  impri- 
mer  au  système  un  mouvement  ^e  rotation.  Consé* 
quemment,  si,  après  qu'on  aura  appliqué  à  un  point  d'un 
corpsou  système  les  forces  contraires  F, — F  parallèlement 
à  P  appliquée  à  un  autre  point  de  ce  corps  ou  système, 
il  arrive  que  les  forces  P,  — F,  égales^  parallèles  et  con- 
traires, transportées  dans  leur  plan  ou  dans  un  plan 
parallèle,  tendent  vraiment,  comme  on  l'admet,  à  faire 
tourner  le  système  qui  a  reçu  ces  applications,  il  devra 
être  modifié  dans  son  état  par  suite  de  la  translation 
des  forces  P,  —  F.  A  cet  égard,  la  théorie  des  couples  ne 
sera  donc  pas  réalisable.  Il  est  plausible^  en  effet,  que 
le  système  éprouvera  alors  des  modifications  qui  varie- 
ront en  même  temps  que  les  points  et  les  plans  où  les  appli- 
cations et  translations  dont  il  s^agit  pourront  être  faites, 
c'est-à-dire  à  l'infini.  Par  la  variation  des  lieux,  les  effets 
produits,  loind'ètre  égaux,  pourront  même  être  contraires. 
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SdppoMns  que  le  système  sent  Ûe  fbnne  régalière , 
soit  cOÉQposé  de  points  matériels  disposés  symétri- 
quement de  manière  à  constituer  une  sphère.  Consi- 
dérons» dans  cette  sphère^  un  grand  cercle  GQLR 
(fîg.  34)  y  sgit  la  force  P  appliquée  au  point  B  que  je 
suppose  au  centre  ou  à  une  distance  quelconque  du 
centre  et  dirigée  suivant  le  diamètre  QR.  Si  à  un  point 
Â  du  système^  placé  sur  une  ligne  BA  perpendiculaire 
au  diamètre  QR  ,  on  applique  deux  forces  contraires 
F, — légales  et  parallèles  à  P,  on  aura,  d'après  le 
théorème  admis,  la  force  F  au  point  A,  et,  de  plus,  le 
couple  (P,  —  P^  qui  tendra  à  faire  tourner  le  système 
dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  figurée  de  ce  côté. 
Mais  si  les  mêmes  forces  P',  —  P^  au  lieu  d'être  appli- 
.  quées  en  A,  le  sont  en  A\  à  une  distance  BA'  égale  à  BA, 
prise  sur  le  prolongement  de  BA  en  sens  opposé,  l'effet 
produit  dans  ce  derijier  cas  devrait  être  exactement  con- 
traire à  celui  produit  dans  le  premier;  car  les  deux 
couples,  égaux  d'ailleurs,  résultant  des  deux  dispositions , 
sont  de  sens  contraires,  les  forces  P  sont  égales  et  les  au- 
tres circonstances  sont  relativement  semblables.  Ainsi  le 
théorème  s'évanouit, 

Dira-t-on  que,  dans  l'espèce,  la  rotation  serait  im- 
possible, que  la  sphère,  par  Taction  seule  de  la  force  P, 
ne  pourrait  avoir  qu'un  mouvement  de  translation  et 
qu'elle  n'aurait  que  ce  même  mouvement  par  Taction  du 
couple  (P,  —  P')  et  de  la  force  P',  à  quelque  point  que  les 
deux  forces  contraires  F,  —  P'  seraient  appliquées?  Je  ré- 
pondrais que  cela  ne  résulte  pas  delà  théorie  des  couples. 
D'ailleurs  elle  est  fausse,  sans  base,  et,  au  point  de  vue 
de  l'expérience,  je  ne  vois  pas  que ,  dans  le  cas  dont  il 
s^agit*  la  sphère,  par  l'effet  du  couple  et  de  la  force 
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ttandportés,  ne  ptiinse  tourner  eur  Un  axe  excentrique. 
Si  la  rotation  peut  avoir  lieu  dans  les  cas  où  le  couple 
résulte  de  la  translation  centrale  d'une  force  appliquée 
excentriquement,  pourquoi  serait-elle  absolument  impos- 
sible dans  rhypothëse  où  le  couple  nattrait  de  la  trans- 
lation excentrique  d'une  force  centrale? 

Quelle  que  soit  la  forme  du  système,  qu'elle  soit  régu- 
lière ou  irrégulière,  les  divers  points  A  auxquels  la  force 
P  serait  supposée  transportée  symétriquement  ou  non , 
pourraient  être  tels  »  que  les  translations  effectuées  aux 
nus  donneraient  des  couples  de  sens  opposés  aux  sens 
des  couples  qui  résulteraient  des  translations  effectuées 
aux  autres  points. 

Les  couples  obtenus  par  la  translation  de  la  force  P^ 
et  transportés  eux-mêmes  dans  leur  plan  ou  dans  un 
plan  parallèle,  pourraient  aussi  être  différents  dans  leur 
grandeur ,  le  lieu  et  la  direction  de  leur  axe  de  rota- 
tion^ et  il  est  plausible  que,  dans  la  réalité,  les  effets 
seraient  différents  dans  ces  divers  cas. 

On  a  voulu  se  servir  de  ce  théorème  pour  expliquer  la 
rotation  des  astres,  des  planètes.  On  a  dit  :  «  Pour  con- 
cevoir qu'une  planète,  dans  le  principe,  ait  dû  prendre 
un  mouvement  rotatoire  ,  il  suffit  d'admettre  qu'elle  ait 
été  primitivement  soumise  à  une  force  appliquée  à  un 
point  de  ce  corps  situé  hors  de  son  centre,  et  non  dirigée 
suivant  un  de  ses  diamètres;  car,  en  appliquant  à  un 
autre  point  du  même  corps  deux  forces  contraires  Tune 
à  l'autre,  égales  et  parallèles  à  la  première,  il  n'y  a  rien 
de  changé  à  l'état  du  système;  et  cependant  il  y  a, 
outre  une  simple  force  agissant  au  nouveau  point,  un 
couple  transportable^  aussi  sans  changement ,  dans  son 
plan  ou  parallèlement  à  son  plan.  —  Or,  cette  explica- 
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tion est  sans  fondement,  car  elle  s'appuie  sur  une  fausse 
hypothèse.  Même  en  supposant  la  forée  excentrique  don- 
née de  position,  de  direction  etd'intensité»  elle  ne  fourni- 
rait point  vraiment,  comme  on  l'entend ,  le  moyen  de 
déterminer  la  direction  de  Taxe  de  rotation,  ni  même  l'in- 
tensité de  la  rotation.  Dans  l'hypothèse  où  les  deux  forces 
contraires  sont  appliquées  à  une  distance  du  centre  de 
l'astre  égale  à  celle  existante  entre  ce  centre  et  le  point 
d'application  de  la  force  donnée,  et  où  les  deux  pointa 
d'application  se  trouvent  sur  un  diamètre,  on  aura  un 
couple  dont  le  centre  coïncidera  avec  le  centre  de  l'as- 
tre ;  mais  rien  n'oblige  à  supposer  que  les  deux  forces 
contraires  sont  appliquées  plutôt  à  un  point  qu'à  un 
autre.  On  pourrait  même  varier  leur  point  d'applica- 
tion de  manière  à  déterminer  des  couples  exactement 
égaux,  placés  dans  des  positions  symétriquement  op- 
posées par  rapport  à  la  sphère,  et  dont  l'un  serait  de 
sens  exactement  contraire  au  sens  de  l'autre  couple, 
comme  je  l'ai  expliqué  plus  haut.  L'on  aurait  ainsi  ar- 
bitrairement tel  effet  total  ou  tel  effet  exactement  con- 
traire, même  en  supposant  que  le  système  soit  invariable, 
si  l'on  supposait  aussi  qu'il  peut  néanmoins  tourner  sur 
lui-même;  ce  qui  renverse  le  théorème. 

Si ,  au  lieu  d'une  seule  force  P^  il  y  en  a  plusieurs 
P,  P',  P^,...  appliquées  à  divers  points  du  système,  le 
plan,  la  grandeur,  l'axe  et  le  sens  du  couple  résultant 
(S,  —  S),  devraient  varier  suivant  la  position  du  point 
Â^  auquel  toutes  les  forces  seraient  supposées  trans- 
portées. Si  le  corps  ou  système  était  régulier  ou  symé- 
trique, les  forces  données  pourraient  être  telles  et  tellement 
disposées,  qu'il  y  aurait  deux  points  A  symétriquement 
opposés  que  l'on  pourrait  prendre  et  où  l'on  obtiendrait. 
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avec  la  même  force  résultante,  tin  même  couple  (S,  —  S), 
si  ce  n'est  que  celui  obtenu  à  Tun  des  points  serait  de 
sens  précisément  contraire  au  sens  du  couple  obtenu  à 
l'autre  poiut.  Evidemment»  l'effet  total  produit  dans  un 
de  ces  cas,  devrait  être  exactement  contraire  à  celui  qui 
serait  produit  dans  l'autre  cas  ;  résultat  qui  proteste 
contre  le  théorème. 

Vainement  invoquerait-on  le  secours  du  couple  ré- 
sultant (T, — T)  perpendiculaire  à  la  résultante  B,  lequel, 
quel  que  fût  le  point  de  translation,  serait  de  même 
grandeur. 

Premièrement.  Pourquoi  Poinsot ,  après  avoir  cru 
démontrer  que  tant  de  forces  quon  voudra  sont  toujours 
réductibles  à  une  seule  force  et  à  un  seul  couple,  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force^  con- 
cluait-il quil  y  a  toujours  dans  l'espace  une  certaine  droite 
déterminée  OR  qui  peut  servir  à  représenter  tout  à  la  fois 
la  direction  de  la  résultante  et  Faœe  du  couple  résultant,  et 
ajoutait-il  :  Cette  réduction  est  unique  ;  je  veux  dire  qu*il 
ny  a  dan^  l'espace  aucun  autre  lieu  où  Von  puisse  trouver 
le  couple  résultant  perpendiculaire  à  la  résultante  ?  — 
D'après  la  théorie  même  que  je  critique^  quel  que  soit 
le  point  Â  où  les  forces  seront  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes,  on  aura  seulement  à  ce  point  la  résul- 
tante R  et  un  couple  (S^  —  S)  généralement  incliné  à  la 
direction  de  R;  toujours  alors,  en  décomposant  ce  cou- 
ple (S,  —  S)  en  deux  autres,  l'un  (V,  —  V)  tombant 
dans  un  plan  passant  par  la  direction  AR  de  la  résul- 
tante R,  et  l'autre  (T,  —  T)  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  cette  même  direction  ÂR ,  puis  en  transportant 
la  force  R  à  un  point  0  tel  que  le  couple  résultant  de 
cette  translation  lasse  équilibre  au  couple  (V,  —  V),  on 
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n'jiura  ^iw»  fwtre  )a  &to8  tnioyiport^  av  nouveau  poÎAt^ 
que  JiB  coupto  perpendiculaire  (T, — T) ,  doQt  uoe  de^ 
forcer  »Bn  au  point  A,  PuisqM'il  eo  sera  aimi  pwr  toga 
les  pointe  A  pu  la  ré^i^litante  d^8  forces  se  trouverait 
d'abord  appliqua  e);  où  jj  y  aurait  d*abor()  un  seu)  cou  - 
pie  résultant  iaelioé  à  cette  résultante,  le  couple  per- 
pendiculaire (T,  — T)  pourrait  donc  varier  de  Ueu  à 
rinfioi  ;  rien  ne  déterminerait  le  point  aur  lequel  serait 
appliqué  le  i^ilÀeu  de  soin  bras  de  levier.  Rien  non  plus 
ne  détermioerait  le  Jiieu*  le  point  0  où  serait  finalement 
appliquée  la  résultante  R.  Il  n'est  donc  pas  exact,  à  ces 
pointa  4?  vue,  de  dire  qi^e  I»  réduction  est  unique^  en 
ce  se^s  qu'^l  jx*j  ait  dai^s  Te^pace  qi^'up  lieu  ou  Ton 
puisse  tn9uver  Je  ,pouple  résultant  perpendieul9JnB  à  la 
force  résultante»  qu'il  y  a  toujou^^^  dans  l'espace  uj^e 
certaine  drçitfi  dMfitminée  OR  qui  peut  servir  ^  iieprésenter 
tout  a  la  fois  la  ^(action  4^  la  résujltante  et  y^\f^  du  cou- 
ple réavltaat,  P^oiusot ,  A  ce  ^ujet^  ,dit  que  a  de  quelque 
côté  qu'on  yeuille  tr,«^$porter  la  fgtrce  R  hors  de  sa  posî- 
tioQ  aetqelle  OJR^  elle  produjurit  iw  couple  (R,  — ]R)  per- 
pendiciM^we  AU  couple  ^J, — X)^  .et  que  ces  deux  couples, 
étant  composés  .eu  ;^n  se\il ,  donneront  le  nouveau  couple 
résultant  aécessfûi^ement  i^clj,né  au  couple  (  T , — T  ) , 
et  mêipe  iUjKgjpurs  plus  .grande  puisque  les  deux  com- 
posants sont  r^tangulaires  entre  eux..  >  Il  s'ensuit 
qu'après  avpi?  lirouvé,  par  Jle  prqcédé  indiqué,  .u,p  pre- 
mier .couple  (T»'-r-T)  perpeodiculai^re  à  la  force  résul- 
tante R»  on  nepouri^a  pfLS,  ,Qn  con^nuant  à  transporter 
cette  méme/orae  résultante  1^  en  d'autre.^  pçints  0^  déter- 
mincir  d'autres  couples  perpei[)(Uculaireis  que  le  couple 
obteiuu  (  J^r^J)  ;  ^'^st  ^ous  ce  riyp|port,  en  ,ce  seup,  qujB 
P^insot  assure  que  la  réduction  en  question  est  unique^ 
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qu'il  s'y  %  dW(9  l'espace  qu'un  lieu  oà  Vem  puisse  tma-^ 
ver  le  ooufde  résultant  perpendiculaire.  Au  reste ,  en 
réalité,  ce  «ouple  pourrait  être  obtenu  en  des  lieux  va- 
riables à  l'infini,  ainsi  que  les  points  0  de  la  résultante 
R,  et  si,  à  certains  points  de  vue  où  l'auteur  s^est  placé, 
il  est  logique  àe  ne  pas  tenir  compte  de  ces  variations,  il 
n'en  est  pas  de  même  sous  d'autres  rapports,  notam- 
méht  dans  l'hypothèse  qui  est  la  seule  adinissiUe,  celle 
où  les  corps  pouvant  tourner  sur  eux-mêmes  par  l'action 
de  forces  quelconques,  ne  sont  pas  absolument  in- 
flexibles, inextensibles ,  sont  composés  de  parties  indi- 
viduellement mobiles^  comme  je  l'ai  déjà  expliqué. 

Secondement.  Il  n'est  pas  plausible^  dans  cette  même 
hypothèse,  que  st,  en  premier  lieu,  tout  est  réduit  à  la 
seule  f«>rce  R  et  au  seul  couple  (S,  —  S)  par  rapport  à  un 
point  commun  A,  on  puisse  sans  changer  l'dTet,  trans- 
porter la  force  R  parallèlement  à  elle-oaême  en  un  certain 
point  0,  et,  par  ce  moyen,  remplacer  le  couple  (S, — S) 
incliné  à  la  direction  de  R,  par  un  couple  (T,  —  T)  per- 
pendiculaire à  cette  direction.  Dans  ce  dernier  cas  sans 
doute^  la  rotation,  si  elle  était  possible,  aurait  lieu  sur 
un  axe  différent  de  l'axe  sur  lequel  elle  s'opérerait 
dans  le  premier,  et  sans  doute  aussi  la  vitesse  rotatoire 
varierait  de  l'un  à  l'autre  cas.  D'ailleurs,  d'après  la 
théorie,  rien  ne  déterminant  le  Ueu  de  l'application  du 
couple  (T ,  —  T) ,  l'axe  sur  lequel  le  système  devrait 
'tourner  resterait  indéterminé.  De  plus^  le  sens  même 
du  couple  perpendiculaire  pourrait  varier  par  la  variation 
du  point  A,  et  de  teUe  sorte  que,  dans  certains  cas,  des 
effets  exactement  contraires  dussent  se  produire,  selon 
lé  dKMx  du  point  A,  leomine  aa  la  iipu  pliM  haut^  alors 
nE|èiaei(|H')Oa  supposerait  queiej3iyistâ0ie  est  iuvaiiabkt^D 
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supposant  aussi  qu'il  peut  cepeudant  tourner  sur  lui- 
même.  Au  reste,  il  n'y  a  pas  toujours  lieu  au  couple  (T^ — ^T) 
perpendiculaire  à  la  résultante  R  ;  car  il  peut  arriver  que  le 
couple  résultant  (S,  — S)  et  la  résultante  R  soient  danft  le 
même  plan,  et  cela  est  même  nécessaire,  s'il  n'y  a  qu'une 
seule  force  donnée  P^  ou  si  toutes  les  forces  données  sont 
parallèles;  alors  cependant  les  couples  résultants  (S,  — 
S)  pourraient  bien  varier  dans  leur  axe  de  rotation,  leur 
grandeur  et  leur  sens,  suivant  le  point  Â  où  aurait  lieu  la 
translation.  De  toutes  manières  donc  la  doctrine  aboutit  à 
l'indétermination,  à  une  indétermination  inacceptable. 

Observons  que,  dans  le  cas  où  il  y  a  plusieurs  forces 
données  et  réduites^  comme  on  l'a  dit,  à  une  force  et  à 
un  couple  »  il  n'est  pas  besoin  de  considérer ,  comme 
je  l'ai  fait  plus  baut,  que,  d'après  la  théorie,  le  couple 
peut  être  transporté  où  l'on  veut  dans  son  plan  ou  dans 
tout  autre  plan  parallèle,  sans  changer  son  effet  sur  le 
système  supposé  invariable ,  pour  reconnaître  que  le 
système,  n'étant  pas  réellement  invariable,  doit  sans 
doute  changer  d'état  par  la  substitution  de  ce  couple 
résultant  et  de  la  force  résultante,  et  être  diversement 
modifié  suivant  les  lieux  occupés  par  cette  force  et  par 
ce  couple. 

Toutes  autres  démonstrations  des  théorèmes  sur  les 
couples ,  qu'on  pourrait  proposer ,  pécheraient  aux 
mêmes  points  de  vue  généraux  que  celles  de  Poinsot. 
Telle  est  la  théorie  que  présente,  à  ce  sujet,  M.  Moigno, 
d'après  Cauchy,  dans  les  leçons  déjà  citées.  Je  l'expo- 
serai et  critiquerai  dans  une  note  placée  à  la  fin  de  ce 
livre. 

La  vérité  est  que  si  des  forces  d'intensité  et  de  direction 
quelconques  sont  appliquées  à  des  points  quelconques 
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d'un  corps  t)u  système  supposé  de  forme  absolument 
invariable,  ou  bien  ces  forces  auront  une  seule  résul- 
tante qui  pourra  s'appliquer  à  un  point  quelconque  du 
système ,  ou  bien  elles  se  feront  parfaitement  équilibre. 

En  effet,  tlans  Thypothèse,  toutes  ces  forces  pourront 
être  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point  quelconque  du  système,  sans  qu'il  s'opère 
aucun  changement  dans^  l'état  du  corps.  Or,  de  deux 
choses  Tune,  ou  bien  ces  forces,  en  se  composant  entre 
elles,  seront  réduites  à  une  seule  force  résultante,  ou 
elles  se  réduiront  à  deux,  forces  égales  et  contraires  qui 
se  feront  équilibre. 

Si  une  seule  force  P  est  appliquée  au  point  B  d'un 
système  invariable,  et  que  l'on  applique  à  un  autre 
point  A  de  ce  système  deux  autres  forces  contraires 
V,  —  F,  égales  et  parallèles  à  P,  il  n'y  aura  rien  de 
changé  dans  l'effet  produit ,  puisque  P',  —  P'  se  feront 
équilibre.  Si  ensuite  on  transporte  parallèlement  à  elles- 
mêmes  dans  le  système  les  forces  P,  — P',  ces  deux 
forces  ainsi  transportées  se  feront  équilibre,  et  il  restera 
seulement  en  A  la  force  P';  en  somme  donc,  il  n'y  aura 
rien  de  changé,  car  P',  au  point  A,  agira  exactement 
comme  P  agirait  en  B.  C'est  comme  si  tout  d'abord  on 
eût  transporté  P  de  B  en  A  parallèlement  à  elle-même, 
et,  je  le  répète,  cette  translation  peut  se  faire  sans  chan- 
ger l'effet  de  la  force ,  sans  modifier  l'état  du  système 
supposé  absolument  invariable. 

On  voit  que,  d'après  les  principes  que  j'ai  émis  et  qui 
sont  les  vrais^  il  n'y  a  aucune  difficulté  dans  la  composition 
des  forces  appliquées  à  un  système  supposé  invariable. 

Les  autres  théories,  au  contraire,  pèchent  essentiel- 
lement; elles  blessent  évidemment  la  raison. 


CHAPITRE  IIL 


DBS    PRINCIPES   DU    LEVIER. 


On  définit  généralement  le  levier,  en  disant  que  c'est 
une  barre  rigide  pouvant  tourner  dans  tous  les  sens  autour 
d'un  point  fixe  qu'on  nomme  point  d'appui.  A  deux 
points  difîérents  de  cette  barre,  sont  appliquées  deux 
forces  tendant  à  faire  tourner  la  barre  en  sens  opposé. 
L'une  de  ces  forces  s'appelle  la  puissance,  l'autre  se 
nomme  layésistance. 

c  Soient,  dit  Poinsot,  deux  forces  quelconques  P  et 
Q  (fig.  35)  appliquées  immédiatement ,  ou  suivant  des 
cordons,  aux  deux  points  A  et  B  d'un  levier  AFB  de  fi- 
gure quelconque  ;  soit  F  le  point  fixe  autour  duquel  le 
levier  a  la  liberté  de  tourner  et  qu'on  nomme  ordinaire- 
ment le  point  d'appui  :  on  demande  les  conditions  de 
l'équilibre,  en  faisant  d'abord  abstraction  de  la  pesanteur 
du  levier. 

»  Du  point  F  j'abaisse  sur  les  directions  des  deux 
forces  P  et  Q  deux  perpendiculaires  FH,  FI,  qui  rencon- 
trent ces  directions,  prolongées,  s'il  est  nécessaire,  en  H 
et  I  ;  et  regardant  ces  deux  points  comme  invariablement 
liés  aux  points  A  et  B,  je  suppose  que  les  deux  forces  P 
et  Q  y  agissent  immédiatement. 
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»  Cela  posé,  j'applique  au  point  F  deux  forces  con- 
traires, F  et —  P,  égales  et  parallèles  à  P,  et.  au  même 
point  F,  deux  autres  forces  contraires  Q'  et  —  Q,  égales 
et  prallèles  à  Q.  Il  est  clair  que  le  levier  reste  toujours 
dans  le  même  état.  Mais  on  peut  considérer  actuellement, 
au  lieu  des  deux  forces  primitives  P  et  Q,  1^  deux  forces 
F  et  Q'  respectivement  égales  et  parallèles  à  ces  forces, 
et  de  même  sens,  mais  appliquées  en  F;  2^  deux  couples 
(P, — P),  (Q,  — Q),  dont  les  bras  de  levier  sont  FH  et 
FI. 

p  Or  la  résultante  des  deux  forces  P'  et  Q'  est  tou- 
jours détruite  par  la  résistance  du  point  d'appui,  si  Ton 
suppose  le  levier  invariablement  lié  à  ce  point,  de  ma- 
nière qu'il  ne  puisse  prendre  qu'un  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  lui.  Mais  le  couple  résultant  des  deux 
couples  (P,  —  P)  et  (Q,  —  Q)  ne  peut  Jamais  être  détruit 
par  ce  point  fixe,  et,  par  conséquent,  il  faut,  pour  l'équi- 
libre, que  ce  couple  résultant  soit  nul  de  lui-même,  ou 
que  les  deux  couples  composants  (P,  —  P)  et  (Q,  —  Q) 
soient  équivalents  et  contraires.  Ces  deux  couples  doivent 
donc  se  trouver  dans  des  plans  parallèles,  et,  par  con- 
séquent, dans  le  même  plan,  puisque  leurs  plans  se 
rencontrent  déjà  au  point  F.  En  second  lieu,  leurs  mo- 
ments P  X  FH,  Q  X  FI  doivent  être  égaux,  et  ils  doi- 
vent tendre  à  faire  tourner  en  sens  contraires. 

)>  Donc,  pour  ^équilibre  du  levier,  il  est  nécessaire  et 
il  suffit ,  V  que  les  deux  forces  V  et  Q  qui  le  sollicitent 
soient  dans  un  même  plaît  avec  f appui;  2®  que  leurs 
moments,  par  rapport  à  ce  point,  soient  égaux;  3^  qu* elles 
tendent  à  faire  tourner  en  sens  contraires. 

»  A  l'égalité  des  moments  P  X  FH  =rQxFI,on 
peut   substituer   la  proportion  P:  Q  ::  FI  :  FH,  qui 


exprime  que  les  forces  P  et  Q  doivent  être  en  raison 
réciproque  de  leurs  distances  au  point  d'appui.  » 

On  a  voulu  démontrer  ces  principes  d'une  manière  un 
peu  diflTérente  ;  on  a  dit  :  c  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  deux  forces  Q,  P  ((ig.  36j  aient 
une  résultante  passant  par  le  point  d'appui,  dont  la 
résistance  la  détruira  ;  autrement  cette  résultante  pro- 
duirait un  mouvement.  Or  on  démontre  en  statique  que, 
pour  que  deux  forces  aient  une  résultante  unique,  il  faut 
qu'elles  soient  dans  un  même  plan.  Supposons  que  les 
directions  des  deux  forces  se  rencontreut  en  un  point  c. 
Pour  que  leur  résultante  passe  par  le  point  0  (point 
d'appui)^  il  faut,  !<>  qu'elle  soit  dirigée  dans  l'angle  ABC, 
ce  qui  exige  que  les  forces  tendent  à  faire  tourner  le 
levier  en  sens  contraires  ;  2^  que  le  point  0  soit  dans  le 
plan  ABC  ;  3^  que  les  distances  du  point  0  aux  deux 
composantes  soient  en  raison  inverse  des  intensités  de 
ces  forces,  de  sorte  qu'on  ait  P  :  Q  ::  Oa  :  06  (corollaire 
de  la  règle  du  parallélogramme  des  forces). 

■9  Si  les  deux  forces  étaient  parallèles,  les  deux  bras 
de  levier  seraient  sur  le  prolongement  l'un  de  l'autre  ; 
et  si  ces  forces  sont  en  raison  inverse  des  bras  de 
levier ,  la  résultante  passera  par  le  point  0^  d'après  le 
principe  de  la  composition  des  forces  parallèles.  > 

Quels  que  soient  les  procédés  employés  pour  démon- 
trer ces  principes,  on  ne  saurait  y  parvenir,  car  il  faut 
toujours  supposer  que  le  levier  et  ses  bras  sont  absolu* 
ment  inflexibles  et  inextensibles,  ce  qui  n'est  pas  admis- 
sible ,  si  ces  corps  ou  droites  ne  sont  pas  considérés 
comme  étant  d'une  seule  pièce,  ou  se  comportant  exac* 
tement  comme  s'ils  étaient  tels ,  de  même  que  pour  les 
théorèmes  relatifs  à  la  composition  des  forces  parallèles. 
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Mais,  dans  cette  hypothèse  de  continuité  absolue,  je  le 
répète,  et  cela  est  de  toute  évidence  rationnelle,  ni  le 
levier  ni  ses  bras. ne  sauraient  tourner;  ils  ne  sauraient 
se  mouvoir  autrement  que  parallèlement  à  eux-mêmes 
ou  dans  leur  propre  direction.  Sous  d'autres  rapports , 
la  théorie  du  levier  soulève  plusieurs  difficultés. 

Soit  P  (fig.  37)  une  force,  uu  poids  appliqué  à  l'extré- 
mité B  du  bras  de  levier  AB,  et  P'  un  autre  poids  appli- 
qué à  l'extrémité  A  du  bras  de  levier  AC.  Pour  qu'il  y 
ait  équilibre,  d'après  le  théorème  admis ,  il  faut  que  les 
bras  de  levier  soient  en  raison  inverse  des  poids  appli* 
qués  à  leur  extrémité  respective,  il  faut  avoir  l'égalité 

ACxP'=BCxP.  d'où  Xc  :  Bc  ::  P  :  K 

D'où  il  suit  que  le  poids  agit  proportionnellement  d'au- 
.  tant  moins  sur  le  bras  de  levier ,  qu'il  est  appliqué 
plus  près  du  point  d'appui  G.  lien  résulte  que  si  le  poids 
P,  au  lieu  d'être  appliqué  en  B,  l'était  en  F,  à  une  dis- 
tance du  point  d'appui  que  je  suppose  être  la  moitié  de 
BC,  l'action  de  ce  poids  à  ce  point  serait  égale  à  la  moi- 
tié de  celle  de  P  appliqué  au  point  B;  de  sorte  que,  du 
moins  en  faisant  abstraction  de  la  masse  des  bras  de 
levier,  si  le  bras  de  levier  BC  n'était  mu  que  par  le  poids 
P  Ëippliqué  au  point  B'  et  que,  par  suite,  il  tournât  avec 
une  certaine  vitesse  angulaire  (ù,  l'angle  décrit  par  ce 
bras  de  levier  dans  l'unité  de  temps  ne  serait  que  la 
moitié  de  l'angle  qui  serait  décrit  par  le  même  bras ,  si 
le  point  d'application  de  P  était  en  B  au  lieu  d'être  en  V. 
Or,  menons  du  point  C  une  ligne  droite  CK  faisant  un 
angle  quelconque  avec  BC,  et,  avec  des  rayons  égaux  à 
BC.  B'C,  décrivons  les  arcs  BK,  B'K'.  Si  P  était  appliqué  à 
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une  distance  BG  double  de  B'C,  et  si  son  action  à  celte 
distance  se  bornait  à  faire  décrire,  pendant  l'unité  de 
temps  Tare  BK,  au  lieu  de  l'arc  B'K'  qu'il  lui  ferait 
décrire  dans  le  même  temps,  étant  appliqué  en  B',  la  vi- 
tesse angulaire  de  ce  bras  de  levier  serait  la  même  que 
celle  qu'il  aurait  dans  le  cas  où  le  poids  serait  appliqué 
en  B'.  Il  faut  donc  plus  que  cela  pour  satisfaire  au  théo- 
rème :  il  faut ,  dans  l'exemple  ,  que  le  poids  appliqué  en 
B  fasse  parcourir  au  bras  de  levier  tournant  sur  le  point 
d'appui  un  arc  double  de  celui  qu'il  lui  ferait  parcourir 
s'il  ne  devait  que  lui  faire  décrire  un  angle  égal  à  Tan- 
gle  B'CK'.  La  vitesse  effective  ,  absolue ,  imprimée  au 
point  BparP  appliqué  à  ce  point  B,  devrait  donc  être 
en  ce  cas  quadruple  de  la  vitesse  qui  serait  imprimée  au 
même  point  (  1  ) ,  si  P  était  appliqué  en  B';  en  sorte  que,  si  le 
levier  décrivait  la  courbe  B'K'  dans  ce  dernier  cas,  il  dé- 
crirait la  courbe  BH  dans  le  premier. 

A  une  distance  triple  du  point  d'appui,  la  vitesse  effec- 
tive imprimée  serait  neuf  fois  plus  grande,  et  ainsi  de 
suite,  de  sorte  que  les  vitesses  effectives  imprimées  à 
divers  points  par  un  même  poids  ,  seraient  entre  elles 
comme  les  carrés  des  distances  au  point  d'appui. 

Or,  ces  conditions  peuvent-elles  se  réaliser? 

Représentons  uq  bras  de  levier  par  les  molécules  a,  6, 
c,  dy  e,  f,  g  y  h n  (fig.  38),  a  étant  une  première  mo- 
lécule, que  je  suppose  placée  seule  sur  le  point  d'appui, 
et  n  étant  la  dernière  de  la  rangée.  Supposons  d'abord 
qu'un  poids  P  soit  appliqué  à  la  molécule  n.  D'après  les 
principes  que  je  viens  de  poser,  l'effet  indirect  que  Tac- 

« 

(I)  En  réalité,  il  n'y  a  pas  de  rapport  de  quantité  entre  des  vitesses  sur 
des  courbes  essentiellement  diflférenles.  telles  que  B'K',  BK  ;  mais  on  admet 
ces  rapports. 
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tioD  directe  de  P  sur  la  molécule  n  produirait  sur  les  mo- 
lécules suivantes  de  la  rangée,  irait  en  diminuant  de 
plus  en  plus  jusqu'à  la  molécule  a  portant  sur  le  point 
d*appui/de  sorte  qu'une  molécule  voisine  de  ce  point , 
telle  que  e,  par  exemple,  aurait  une  vitesse  rotatoire  ab* 
solue  bien  moindre  que  celle  de  la  molécule  n.  Il  est  donc 
visible  que  la  vitesse  que  P  imprimerait  à  la  molécule 
suivante  d  plus  rapprochée  de  a,  si  cette  force  y  était 
directement  appliquée,  devrait  être,  à  ce  point  de  vue, 
beaucoup  plus  grande  que  celle  qui  pourrait  être  com- 
muniquée par  la  vitesse  imprimée  à  e  par  suite  de  Fac- 
tion directe  de  P  sur  la  dernière  molécule  n.  Il  faudrait 
donc  conclure,  bien  contrairement  au  théorème  admis , 
que  plus  le  point  d'application  de  la  force  est  rappro- 
ché du  point  d'appui,  c'est-à-dire  plus  est  court  le  bras 
de  levier,  plus  aussi  l'eifet  est  grand,  plus  est  grande  la 
vitesse  angulaire  imprimée  au  bras  de  levier. 

Sous  ce  rapport ,  le  théorème  en  question  est  donc 
inadmissible,  et  pourtant  l'on  ne  saurait,  pour  échapper 
à  cet  impossibilité,  supposer  spéculativement  que  le  bras 
de  levier  n'est  pas  un  composé  de  molécules,  qu'il  est 
un  tout  continu,  sans  solution  de  continuité  ;  car,  dans 
cette  hypothèse,  il  faudrait  refuser  au  bras  de  levier  la 
possibilité  de  tourner  sur  lui-même. 

Ce  n'est  pas  tout,  et  l'on  va  voir  d'autres  difficultés. 

Soit  (fig.  39)  AB  un  levier  droit,  C  le  point  d'appui 
que,  pour  simplifier,  je  suppose  au  miUeu  de  AB. 
D'après  les  principes  du  levier,  s'il  n'est  pas  en  équilibre 
et  que  la  force  dominante  soit  appliquée  au  bras  CB, 
par  exemple,  ce  bras  s'abaissera  et  en  même  temps 
l'autre  bras  CA  s'élèvera  d'autant,  le  levier  restant 
droit  et  formant  ainsi  deux  angles  égaux  par  son  in  ter- 


section  avec  sa  première  direction  AB;  mais  com- 
ment expliquer  ceci?  Supposons  que  la  force  prédo- 
minante, au  lieu  d'être  appliquée  à  l'extrémité  B  du 
bras  de  levier,  le  soit  au  point  K  entre  le  point  B  et  le 
point  d'appui  C.  Représentons,  par  une  suite  de  molé- 
cules, le  levier  AB  (Qg.  40),  et  supposons  que  le  point 
d'application  soit  une  de  ces  molécules.  La  molécule  K 
s'abaissant  par  l'action  du  poids  P  qui  lui  est  directe- 
ment appliqué,  je  conçois  que  cette  molécule  entraînera 
plus  ou  moins  dans  son  mouvement  les  molécules  qui  se 
trouvent  entre  K  et  celles  qui  reposent  sur  le  point 
d'appui  ;  mais  ce  que  je  ne  comprends  pas,  c'est  que 
les  molécules  situées  de  l'autre  côté,  entre  K  et  B, 
s'abaissent  au  point  de  rester  en  ligne  droite  avec  l'autre 
partie  CK  de  ce  bras  de  levier.  La  molécule  K,  en 
s'abaissant,  fera  baisser  aussi  la  molécule  suivante  du 
côté  de  B,  non  point  plus  qu'elle-même,  comme  il  fau- 
drait le  supposer,  mais  au  contraire  moins  qu'elle-même 
ne  s'abaissera.  Cette  seconde  molécule  entraînera  la 
molécule  venant  ensuite,  mais  moins  qu'elle-même 
n'aura  été  entraînée  par  la  précédente,  et  ainsi  de  suite 
de  proche  en  proche,  de  sorte  que  la  partie  EB  ne 
devra  point  se  trouver  sur  la  même  ligne  que  CL,  mais 
sera^  jusqu'à  un  eertain  point,  relevée  à  partir  de  K  jus- 
qu'en B. 

Et  comment  expliquer  l'élévation  en  ligne  droite  du 
bras  de  levier  AC  ?  On  dira  que  la  partie  qui  porte  sur 
le  point  d'appui  C  le  presse  fortement  quand  s'abaisse 
l'autre  J^ras,  et  que,  par  FeCTet  de  l'élasticité,  elle  doit 
se  relever,  se  mouvoir  en  sens  inverse  de  celui  suivant 
lequel  le  poids  P  fait  abaisser  l'autre  bras.  Soit  encore  : 
j'accorde  même  que  la  partie  ainsi  poussée  sur  C  en- 
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traînera,  en  se  relevant,  les  molécules  comprises  de 
C  en  A,  et  cela  de  proche  en  proche,  mais  avec  une 
intensité  de  moins  en  moins  grande,  de  même  que  je 
viens  de  lé  dire  pour  la  portion  KB  de  l'autre  bras  de 
levier,  en  sens  inverse.  Pour  s'expliquer  que  le  bras  de 
levier  CA  pût  s'élever  en  restant  droit,  comme  ou  l'ad- 
met, il  faudrait  supposer  que  les  molécules,  en  obéissant 
au  mouvement  imprimé,  marchent  beaucoup  plus  viteque 
celles  qui  les  eutraîneut,  ce  qui  n'est  point  admissible. 
Chaque  molécule  entraînée  successivement  ne  doit  pas 
marcher  aussi  vite  que  la  molécule  entraînante,  loin  de 
pouvoir  la  devancer. 

Sans  accepter  les  principes  du  levier  dans  leur  rigueur 
absolue,  il  faut  reconnaître  que^  d'après  l'expérience, 
plus  le  point  d'application  de  la  force  est  éloigné  du 
point  d'appui,  plus  aussi  est  grande  la  vitesse  angulaire 
imprimée  au  bras  de  levier.  Il  faut  aussi  reconnaître 
que,  quand  la  force  est  appliquée  à  un  point  situé  entre 
son  extrémité  et  le  point  d'appui,  le  bras  de  levier  ne 
paraît  pas  s'infléchir  au  point  d'application ,  et  que 
l'autrebras,  bien  quenerecevantaucuneimpulsion  directe, 
se  relève  sans  éprouver  une  inflexion  sensible.  Comment 
donc  se  rendre  compte  de  ces  phénomènes?  Comment 
résoudre  ces  graves  difficultés  que  ma  critique  vient  de 
soulever  ? 

Voici,  à  ce  sujet,  les  explications  que  je  propose. 

Lorsqu'une  force  est  appliquée  normalement  à  l'ex- 
trémité du  bras  de  levier,  elle  a  d'abord  un  premier 
effet,  qui  est  de  faire  marcher  à  la  fois,  mais  inégale- 
ment, toutes  les  molécules  de  ce  bras,  et  de  manière 
qu'elles  décrivent  chacune  une  très-petite  droite,  qui 
est  d'autant  plus  minime  que  la  molécule  qui  l'exécute 
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est  plus  rapprochée  du  point  d'appui.  Ensuite,  par  la 
fixité  de  ce  point,  jointe  à  la  cohésion  existante  entre 
toutes  les  molécules  du  bras  de  levier,  toutes  sont  rame- 
nées vers  le  support  de  manière  à  décrire  une  autre 
petite  droite  faisant  un  angle  avec  la  première  décrite 
par  elles  ;  à  un  troisième  instant,  une  autre  droite  obli- 
que à  la  dernière  est  décrite,  et  ainsi  de  suite,  de  sorle 
que  le  bras  de  levier  paraît  tourner  autour  du  point 
fixe. 

Supposons  qu'au  lieu  d'une  force  constante  P,  appli- 
quée à  l'extrémité  du  bras  de  levier,  cette  extrémité 
reçoive  ime  seule  impulsion  dirigée  normalement  à  ce 
bras.  Il  se  produira  quelque  chose  d'analogue  à  ce  que 
je  viens  de  dire^  mais  les  longueurs  des  petites  droites 
successivement  décrites  par  chaque  molécule  iront  en 
diminuant  de  plus  en  plus  avec  le  temps.  Or,  à  cause 
du  point  fixe,  les  molécules  qui  en  seront  plus  rappro- 
chées seront  bien  plus  ralenties  que  celles  qui  en  seront 
les  plus  éloignées ,  et  celles-ci,  conservant  plus  longtemps 
leur  vitesse  initiale,  ou  éprouvant  dans  cette  première 
vitesse  un  ralentissement  bien  moindre  que  celui  des 
molécules  très-rapprochées  du  point  fixe,  réagiront  sur 
celles-ci  de  manière  à  hâter  leur  marche. 

Ces  petits  phénomènes  préalables  se  produisent  si 
rapidement,  se  passent  à  une  succession  d'instants  telle- 
ment minimes  que  nous  ne  pouvons  les  distinguer  et  que 
nous  ne  saisissons  que  le  résultat  total  qui  nous  semble 
immédiat. 

Il  suit  de  là  que  plus  le  bras  de  levier  sera  long,  plus 
les  vitesses  des  molécules  les  plus  éloignées  du  point 
fixe  auront  d'influence  pour  accroître  le  mouvement  des 
molécules  plus  proches  de  ce  point,  et  Ton  peut  penser 
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que  cette  influence  est  assez  grande  pour  expliquer  les 
inégalités  qui  se  produisent  dans  la  grandeur  de  la  vi- 
tesse angulaire  du  bras  de  levier,  suivant  que  son  bras, 
à  l'extrémité  duquel  l'impulsion  est  donnée,  est  plus  ou 
moins  long  ;  on  peut  le  supposer  même  en  tenant 
compte  de ^e  qu'une  première  impulsion  donnée  à  l'ex- 
trémité d'un  bras  de  levier  court,  lui  imprime  d'abord  une 
vitesse  angulaire  un  peu  plus  grande  que  celle  qu'il  aurait 
s'il  était  plus  long,  et  qu'il  reçût  la  même  impulsion  à 
son  extrémité. 

Maintenant  si,  au  lieu  d'une  impulsion  une  fois  don- 
née, le  bras  de  levier  est  soumis  à  une  force  constante 
P,  appliquée  normalement  à  son  extrémité,  il  est  évident 
que  mon  explication  sera  encore  applicable  :  seulement, 
au  lieu  de  décroître,  la  vitesse  du  bras  de  levier  ira  en 
croissant  de  plus  en  plus. 

La  même  explication,  au  fond,  peut  rendre  compte 
de  ce  que,  si  une  impulsion  ou  une  force  constante  P  est 
appliquée  normalement  à  un  point  placé  entre  Textré- 
mité  et  le  point  fixe,  le  bras  entier  ne  paraît  pas  fléchir 
au  point  d'application,  et  que  toutes  ses  molécules, 
dans  l'hypothèse,  se  rangent  sensiblement  dans  une 
position  rectiligne  oblique  à  la  première  direction  du 
bras  de  levier.  Alors,  en  effet,  les  molécules  qui  s'éloi- 
gnent du  point  fixe  et  viennent  à  la  suite  du  point  d'ap- 
plication font  d'abord  un  petit  angle  avec  la  partie  du 
bras  de  levier  qui  précède  ce  même  point  d'application, 
mais  généralement  et  relativement  bien  plus  éloignées 
du  point  d'appui  que  les  molécules  composant  cette 
dernière  partie,  elles  perdent  généralement  et  relative- 
ment aussi  bien  moins  de  leur  vitesse  que  celles*-ci,  et, 
par  suite,  finaleruent,  le  bras  de  levier  est  redressé  par 
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l'accroissement  que  leur  réaction  produit  sur  les  molé- 
cules plus  rapprochées  du  point  d'appui» 

Enfin ,  au  même  point  de  vue ,  on  s'expliquera  aussi 
qu'un  bras  de  levier  se  relève ,  et  reste  sensiblement 
droit  quand  l'autre,  soumis  à  une  impulsion  ou  à  une 
force  P  appliquée  à  un  de  ses  points,  s'abaisse  ;  car  il  se 
produit  alors  dans  le  premier,  en  sens  inverse,  un  eitet 
analogue  à  celui  qui  se  produit  dans  le  second. 

Parmi  les  nombreuses  applications  du  levier ,  figure 
la  balance,  qui,  comme  on  sait,  est  un  levier  droit  du 
premier  genre.  Je  n'ai  donc  pas  besoin  de  faire  remar- 
quer que  mes  critiques  et  explications  précédentes  au 
sujet  du  levier  s'appliquent  à  la  balance. 

Précédemment  j'ai  dit  que  si  une  force  est  appliquée 
normalement  à  une  barre,  libre  d'ailleurs,  à  son  milieu  , 
à  un  point  placé  entre  ses  deux  extrémités ,  cette  force 
tend  à  faire  fléchir  la  barre  au  point  d'application ,  la 
fait  plus  ou  moins  s'infléchir  à  ce  point.  Or  cela  doit 
bien  avoir  lieu,  du  moins  au  premier  moment,  mais  , 
d'après  les  considérations  que  j'ai  présentées  relative- 
ment au  levier,  on  peut  penser  qu'il  tend  ensuite  à  se 
produire  un  redressement  de  la  barre.  En  effet,  soit 
(fig.40  bis)  une  série  de  molécules  a,  6,  c,  rf,  e,  f,  g^  pla- 
cées à  égales  distances  les  unes  des  autres  sur  une  ligne 
droite,  et  soit  appliquée  une  force  Pou  donnée  une  impul- 
sion à  la  molécule  d,  milieu  de  la  série,  normalement  à 
sa  direction.  Dans  un  premier  moment  extrêmement 
court,  d  vient  en  d',  c  en  c',  et  ainsi  de  suite,  pour  toutes 
les  molécules,  de  manière  que  la  série  s'infléchisse  et 
fasse  un  angle  très-obtus  en  d\  Après  ce  premier  mou- 
vement» d  en  d\  attirée  à  la  fois  et  obliquement  par  e  et 
c  venus  en  é  et  c\  qui  lui  sont  obliquement  contiguës. 
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tendra  à  remonter  vers  sa  première  position,  et  ainsi  sa 
vitesse  primitive  sera  atténuée,  tandis  que  les  autres  mo- 
lécules, surtout  celles  qui  seront  les  plus  éloignées  de  d, 
poursuivront  leur  route  sans  éprouver  une  diminution  no- 
table dans  leur  vitesse  ;  cela  se  concevra  encore  mieui 
si,  au  lieu  de  quelques  molécules,  la  série  en  comprend 
une  quantité  innombrable.  Le  résultat  sera  donc  d'opérer, 
dans  la  série,  un  redressement  qui  compensera  ou  di- 
minuera la  première  inflexion.  Or  un  effet  analogue  se 
produira  s'il  s'agit  d'une  barre,  et  non  pas  d'une  seule 
série  de  molécules.  Mais  il  est  vraisemblable,  plausible, 
que  l'effet  qui  se  produira  alors  ne  sera  pas  exactement 
semblable  à  celui  qui  aurait  lieu  si  des  forces  égales  cha- 
cune à  la  moitié  de  celle  appliquée  au  milieu  de  la  série 
ou  de  la  barre  étaient  appliquées  chacune  à  une  de  ses 
extrémités  aussi  normalement  à  sa  direction.  (Voir  la  note 
1  à  la  fin  du  livre.) 


CHAPITRE  IV. 


DES   CONDITIONS    DE    l'ÉQUILIBRE. 


§   I  —De  l'équilibre  de»  forées   appliquées  à  un 

système  inirariable. 


Nous  avons  vu  que  l'on  prétend  démontrer  qu'un  couple, 
tel  qu'on  le  conçoit,  ne  peut  jamais  être  tenu  en  équi- 
libre par  une  simple  force,  et  que  tant  de  forces  qu'on 
voudra,  appliquées  d'une  manière  quelconque  à  un  corps 
ou  système  invariable  libre,  peuvent  toujours  se  réduire 
à  une  seule  force  qui  passe  par  un  point  donné  à  volonté 
et  à  un  seul  couple.  On  en  conclut  qu'il  ne  peut  y  avoir 
équilibre  dans  le  système,  à  moins  que  la  résultante  des 
forces  ne  soit  nulle  d'elle-même,  et  que  le  moment  du 
couple  résultant  ne  soit  aussi  nul  de  lui-même. 

Des  principes  admis,  on  tire  plusieurs  corollaires  ,  et 
notamment  celui-ci  : 

Toutes  les  forces  appliquées  à  un  système  ne  pourront 
jamais  se  réduire  à  une  seule ,  à  moins  que  la  résultante 
de  ces  forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
un  point  nait  une  direction  parallèle  au  plan  du  couple 
résultant^  et  cela^  en  quelque  lieu  de  V espace  qu  on  ait  pris 
d'abord  le  point  où  Von  a  transporté  toutes  les  forces. 
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On  professe ,  conséquemment ,  que ,  pour  qu'il  y  ait 
équilibre  des  forces  parallèles  situées  dans  un  même 
plan,  il  faut,  P  que  la  résultante  des  forces  transportées 
en  un  point  commun  A  soit  nulle  d'elle-même,  et 
qu'ainsi,  en  nommant  P,  F,  F,  etc.,  les  forces,  on  ait 

P-|-P'-|-P"+etc.  =  o; 

2^  que  le  moment  résultant  de  tous  les  moments  des 
couples  soit  aussi  nul  de  lui-même,  et,  conséquemment, 
en  appelant  jo^p',  p",  etc.,  les  bras  de  levier  respectifs, 
qu'on  puisse  poser 

Pp  +  Py+P^Z-hetci^o. 

On*exprime  les  conditions  de  l'équilibre  des  forces 
parallèles  agissant  sur  des  points  quelconques  d'un  corps 
en  disant  qu^il  faut,  l''  que  la  somme  de  toutes  les  forces 
soit  nulle  et  que  l'on  ait  encore 

P+P'  +  P"-hetc.=o; 

2**  que  la  somme  de  leurs  moments  pris  par  rapport  à 
deux  plans  qui  se  coupent  suivant  une  parallèle  à 
la  direction  d^s  forces,  soit  nulle  d'elle-même  pour 
chacun  de  ces  deux  plans,  ce  qu'on  exprime  par  les  for- 
mules 

Vœ  h  Fx'  -l-FV  +  etc.  =  o, 
Pj/  -l-P'y'  4-^/  -l-etc,  =0, 

oii  X,  x\  x\  etc.,  y,  j/,  y",  etc.,  désignent  les  forces 
des  couples  compris  dans  les  deux  plans  auxquels  on 
rapporte  les  moments. 
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S'il  s'agit  de  l'équilibre  des  forces  qui  agissent  dans 
un  même  plan  suivant  des  directions  quelconques,  on 
trouve  qu'il  est  nécessaire  :  1®  que  la  somme  des  forces 
décomposées  parallèlement  à  deux  axes  qui  se  coupent 
dans  le  plan  soit  nulle  par  rapport  à  chacun  de  ces 
axes  ; 

2*"  Que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport 
à  un  point  quelconque  du  plan  soit  nulle  d'elle-même. 

Enfin,  à  Tégard  de  léquilibre^des  forces  appliquées 
comme  on  voudra  dans  l'espace ,  on  émet  ces  condi- 
tions : 

i^  Que  la  somme  des  forces  décomposées  parallèle- 
ment à  trois  axes  quelconques  soit  nulle  par  rapport  à 
chacun  de  ces  axes,  et  qu'ainsi  l'on  ait 

X'4-X"H-X"-|-etc.  =  o, 
Y'4-Y"+Y'"+etc;  =  o, 
Z'  +  Z"4-Z"+etc.=o, 

eh  nommant  X',  Y',  Z'  les  trois  composantes  de  V  ;  X'',  Y", 
Z",  les  trois  composantes  de  P",  et  ainsi  de  suite; 

2^  Que  tous  les  couples  étant  décomposés  suivant  les 
trois  plans  coordonnés,  la  somme  des  moments  des 
couples,  rapportés  à  chacun  de  ces  plans,  soit  nulle 
d'elle-même,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  somme  des 
produits  des  compostantes  parallèles  au  plaq  de  deux 
-axes,  par  leurs  coordonnées  relatives  au  troisième  axe, 
soit  nulle  d'elle-même  pour  chacun  des  trois  plans; 
condition  qu'on  formule  dans  les  trois  équations 

X'y'  H-Xy  -+-  etc.  —  YV — Y  V  —  etc.  =  o. 

•     YV  -f-YV'+etc. — Zy  —  zy—  etc.  =  o, 

Z'aî'H-  YV+  etc. —X'z'—  XV  —  etc.  =  o. 
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On  a  établi  les  conditions  de  l'équilibre  dans  le  cas  d'un 
point  fixe  dans  le  système. 

a  En  transportant  toutes  les  forces  au  point  fixe  0 , 
on  obtient,  dit-on,  une  résultante  R  et  un  couple  (S, — S). 
Or  on  considère  que  la  résultante  R  est  détruite  par  la 
fixité  du  point,  et  qu'ainsi,  pour  l'équilibre,  il  fant  et  il 
suffit  que  le  couple  (S,  — S)  soit  nul.  > 

On  obtient  encore  ces  conditions  en  introduisant 
la  résistance  R^  du  point  fixe.  «  Soient,  dit-on,  X^ , 
Y^ ,  Z^ ,  les  composantes  de  la  force  R^  ;  puisqu'il  y  a 
équilibre,  on  aura 

X-4-X.=o,  Y+Y,=o,  Z  +  Z,=o. 

»  L'introduction  de  la  force  R,  ne  donnant  aucun 
nouveau  terme  dans  les  expressions  L  ,  M ,  N,  qui  dési- 
gnent les  moments  résultants  obtenus  en  composant  les 
couples  situés  dans  chacun  des  plans  coordonnés,  on 
aura 

L=o,  M=:o,  N=o. 

•  Les  trois  premières  équations  déterminent  X^,  Y^^ 
Z^  et  font  voir  que  la  résistance  R  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à  R.  Les  trois  autres  sont  les  équations 
de  conditions,  et  expriment  que  le  couple  résultant  (S^ 
—  S)  est  nul.  > 

Voici,  maintenant,  comment  on  conçoit  les  conditions 
de  l'équilibre  dans  le  cas  d'un  axe  fixe. 

En  supposant  dans  le  système  un  axe  fixe  ou,  ce  qui 
revient  au  mème^  deux  points  fixes  0  et  H^  et  en  pre- 
nant pour  axe  des  z  la  droite  OH,  et  pour  axe  des  œ  et 
y  deux  droites  passant  par  le  point  0^  on  dit  que  la  ré- 

41 
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sultante  des  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  0  est  détruite  par  ce  point  fixe  ;  que  les 
couples  résultant  de  cette  translation  situés  dans  les 
plans  zOx  et  zOy  sont  détruits  par  la  résistance  de  Taxe 
OZf  car  on  peut  faire  tourner  chacun  d'eux  jusqu'à  ce 
que  les  deux  forces  qui  le  composent  soient  perpendicu- 
laires à  Taxe  fixe  qui  les  détruit  toutes  ;  que,  par  consé- 
quent, il  ne  reste  plus  que  le  couple  N  situé  dans  le 
plan  xOy^  qui  doit  être  nul,  en  sorte  que  la  seule  condi- 
tion de  réquilibre  est 

N=o, 

ce  qu'on  énonce  en  disant  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  Vaœe  fixe  doit  être  nulle. 

Si  le  corps  peut  glisser  le  long  de  l'axe,  si,  par  exem- 
ple, il  est  traversé  par  une  tige  fixe  et  inflexible,  les  com- 
posantes X^  Y,  et  les  couples  L,  M  sont  détruits  par  la 
résistance  de  l'axe,  mais  la  force  Z  ne  l'est  pas  et  l'on  a 
alors  les  deux  équations  d'équilibre. 

Z  =  0,N  =  o., 

Comme  on  a  établi,  pour  conditions  d'équilibre  dans 
le  cas  d'un  point  fixe^  les  équations 

L  =  0,  M  =  0,  N=o, 

on  conclut  que^  pour  qu'un  nombre  quelconque  de  for- 
ces appliquées  à  un  corps  solide  soit  en  équilibre  autour 
d'un  point  fixe,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  le  soient  au- 
tour de  trois  axes  passant  par  le  point  fixe. 

On  a  traité  autrement  quelques-unes  de  ces  questions 
relatives  aux  conditions  de  l'équilibre,  mais  je  ne  crois 
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pas  utile  de  reproduire  tous  les  procédés  employés,  dont 
les  résultats  sont  d'ailleurs  semblables  ou  équivalents  à 
ceux  que  je  viens  de  rappeler. 

D*après  mes  critiques  précédentes,  il  est  visible  qu'il 
n'y  a  pas  lieu  d'admettre  réellement  ces  solutions  con- 
cernant les  conditions  de  l'équilibre.  Dans  ma  doctrine, 
suivant  les  principes  quej'aî  posés  et  qui  sont  rationnels, 
il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  dans  tous  les 
cas  dont  il  s'agit,  que  toutes  les  forces  appliquées  au  sys- 
tème supposé  invariable,  étant  transportées  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  à  un  point  quelconque  du  système, 
et  étant  composées  entre  elles,  leur  résultante  soit  ab- 
solument nulle. 

Un  corps  ou  système  invariable  ne  pouvant  tourner 
sur  lui-même,  les  conditions  admises  et  énoncées  plus 
haut,  de  l'équilibre  d'un  corps  ou  système  ayant  un  point 
ou  un  axe  fixe  sont  fausses,  sont  théoriquement  inadmis- 
sibles. Rationnellement,  si  un  système  invariable  a  un 
ou  plusieurs  points  fixes,  tout  le  système  est  fixe  et  dans 
tous  les  cas  en  parfait  équilibre. 

Je  m'occuperai  dans  un  chapitre  particulier  des  con- 
ditions de  l'équilibre  d'un  corps  reposant  sur  un  plan 
fixe. 


S  II.  ^  De  réquillbre  des  forces  appll<iaées  A  des 

cordons* 


Si  deux  forces  P  et  Q  agissent  aux  extrémités  d'une 
corde  supposée  flexible  et  inextensible,  on  professe  que, 
{>our  qu'elles  se  fassent  équilibre,  la  corde  doit  être  ten- 
due en  ligne  droite,  et  ces  forces  doivent  être  égales»  con- 
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traires  et  dans  la  direction  du  cordon  ;  car,  dit-on,  si 
ces  deux  forces  n'avaient  pas  la  même  direction  que  le 
cordon^  rien  ne  les  empêcherait  de  le  faire  tourner,  et 
si,  étant  dans  la  même  direction,  elles  n'étaient  pas 
égales  et  contraires,  elles  feraient  avancer  la  corde  dans 
sa  direction.  On  appelle  tension  du  fil  la  valeur  commune 
des  deux  forces. 

Considérant  trois  forces  P,  Q,  R  comme  agissant  sur 
un  même  point  A  par  l'intermédiaire  de  trois  cordons 
qui  se  réunissent  en  ce  point,  on  admet  qu'elles  se  font 
équilibre,  si  l'une  quelconque  de  ces  forces  est  égale  et 
directement  opposée  à  la  résultante  des  deux  autres. 

Si  l'on  a  un  système  de  points  A,  B,  C,  D,  E,  F 
(fig.  41)  situés  dans  un  même  plan,  liés  entre  eux  par 
des  cordons,  voici  comment  on  établit  généralement  les 
conditions  de  l'équilibre  des  forces  appliquées  à  ce  système 
connu  sous  le  nom  de  polygone  funiculaire. 

«  Supposons  l'équilibre  établi.  Le  premier  et  le  der- 
nier cordon,  AB  et  EF,  sont  sollicités  par  des  forces  H 
et  K  dirigées  nécessairement  suivant  les  prolongements 
de  ces  cordons,  sans  quoi  il  n'y  aurait  pas  équilibre. 
Aux  différents  sommets  B,  C,  D,  E,  soient  appliquées  des 
forces  quelconques  P,  P',  F,  P\  agissant  par  l'intermé- 
diaire de  cordons  qui  se  réunissent  en  ces  points.  Si  Ton 
coupait  le  cordon  CD  au  point  I,  l'équilibre  serait  détruit, 
et  chacun  de  ces  deux  points  C  et  D  serait  entraîné  dans 
une  certaine  direction.  Les  deux  forces  qui  solliciteraient 
alors  ces  deux  points  étant  détruites,  dans  l'état  d*équi- 
libre,  par  la  liaison  que  le  cordon  établit  entre  eux,  sont 
nécessairement  contraires  et  dirigées  suivant  le  prolon- 
gement du  cordon  CB.  Donc  on  peut  poser  ce  principe , 
que  ,  dans  Vétat  d^ équilibre,  chaque  cordon^  tel  que  CD, 
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doit  être  tiré  par  deux  forces  égales  et  contraires  qu* on  peut 
supposer  appliquées  à  ses  deux  extrémités. 

»  La  force  P  et  la  force  H,  dont  on  peut  supposer  le 
point  d'application  transporté  de  A  en  B,  ont  une  résul- 
tante X  dirigée  suivant  le  prolongement  du  cordon  CB, 
En  effet,  puisqu'il  y  a  équilibre,  il  ne  sera  pas  troublé  , 
si  l'on  suppose  le  point  C  fixe,  et  on  voit  alors  que  X  doit 
avoir  la  direction  BC.  La  force  Xmesure  en  même  temps  la 
tension  du  cordon  BC;  car,  puisqu'il  y  a  équilibre,  celui-ci 
doit  être  tiré  en  C  par  une  force  égale  et  contraire  à  X. 
En  transportantXau  point  C,on  voit  de  même  que  la  ré- 
sultante Y  des  deux  forces  X  et  P'  est  dirigée  suivant  le  pro- 
longement de  CD  et  mesure  la  tension  de  cecordon.  Cette 
tension  Y  est  donc  la  résultante  des  forces  H,  P,  P'  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  C.  En  con- 
tinuant ainsi,  on  verra  que  la  tension  V  du  dernier  cor- 
don s'obtient  en  composant  les  forces  H,  P,  F,  P-',  P'* 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  E,  et 
comme  il  y  a  équilibre,  cette  force  V  est  égale  et  direc- 
tement contraire  à  la  dernière  force  K. 

»  Ainsi  toutes  les  forces  immédiatement  appliquées  au 
polygone  funiculaire ,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque,  se  font  équilibre  autour  de 
ce  point,  et  la  tension  de  chaque  cordon  est  la  résultante  dé 
toutes  les  forces  qui  agissent  d^un  même  côté  de  ce  cordon.  » 

On  est  encore  arrivé  à  ce  résultat  d'une  autre  manière, 
«r  Supposons,  a-t-on  dit ,  que  le  polygone  soit  solidifié 
de  telle  sorte  que  les  droites  qui  joignent  les  points  con- 
sécutifs ne  puissent  pas  changer  de  longueur.  Il  en  ré- 
sulte d'abord  que  toutes  les  forces  transportées  parallè- 
lement à  elles-mêmes  en  un  point  doivent  s'y  faire  équi- 
libre. Ensuite  l'équilibre  ne  devant  pas  être  troublé,  si, 
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en  Bupprimant  la  partie  DEK»  on  applique  au  point  D, 
suivant  le  prolongement  de  CD,  une  force  égale  à  la  ten- 
sion Y  de  ce  cordon,  il  faut  que  la  force  Y  et  toutes  celles 
qui  agissent  sur  la  partie  conservée  ÂBCD  se  détruisent. 
La  tension  du  cordon  CD  est  donc  égale  à  la  résultante 
des  forces  H ,  P,  F ,  comme  on  Ta  vu  par  l'autre  mé- 
thode. » 

Ces  démonstrations  sont-elles  complètement  satisfai- 
santes? 

Un  cordon  flexible  ne  peut  être  d'une  seule  pièce  con- 
tinue; il  faut  9  pour  qu'il  se  plie^  qu'il  soit  formé  de 
molécules  à  distance  les  unes  des  autres ,  de  parties 
mobiles,  pouvant  changer  de  position  les  unes  à  l'égard 
des  autres,  ce  qui  serait  impossible  s'il  était  un  seul 
continu  homogène,  sans  division  de  parties  distinctes 
séparées.  Mais  étant  composé  de  parties  mobiles ,  il  ne 
peut  être  :  inextensible^  incompressible,  invariable  dans  sa 
longueur,  quand  un  ou  plusieurs  de  ses  points  molécu- 
laires sont  soumis  à  une  ou  plusieurs  forces  tendant  à 
les  éloigner  ou  à  les  rapprocher  les  uns  des  autres. 
D'ailleurs,  il  n'est  pas  plausible  qu'il  puisse  se  plier,  se 
contourner,  en  conservant  toujours  la  même  longueur 
exactement.  La  théorie  relative  aux  effets  des  forces 
appliquées  à  des  cordons  isolés  ou  reliés  entre  eux,  re- 
pose donc  sur  une  hypothèse  chimérique,  non  ration- 
nelle, celle  de  l'invariabilité  de  la  longueur  des  cordons 
jointe  à  leur  flexibilité. 

L'on  a  voulu  déterminer  la  tension  d'un  fil  flexible 
en  équilibre,  attaché  par  ses  extrémités  à  deux  points 
fixes  Â  et  B ,  et  dont  tous  les  points  sont  sollicités  par 
de  très-petites  forces. 

((  Soit  AMB  (fig.  42)  ce  fil,  M  étant  un  point  quel- 
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conque  de  ce  même  fil.  Les  deux  parties  AM,  MB/a-t- 
on  dit«  exercent  Tune  sur  Tautre,  dans  l'état  d'équilibre» 
des  actions  moléculaires  égales  et  contraires.  On  ne  con- 
naît pas  la  nature  de  ces  actions,  mais  on  admet  que 
toutes  celles  qui  proviennent  de  AM  agissant  sur  ])^B, 
se  réduisent  à  une  force  unique  T  appliquée  au  point  M^ 
et  que  de  même  la  partie  MB  exerce  sur  AM  une  action 
qui  se  réduit  à  une  force  égale  et  contraire  à  T.  La  valeur 
commune  de  ces  deux  forces  est  la  tension  du  fil  au  point 
M.  On  pourra  donc  »  si  l'équilibre  existe ,  supprin^è^  la 
partie  AM,  pourvu  qu'on  applique  au  point  M  une  ^ç^ce 
égale  à  T.  » 

Or,  en  considérant  le  fil  comme  la  limite  d'un  poly- 
gone funiculaire  dont  les  côtés  deviennent  infin,invçnt 
petits ,  hypothèse  chimérique,  on  admet  que  la  tendon 
s'exerce  suivant  la  tangente  ^  au  point  M ,  à  /a  courbe  que 
forme  le  fil,  et  l'on  prétend  même  démontrer  directement 
ce  principe  de  la  manière  suivante  : 

a  Fixons  un  point  M',  voisin  de  M,  sur  le  fil  et  soli- 
difions la  partie  intermédiaire  MM' ,  l'équilibre  ne  sera 
pas  troublé.  Mais  alors,  d'après  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  système  dans  lequel  se  trouve  un  point  fixe, 
les  couples  qui  résultent  de  la  translation  au  point  M^ 
de  la  force  T  et  des  forces  qui  agissent  sur  tous  les  points 
matériels  du  fil  compris  entre  M  et  M',  doivent  se  dé- 
truire. Comme  ces  forces  ne  sont  pas  nécessairement 
dans  un  même  plan,  le  moment  du  couple  (T,  —  T)  est 
moindre  que  la  somme  des  moments  des  couples  prove- 
nant de  la  translation  des  autres  forces  ou  au  plus  égal  à 
cette  somme. 

»  Si  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  M'H  sur  la  direc-<. 


—  ges- 
tion de  la  force  T,  et  si  Ton  désigne  par  0  Taogle  M'MH, 
le  momeot  du  couple  (T»  —  T)  est 

TxM'H  =  TxMM'sine. 

Soient  pi  la  masse  d'un  point  compris  entre  M  et  M'  et 
P  la  force  appliquée  à  ce  point  rapporté  à  l'unité  de 
masse  ;  piP  sera  la  force  motrice  appliquée  à  ce  point. 
Le  moment  du  couple  ((xP,  —  [iP)  est  plus  petit  que 
(jlP.  (tM'  et  à  fortiori  que  (jlP.  MM'. 

1  La  somme  des  moments  de  tous  les  couples  ana- 
logues est  donc  moindre  que  MM'.  P^Spt.,  P,  désignant  la 
plus  grande  valeur  de  la  force  P  dans  toute  la  portion 
MM'  du  fil  et  2[i.  la  somme  des  masses  des  molécules  qui 
composent  cette  portion  du  fil. 

>  On  a  donc 

T.MM'.sine<P,.MM'.  ïpi. 
d'où 

siî)  e  <  1^  2(x. 

»  La  tension  T  a  une  valeur  finie,  car  elle  doit  faire 
équilibre  aux  forces  qui  sollicitent  la  partie  BM.  Comme 
l'inégalité  précédente  a  lieu,  quelque  petit  que  soit  l'arc 
MM',  on  voit  que  si  le  point  M'  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  M,  sin  6  et  par  conséquent  6  deviendra 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Mais  à  la  limite  la 
corde  MM'  deviendra  la  tangente  en  M  à  la  courbe; 
donc  c'est  suivant  la  tangente  qu'agit  la  tension  T.  » 

On  voit  que,  dans  cette  spéculation,  on  considère  le 
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fil  comme  décrivant  une  courbe  continue.  Or  telle  ne 
peut  être  la  réalité ,  car  le  fil  étant  flexible  doit  être 
formé  de  molécules  distinctes ,  séparées  les  unes  des 
autres,  retenues  les  unes  près  des  autres,  mais  à  dis- 
tance. De  plus  on  applique  ici  la  théorie  des  CQuples 
que  j'ai  ruinée.  La  démonstration  n*est  donc  point  rigou- 
reuse. 

Après  avoir  ainsi  déterminé  la  tension  d'un  fil  flexi- 
ble sollicité  par  de  petites  forces,  on  a  cherché  et  cru 
trouver  les  conditions  d'équilibre  de  ce  fil  comme  il 
suit  : 

c  Soit  un  fil  AMB  fixé  à  ses  deux  extrémités  A  (a,  6,  c) 
et  B  {a\  b\  c')  et  dont  tous  les  points  sont  sollicités  par 
de  petites  forces.  Soient  M  (a?,  y,  z)  et  M  {x  -f-  dœ,  y  -h 
dy,  z  -f-  dz)  deux  points  infiniment  rapprochés  sur  le  fil. 
Faisons  MM'  =  ds.  Si  T  et  T  sont  les  tensions  du  fil 
aux  points  M  et  M',  l'arc  MlVf  doit  être  en  équilibre  sous 
l'action  de  T,  de  T  et  des  forces  qui  sollicitent  les  points 
compris  entre  M  et  M'.  Cet  équilibre  a  encore  lieu  si  l'on 
suppose  l'arc  MM'  solidifié.  Donc  lès  forces  doivent  être 
telles,  qu'en  les  transportant  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point,  elles  se  fassent  équilibre. 

»  Soient  e  le  produit  de  la  section  normale  par  la 
densité  au  point  M,  P  la  force  qui  agit  en  ce  points  et 
X,  Y,  Z  ses  composantes  parallèles  à  trois  axes  Ox,  Oy, 
Oz.  L'arc  MM'  étant  infiniment  petit,  on  peut  consiflérer 
e,  X,  Y,  Z  comme  constants  pour  tous  les  points  de  MM'. 
Or  T  agissant  dans  le  sens  M'M ,  ses  composantes  se- 
ront 


—  T  ~.   —  T  -/,   —  T  -. 

ds  ds  ds 
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i>  Les  composantes  de  V  seront  égales  à  celles  de  T» 
prises  en  sens  contraire  et  augmentées  de  leurs  difiPé- 
rentielles , 


dx 


^  ^ + "[''  S- 


rf^i  T^y 


ds 


npîH'i]- 


D'ailleurs,  en  considérant  MM'  comme  un  petit  cylindre» 

Xufa,  YidSf  Ztds, 

sont  les  sommes  des  composantes  des  forces  qui  agis- 
sent sur  les  points  de  Tare  1MM^  On  a  donc 


(<) 


-h  Xecb  =  0, 
-h  Yêds  =  0, 


-h  Zedj  =  0. 


»  Dans  la  question  qui  nous  occupe,  il  n'y  a  qu'une 
seule  variable  indépendante  ;  supposons  que  ce  soit  œ. 
Les  équations  (1)  serviront  à  déterminer  y,  %y  et  l'incon- 
nue auxiliaire  T  en  fonction  de  x. 

»  En  intégrant  d'abord  la  première  des  équations  (I) 
par  rapport  à  $,  entre  les  limites  qui  correspondent  aux 
extrémités  du  fil ,  dont  la  longueur  est  / ,  on  aura 


(«) 


M^%^j'.'^='- 


>  Soient  e,  f^g\  e\  f,  ^  les  angles  que  les  tan- 
gentes à  la  courbe  aux  points  A  et  B  font  avec  les  axes  ; 
cette  équation  devient 
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(3)  Kcos (? -t- K'cos  c' +    (^Xtds  =  o; 

elle  signifie  que  la  somme  algébrique  des  composantes  pa- 
rallèles à  l'axe  Oa>,  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le 
fil^  est  nulle.  En  intégrant  les  deux  autres  équations  du 
système  (1),  on  arriverait  à  la  même  conclusion,  par  rap- 
port aux  deux  autres  axes.  Ainsi  les  trois  premières  équa- 
tions de  l'équilibre  sont  satisfaites. 

X»  En  multipliant  les  deux  premières  équations  (1)  par 
y  et  œ^  et  en  retranchant  la  première  de  la  seconde ,  il 
en  résulte 

Or 

par  conséquent,  en  intégrant  entre  o  et  U  on  aura 
K[acos  f —  h  cos  e]  -i-K'  [a'  cos  f  —  V  cos  e'] 

r  [Yûp  —  Xy]  tds  =  0, 

équation  qui  signifie  que  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  le  fil^  par  rapport  à  taxe  Oz , 
est  nulle.  On  obtiendrait  de  même  les  équations  des  mo- 
ments par  rapport  aux  deux  autres  axes.... 

»  Si  l'on  multiplie  les  équations  (4)  respectivement  par 

cos  a,  cos  p,  cos  Y»  ou -7-,  -T^,  -7-,  en  observant  que 
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C08  *  a  +  cos  ■  p,  4-  cos  •  Y  =  1 , 
cos  a  cos  X  -f-  cos  p  cos  pt.  H-  cos  y  cos  v  =  o, 

.  on  aura 

dT  -h  e  (Xdx  -(-  Ydy  -h  Zdz)  =  o, 
d'où 

dT  =  —  e  (Xrfa?  -h  Ydy  +  Zdz  ). 

To  La  différentielle  de  la  tension  se  trouve  ainsi  ex- 
primée en  fonctions  des  composantes  de  la  force  qui 
agit  au  point  considéré » 

Cette  démonstration  analytique  est  loin  de  pouvoir 
être  regardée  comme  exacte.  On  y  considère  une  courbe 
comme  formée  de  droites  infiniment  petites;  on  regarde 
l'arc  ds  comme  infiniment  petit,  MM'  comme  un  petit  cy- 
lindre. Or  on  a  vraiment  affaire  à  une  série  de  points  ma- 
tériels, moléculaires,  distants  les  uns  des  autres,  non 
pas  à  une  matière  continue  et  curviligne.  D'ailleurs  une 
courbe  n'est  pas  un  composé  de  droites,  si  petites  qu'on 
les  suppose  ;  l'infmiment  petit  est  impossible. 

De  ces  spéculations  inexactes  on  a  déduit  l'équation 
et  les  propriétés  de  la  chaînette,  c'est-à-dire  d'une  courbe 
ABC  (flg.  43)  formée  par  un  fil  pesant  et  homogène,  sus- 
pendu à  deux  points  fixes  A  et  C. 

«  Cette  courbe,  dit-on,  est  contenue  dans  le  plan  ver- 
tical passant  par  les  points  A  et  C...  Prenons  ce  plan 
vertical  pour  plan  des  xy,  et  traçons  deux  axes  rectan- 
gulaires Ox  et  Oy,  le  premier  horizontal  et  le  second 
vertical  et  dirigé  de  bas  en  haut.  Le  système  des  équa- 
tions (1)  se  réduit  à 
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>  On  peut  îTîOttre  ces  équations  sous  une  forme  plus 
simple.  En  premier  lieu  on  a  X  =  o.  Ensuite  le  fil  étant 
supposé  homogène ,  si  ir  est  le  poids  de  l'unité  de  lon- 
gueur, Tzds  sera  le  poids  d'un  élément  ds.  On  aura  donc 
iYds  =  tzds  et  les  deux  équations  se  réduisent  à 

»  La  première  équation  donne  T  -7-  =  const.  Appe- 
lons Tzh  la  tension  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe, 
tension  qui  s'exerce  horizontalement,  on  aura 

T^=7r/i,  d'oùT  =  xA^. 
ds  '  dz 

Portant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  on  a 

(2)  d'  =  f^^' 

>  Telle  est  Véquation  différentielle  de  la  chaineUe. 


»   En  remplaçant  ds  par  rfo?  y  1  -h  -izr,  puis  -^ 


par  /),  il  vient 

hdp 
(»)  dx  =  ^j^p. 


d'où 

0  II  faudrait  ajouter  une  constante;  mais  on  peut  sup- 
poser cette  constante  nulle,  si  Ton  prend  pour  axe  des  y 
la  verticale  qui  passe  par  le  point  le  plus  bas  de  la 
courbe,  sans  du  reste  fixer  Torigine,  car,  dans  cette  hy- 
pothèse» on  doit  avoir  œ  =  o  pour  <p-. 

»  On  tire  de  Téquation  (2) 


ajoutant  et  retranchant  successivement  ces  équations 
Tune  de  l'autre,  on  a 


r«'  -  7]. 


dœ       2\ 


V<-ê=|[«"^-i^ 


Ces  deux  équations  s'intègrent  immédiatement,  la 
première  donne 

(3)  y=^^[;-+rî^, 

et  la  seconde,  en  remplaçant  le  radical  V  *  "+"  ;^  P^^ 

ds 
dœ* 
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(4)  *=ip-7]- 


»  U'après  son  équation  (3) ,  la  chaînette  est  symétri- 
que par  rapport  à  Taxe  des  y. 

»  En  comparant  les  équations  difTérontielles  avec 
celles  qui  résultent  de  leur  intégration ,  on  trouve 

dx 
d'où 

»  Ces  trois  dernières  équations  sont  interprétées  géo- 
métriquement de  la  manière  suivante  : 

n  La  première  signifie  qu'en  chaque  point  M  de  la 
chaînette ,  la  projection  MK  de  l'ordonnée  de  la  courbe 
sur  la  normale  MN  est  constante  et  égale  à  h.  En  effet, 


MK  =  y  cos  PMK=  ^U  +  ^ 

»'  La  seconde  eiiprime  que  la  projection  Ml  de  l'or- 
donnée sur  la  tangente  MT  est  égale  à  Tare  BM,  compté 
à  partir  du  point  le  plus  bas  de  la  courbe.  En  effet , 

MI^=IPtangT=A^; 

mais  -;^  ==  —  :  donc  MI  =  s. 
dx       h 
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'  »  Enfin  la  troisième,  conséquence  des  deux  autres, 
signifie  que  la  longueur  désignée  par  h ,  l'arc  MB  et 
l'ordonnée  y  forment  un  triangle  rectangle  dont  l'or- 
donnée est  rhypothénuse.  » 

Inutile  de  dire  que  ces  résultats  ne  peuvent  être  plus 
exacts  que  ceux  que  j'ai  critiqués  plus  haut. 


CHAPITRE  V. 


DE    LA    GBAVITÉ   OU    PESANTfiUB. DU    POIDS. —  DU    CENTRE 

DE    GRAVITÉ. 


On  appeWe  pesanteur  ou  gravité  la  force,  la  cause  quel- 
conque qui  fait  que  les  corps  tombent  «  c'estr-à-dire  se 
précipitent  vers  la  surface  de  la  terre ,  quand  ils  sont 
abandonnés  à  eux-mêmes ,  ne  sont  pas  soutenus.  Dans 
ce  mouvement,  les  corps  suivent  la  direction  verticale, 
c'est-à-dire  perpendiculaire  à  Thorizon ,  ou  plutôt  à  la 
surface  des  eaux  tranquilles,  qui  peut  n'être  pas  hori- 
zontale près  des  hautes  montagnes. 

On  admet  généralement,  avecNewton,  que  la  pesan- 
teur est  causée  par  V attraction  de  la  terre  sur  les  corps  ^ 
et  qu'elle  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  phénomène 
général ,  universel  :  l'attraction  des  corps  les  uns  pour 
les  autres. 

Newton,  en  effet,  partant  des  lois  de  Kepler,  est  arrivé 
à  celle-ci  : 

«c  Les  corps  s"* attirent  en  raison  directe  des  masses  et  en 
raison  inverse  des  carrés  des  distances. 

La  pesanteur  est  considérée  commue  s'exerçant  sur 
tous  les  points  matériels  des  corps ,  dans  des  directions 
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perpendiculaires  à  la  surface  du  globe  ou  suivant  des 
lignes  verticales.  D'après  cela,  les  directions  prolongées 
de  la  pesanteur  en  différents  lieux  de  la  terre  converge- 
raient vers  le  centre  de  la  terre  qui  est  à  peu  près 
sphérique  ;  mais  la  petitesse  des  corps  que  Ton  consi- 
dère, relativement  à  la  grandeur  du  rayon ,  autorise  à 
penser  que  ,  sans  erreur  sensible ,  on  peut  supposer  la 
pesanteur  parallèle  à  elle-même  dans  l'étendue  d'un 
même  corps. 

D'après  l'observation,  l'intensité  delà  pesanteur  varie 
à  la  surface  de  la  terre  avec  la  latitude  ;  elle  varie  aussi 
sur  une  même  verticale  avec  l'élévation  au-dessus  de 
cette  surface  ;  mais  les  variations  ne  sont  sensibles  que 
pour  des  changements  considérables  de  latitude  et  de 
hauteur  ;  elles  ne  le  sont  point  dans  l'étendue  d'un  corps 
de  dimensions  ordinaires. 

D'après  la  définition  générale,  le  poids  d'ttn  corps  est 
la  résultante  ou  la  somme  de  toutes  les  forces  égales  de  la 
pesanteur  qui  agissent  sur  chacune  des  molécules  de  ce 
corps. 

On  appelle  centre  de  gravité  d'un  corps,  le  centre  des 
forces  par  allhles,  dues  à  la  pesanteur^  appliquées  â  toutes 
ses  molécules.  C'est,  en  d'autres  termes,  le  point  d'appli- 
cation du  poids.  On  en  conclut  que  le  centre  de  gravité 
est  un  point  tel  que  le  corps  doit  rester  en  équilibre , 
dans  quelque  position  qu'on  le  place,  en  le  faisant  tour- 
ner autour  de  ce  point  supposé  absolument  fixe. 

Il  est  reconnu,  admis,  que  la  vitesse  de  la  chute  d'un 
corps  est  indépendante  de  sa  masse  :  on  connaît,  à  ce 
sujet,  les  expériences  faites  par  Galilée,  et  qui  ont  été 
renouvelées  depuis  ce  savattit.  Mais  alors  comment  expli- 
quer que  le  poids  soit  en  raison  de  la  masse ,  qu'il  soit, 
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comme  on  le  dit ,  la  somme  de  toutes  les  forces  égales 
de  ia  pesanteur,  qui  agissent  sur  chacune  des  molécules 
de  ce  corps?  Les  physiciens  me  paraissent  s'être  égarés 
dans  leurs  conceptions  tendant  à  tracer  la  ligne  de  dé- 
marcation existante  entre  la  pesanteur  et  le  poids»  et  à 
l'explication  de  la  différence  notable  qui  se  produit 
entre  ces  deux  phénomènes  ayant  cependant  une  cause 
commune  :  l'attraction  du  globe. 

Pourquoi,  en  un  mot,  tous  les  corps  qui  tombent 
librement  dans  le  vide,  tombent-ils  avec  une  même  vi- 
tesse en  un  même  lieu,  tandis  qu'il  y  a  une  si  énorme 
différence  entre  eux,  lorsque,  n'étant  pas  libres,  ils 
agissent  comme  poids?  Pourquoi  leur  masse  influe-t- 
elle  si  sensiblement  dans  ce  dernier  cas ,  et  n'influe-t- 
elle  pas  dans  le  premier? 

Voici  comme  M.  Daguin  (t.  I®*",  p.  85,  de  son  Traité 
de  Physique  )  explique  que  la  vitesse  de  la  chute  d'un 
corps  est  indépendante  de  sa  masse. 

€  Supposons,  avec  Galilée,  dit-il,  que  les  molécules 
d'un  corps  soient  libres  et  indépendantes  les  unes  des 
autres;  ces  molécules  tomberont  toutes  avec  la  même 
vitesse,  puisqu'elles  sont  identiques  et  soumises  à  des 
forces  égales,  et  ne  se  sépareront  pas.  Nous  pouvons' 
donc,  sans  rien  changer  à  l'état  de  mouvement,  les  sup- 
poser liées  entre  elles  de  manière  à  ne  former  qu'un  seul 
corps.  La  vitesse  de  ce  corps  sera  la  même  que  celle 
d'une  de  ses  molécules,  et,  par  conséquent,  indépen- 
dantes de  sa  masse. 

»  On  se  rend  compte  autrement,  ajoute-t-il,  de  ce 
principe,  en  remarquant  que,  si  la  masse  d'un  corps  de- 
venait double,  triple,  quadrupla...,  son  poids  ,  ou  la 
force  qui  le  fait  tomber,  deviendrait  aussi  double,  triple, 
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quadruple...  ;  la  vitesse  devrait  donc  rester  la  même.  » 

Ces  explications  ne  sont  pas  justes.  Si  les  molécules 
d'un  corps  étaient  invariablement  liées  entre  elles»  de 
sorte  que  Tune  ne  pût  être  mue  sans  toutes  les  autres 
et  d'un  même  mouvement,  de  même  que  si  elles  ne  for- 
maient qu'un  seul  continu»  il  est  visible  que  les  corps 
tomberaient  d'autant  plus  vite  qu'ils  contiendraient  plus 
de  molécules,  que  leur  masse  serait  plus  grande. 

Pour  expliquer  que  les  corps  libres  tombent  avec  une 
vitesse  sensiblement  égale,  malgré  l'inégalité  des  masses, 
il  faut  admettre ,  au  contraire ,  que  les  molécules  des 
corps  ne  sont  pas  vraiment  liées  entre  elles. 

En  efTet,  les  molécules  d'un  corps  gardant  sensible- 
ment leurs  positions  relatives,  les  distances  existantes 
entre  elles,  on  peut  les  regarder  comme  étant  en  équi- 
libre les  unes  à  l'égard  des  autres  ;  ce  que  l'on  concevra 
en  admettant  que  les  forces  intermôléculaires,  c'est-à- 
direles  forces  qui  tendent  à  les  réunir  et  celles  qui  ten- 
dent à  les  séparer,  se  font  équilibre.  Dans  cet  état, 
évidemment,  si  toutes  les  molécules  sont  à  la  fois  et 
directement  soumises  à  une  même  force,  si  elles  sont 
toutes  attirées  en  même  temps  suivant  des  directions 
exactement  parallèles,  elles  doivent  prendre,  toutes  à  la 
fois,  un  même  mouvement,  exactement  comme  si  cha- 
cune était  seule  soumise  à  la  force  dont  il  s'agit  et  était 
d'ailleurs  complètement  libre  ;  car  l'équilibre  existant 
entre  elles  persistant,  elles  n'influent  pas  les  unes  sur 
les  autres^  la  force  attractive  agit  seule  sur  chacune. 

Il  n'en  est  pas  de  même  si  toutes  les  molécules  du 
corps  ne  reçoivent  pas  la  même  action.  Si,  par  exemple, 
une  seule  molécule  d'uil  corps  est  soumise  à  une  impul- 
sion. Dès  lors,  en  effet,  l'équilibre  qui  existait  entre  les 


molécules  du  corps  est  rompu.  La  molécule  directement 
mue  par  l'impulsion  réagit  sur  les  molécules  qui  lui  sont 
contiguës,  celles-ci  sur  leurs  voisines  et  ainsi  de  suite  de 
proche  en  proche.  L'effet,  en  ce  cas,  est  modifié,  restreint 
par  la  liaison,  par  les  forces  moléculaires.  La  molécule 
directement  tirée  éprouve  un  retard  causé  par  sa  cohé- 
sion avec  les  contiguës,  celles-ci  en  éprouvent  Un  elles- 
mêmes  par  une  cause  analogue,  de  telle  sorte  qu'une 
grande  masse^  en  ce  cas,  est  moins  mobile  qu'une  petite 
lorsqu'une  de  ses  parties  seulement  est  soumise  à  une 
force  donnée. 

En  réalité  sans  doute  les  molécules  des  corps  ne  sont 
jamais  absolument  en  repos  et  en  équilibre  ;  toutefois^ 
elles  peuvent  être  assez  indépendantes  les  unes  des 
autres  pour  obéir  à  très-peu  près  également  à  la  force 
d'attraction  de  la  terre,  et  ainsi  je  me  rends  compte  de 
ce  que  les  corps  libres  tombent  avec  une  Vitesse  sensi- 
blement égale  : 

Maintenant  il  reste  à  expliquer  pourquoi  les  poids 
sont  en  raison  des  masses.  Voici  les  considérations  et  les 
explications  que  j'ai  présentées  à  ce  sujet  dans  mes 
Disoissions  sur  les  principes  de  la  physique  y  p.  219  : 

«  On  ne  peut  alléguer  qu'en  vertu  de  son  poids  un 
corps  agit  à  la  fois  par  toutes  ses  molécules,  en  raison 
de  la  vitesse  qu'elles  auraient  si  elles  étaient  libres,  sur 
le  corps  qui  le  supporte  ou  auquel  il  est  suspendu.  Il  est 
visible,  en  effet,  que  l'action  directe  et  simultanée  des 
molécules  d'un  corps,  en  tant  que  pesant,  sur  un  autre 
corps,  ne  pourrait  avoir  lieu  qu'entre  les  molécules  de 
l'un  et  de  l'autre  qui  seraient  en  contact;  or,  il  est 
évident  qu'il  n'y  a  qu'une  faible  partie  de  leurs  molé- 
cules qui  puissent  se  trouver  en  cet  état.  D'ailleurs, 
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l'effet  du  poids  d'un  corps  n'est  pas  en  raison  de  la 
quantité  de  sa  surface  appliquée  à  celui  qui  est  soumis 
à  cette  action. 

»  Le  poids  agit  par  pression  ou  par  traction ,  sui- 
vant que  le  corps  pesant  est  supporté  ou  qu'il  est  sus- 
pendu. 

»  Poids  agissant  par  pression.  Soit  un  corps]A  placé  sur 
un  corps  B  qui  l'erapêche  de  tomber ,  le  supporte.  Par 
l'attraction  de  la  terre ,  toutes  les  molécules  de  A  sont 
animées  d'un  même  mouvement  vertical.  Les  molécules 
qui  arrivent  au  contact  avec  B,  le  pressent,  et  leur  vitesse 
est  rallentie  par  la  résistance  qu'il  leur  oppose  ;  celles 
formant  la  tranche  suivante  se  rapprochent  des  pre- 
mières ;  celles  de  la  troisième  couche  se  rapprochent  de 
celles-ci,  et  ainsi  de  suite.  Il  s'opère  donc  une  compression 
de  la  masse  totale  du  corps  pesant.  Le  support  lui-même 
est  pressé,  comprimé  de  plus  en  plus.  Or  plus  il  y  aura 
de  couches  de  molécules  superposées  dans  le  corps 
pesant,  plus  aussi  la  compression  sera  considérable  :  cela 
résulte  de  ce  que  j'ai  dit,  dans  un  précédent  chapitre, 
pour  expliquer  que  Faction ,  la  pression  ou  la  résis- 
tance qu'exercent  l'une  sur  l'autre  des  corps  qui  so 
choquent,  est  en  raison  de  leurs  masses  respectives. 

>  Je  comprends  ainsi  les  effets  du  poids  placés  dans 
les  plateaux  d'une  balance.  Je  ne  crois  pas  utile  de  m'ar- 
rêter  aux  applications  particulières  de  l'explication  que 
je  viens  de  présenter. 

»  Poids  agissant  par  traction.  —  Supposons  d'abord 
qu'il  n'y  ait  qu'une  molécule  a  attachée  par  suspension 
à  un  corps.  Attirée  par  la  terre,  elle  sera  retardée  dans 
son  mouvement  par  l'effet  de  son  adhérence  au  corps 
suspenseur.  Or,  si,  au  lieu  d'être  seule,  elle  est  suivie 
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verticalement  par  une  autre  b^  celle^  sera  attirée  aussi 
par  la  terre,  et  à  cause  de  sa  cohésion  avec  a,  elle 
éprouvera  un  retard  par  suite  de  celui  de  a;  mais  en 
admettant  qu'elle  soit  moins  retenue  par  a  que  a  elle- 
même  ne  Test  par  le  suspenseur,  ce  qui  est  bien  suppo- 
sable,  elle  marchera  plus  vite  que  a,  et  tendra  à  l'en- 
traîner, toujours  par  l'effet  de  la  cohésion.  De  même, 
une  troisième  molécule  c  agira  sur  6  à  peu  près  comme 
b  a  opéré  sur  a,  et,  bien  que  ralentie,  elle  entraînera  6, 
qui  entraînera  a.  On  conçoit  ainsi  que  toute  la  file  tirera 
le  corps  suspenseur  dans  la  direction  verticale,  et  que 
plus  elle  contiendra  de  molécules,  plus  sera  intense  la 
traction  résultante  qu'elle  exercera  sur  les  corps. 

>  Toutes  les  files  verticales  du  corps  suspendu,  abou- 
tissant au  suspenseur,  se  comporteront  ainsi.  Quant  aux 
files  qui  seraient  en  dehors  du  suspenseur,  elles  seront, 
sous  ce  rapport,  moins  retardées  ;  mais,  retenues  par  la 
cohésion  des  autres  files,  elles  ne  se  détacheront  pas 
sensiblement  de  celles-ci,  elles  suivront  à  peu  près  leurs 
mouvements  moléculaires  et  concourront  aussi  à  tirer 
verticalement  le  suspenseur,  d'autant  plus  qu'elles  se- 
ront plus  nombreuses  ou  contiendront  plus  de  molécules. 

>  D'après  cette  manière  de  concevoir  le  phénomène, 
il  est  facile  de  comprendre  qu'un  corps  suspendu  ait  un 
poids  proportionné  à  sa  masse.  Il  est  aussi  très-com- 
préhensible qu'il  puisse  tomber,  se  séparer  subitement 
du  suspenseur.  11  suffit  d'admettre  que  la  force  de  trac- 
tion résultante  l'emporte  sur  la  force  de  suspension,  qui 
tend  à  retenir  le  corps,  à  empêcher  sa  chute. 

»  Bien  généralement,  la  suspension  ne  résulte  pas 
simplement  d'une  juxta-position,  d'une  cohésion  entre 
le'suspenseur  et  le  corps  suspendu  :  celui-oi  est  ordinai- 


ment  accroché,  attaché  de  manière  qu'une  partie  de  lui- 
même  est  supportée  par  le  suspenseur  :  alors  le  poids 
agit  donc  par  pression  et  par  traction.    > 

Je  ne  pense  pas  avoir  à  modifier  essentiellement  ces 
considérations,  ces  explications,  qui  me  paraissent  plau- 
sibles. 

Représentant  par  9  l'attraction  de  l'unité  de  masse 
sur  l'unité  de  masse,  à  l'unité  de  distance,  on  exprime 
l'attraction  mutuelle  de  deux  masses  m,  m!  à  la  distance 

On  admet  ainsi  que  deux  sphères  égales  ou  inégales 
s'attirent  de  telle  sorte  que  l'attraction  exercée  par 
l'une  sur  l'autre  est  égale  à  l'attraction  de  celle-ci  sur 
la  première.  On  raisonne  ainsi  :  appelons  A  et  B  deux 
corps  sphériques,  et  supposons  que  A  contienne  100  mo- 
lécules et  que  B  en  contienne  10  de  masse  égale.  Une 
molécule  de  A  exercera  une  certaine  attraction  sur  cha- 
cune des  molécules  de  B,  et^  conséquemment,  sur  tout 
le  corps  B  une  attraction  qui  sera  représentée  par  10  ; 
l'attraction  totale  de  A  sur  B,  étant  cent  fois  plus  forte, 
sera  proportionnelle  au  produit  100  X  10  =  1000.  Ou 
verrait  de  même  que  l'attraction  totale  de  B  sur  A  sera 
représentée  par  le  même  produit  10  X  100  =  1000. 

Mais  il  est  visible  que  cette  formule  ne  peut  re- 

présenter  la  vitesse  effective  que  prend  chacun  des  corps 
par  l'attraction  de  l'autre.  Nous  avons  vu ,  en  effet ,  que, 
dans  les  cas  dont  il  s'agit,  la  vitesse  est  sensiblement  in- 
dépendante du  nombre  des  molécules  du  corps  attiré,  ce 
qui  se  conçoit  en  admettant  que  chacune  d'elles  reçoit 
individuellement  et  directement  une  égale  action  et  par 


conséquent  iineégale  vitesse,  quin'inilue  pas  sensiblement 
sur  celle  des  autres.  Ainsi  la  vitesse  alors  imprimée  est 
indépendante  de  la  masse  du  corps  attiré,  mais  propor- 
tionnelle à  celle  du  corps  attirant. 

Dans  l'action  des  forces ,  il  y  a  une  différence  essen- 
tielle à  considérer.  Si  une  force  est  appliquée  à  quelque 
point  seulement  d'un  corps,  comme  dans  le  cas  d'un  che- 
val attelé  à  une  voiture,  par  exemple ,  il  se  peut  que  la 
vitesse  imprimée  alors  à  ce  corps  soit  en  raison  inverse 
de  sa  masse,  et  j'ai  précédemment  expliqué  comment  cela 
peut  se  faire;  mais  cette  proportion-là  n'a  point  de 
raison  d'être,  si  la  force  agit  à  la  fois  et  également  sur 
toutes  les  molécules  d'un  corps,  comme  dans  le  cas  où 
il  s'agit  de  l'attraction  exercée  par  la  terre  entière  sur 
toutes  les  molécules  d'un  corps  libre,  non  soutenu  ;  car, 
dans  ce  cas,  chaque  molécule  est  supposée  recevoir  di- 
rectement une  vitesse  égale^  quel  que  soit  le  nombre  total 
des  molécules  de  ce  corps. 

La  théorie  du  centre  de  gravité  est  une  parliie  impor- 
tante de  la  mécanique^  mais  elle  n'est  pas  exacte,  point 
rigoureusement  établie. 

Elle  est  basée  sur  celle  des  forces  parallèles  appli< 
quées  à  des  points. liés  entre  eux  d'une  manière  inva- 
rfable.  Or  on  a  vu  que  cette  théorie  est  fausse,  en  ce 
que,  dans  l'hypothèse  où  des  forces  parallèles  seraient 
appliquées  à  un  système  invariable,  la  résultante  devrait 
être  à  un  point  quelconque  du  système  et  non  pas  seule- 
ment à  celui  que  la  théorie  détermine.  Sous  ce  rapport , 
le  centre  dé  gravité,  qui,  d'après  la  théorie,  devrait  être 
un  point  unique^  centre  des  forces  parallèles  dues  à  la 
pesanteur  des  corps  dont  les  molécules  seraient  considé- 
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rées  comme  iovariableinent  liées  entre  elles ,  est  donc 
chimérique. 

Si,  d'autre  part,  Ton  suppose  que  les  molécules  des 
corps  ne  sont  pas  immuablement  liées  entre  elles,  alors 
on  n*a  plus  de  base  pour  établir  une  théorie  du  centre 
de  gravité. 

Pour  expliquer  que  les  corps  tombent  avec  une  égale 
vitesse,  il  faut,  je  le  répète,  admettre  que  leurs  molé- 
cules ont  une  certaine  indépendance,  qii'il  n*y  a  pas 
entre  elles  une  liaison  telle,  qu'elles  ne  puissent  varier 
dans  leurs  distances  respectives,  et  tout,  d'ailleurs,  vient 
à  l'appui  de  celte  hypothèse  ;  mais  alors  on  ne  peut  leur 
appliquer  une  théorie  fondée  sur  l'hypothèse  contraire , 
celle  chimérique  de  leur  invariable  liaison. 

Supposons  un  instant  que  les  molécules  des  corps , 
bien  que  tombant  avec  une  égale  vitesse  quand  ils  sont 
libres,  soient  invariablement  liées  entre  elles,  comment 
alors  expliquera-t-on  que  les  poids  des  corps  soient  en 
raison  d(f  leurs  masses?  Etant  animés  d'une  vitesse  égale, 
comment  leurs  molécules  supposées  liées  de  cette  ma- 
nière pourraient-elles  agir,  comme  poids ,  en  raison  de 
leur  nombre  ?  Évidemment,  dans  l'hypothèse,  que  leur 
nombre  fût  tel  ou  tel,  grand  ou  petite  elles  n'opéreraient 
ni  plus  ni  moins  les  unes  sur  les  autres.  Elles  ne  sau- 
raient agir  sur  des  supports  ou  des  suspenseurs,  en  raison 
de  leur  quantité,  mais  seulement  en  raison  de  leur  vi- 
tesse et  de  la  portion  de  leur  surface  mise  en  contact 
avec  ces  objets. 

On  voit  donc  bien  que  la  théorie  du  centre  de  gravité 
croule  de  toutes  parts. 

Les  explications  que  j'ai  présentées  du  phénomène  du 
poids,  et  qui  sont  les  seules  admissibles,  ne  viennent 


point  à  Tappui  de  cette  théorie.  Ici  je  ne  trouve  pas  une 
composition  et  une  résultante  unique  de  forces  égales. 
Je  vois,  au  contraire,  que  les  molécules  obéissent  inéga- 
lement aux  forces  qui  les  sollicitent,  suivant  leurs  posi- 
tions respectives*.  Âinsi^  dans  le  cas  de  poids  agissant 
par  pression,  les  molécules  du  corps  pesant  qui  se  trou- 
vent immédiatement  sur  le  support  doivent  être  plus 
pressées  que  celles  qui  sont  entre  le  support  et  les  mo- 
lécules extérieures,  qui,  elles,  n'éprouvent  aucune  pres- 
sion. S'il  s'agit  de  poids  opérant  par  traction,  les  molé^ 
cules  sont  plus  ou  moins  retenues  par  la  résistance  du 
suspenseur,  suivant  qu'elles  en  sont  plus  ou  moins  rap- 
prochées. On  peut  supposer  que  généralement,  sensi- 
blement, l'effet  total  des  actions  moléculaires  s'accroît 
proportionnellement  à  la  quantité  des  molécules,  à  la 
masse  du  corps  pesant,  quand  il  agit  comme  poids  ;  mais 
il  ne  s'ensuit  pas  que  les  forces  moléculaires  participent 
également  à  cet  effet,  et  qu'elles  aient  une  résultante, 
c'est-à-dire  qu'il  y  ait  dans  le  corps  pesant  un  point  tel 
que,  si  une  force  égale  à  la  somme  de  celles  opérant  sur 
ses  molécules,  y  était  appliquée,  elle  aurait  un  effet  sem- 
blable, égal  à  l'effet  total  des  mêmes  forces  s'exerçant 
individuellement  sur  les  molécules  de  ce  corps.  Loin  de 
là,  il  est  visible  qu'un  tel  point  n'existe  pas. 

Il  se  peut  que  généralement  l'expérience  vienne  sen- 
siblement confirmer  la  théorie,  mais  en  soi  la  théorie 
est  fausse.  Il  est  donc  sage  sur  ce  point,  comme  sur  bien 
d'autres,  de  se  borner  à  constater  les  faits  donnés  par 
l'expérience. 

Au  reste^  on  a  fait  souvent  fausse  route  quand  on  a 
voulu  déterminer  théoriquement  le  centre  de  gravité  dans 
les  cas  particuliers.  , 
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Ainsi,  par  exemple,  pour  déterminer  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle,  Poinsot  suppose  que  sa  surface  est  com- 
posée d'une  infinité  de  tranches  parallèles  à  la  base  qui, 
dit-il,  auront  leur  centre  de  gravité  sur  la  droite  menée 
du  sommet  au  milieu  de  la  base.  II  se  fonde  sur  ce  que 
le  centre  de  gravité  d'une  ligne  droite  est  au  milieu  de  sa 
longueur.  Mais  alors  les  bandes  dont  il  compose  le  trian- 
gle ne  sont  donc  que  des  lignes  mathématiques,  des  li- 
gnes sans  largeur  :  hypothèse  inadmissible  ;  une  surface 
ne  saurait  être  formée  de  telles  lignes  parallèlement 
unies  entre  elles. 

Le  même  auteur  arrive  au  même  résultat  en  menant 
par  le  milieu  de  la  base  du  triangle  des  parallèles  aux 
deux  autres  côtés,  en  décomposant  ainsi  le  triangle  en 
deux  autres  et  un  parallélogramme^  et  en  se  fondant  sur 
cette  proposition,  que  le  moment  du  triangle  par  rapport 
à  une  ligne  quelconque  menée  dans  son  plan,  est  égal  à 
la  somme  des  moments  du  parallélogramme  et  des  deux 
triangles  composants.  Dans  ce  système,  le  triangle  de- 
vrait être  un  ensemble  de  points  mathématiques  aux- 
quels on  supposerait  appliqués  des  poids  égaux;  or,  un 
triangle  n'est  pas  un  ensemble  de  points  mathématiques. 
Dans  cette  même  démonstration ,  il  invoque  la  somma- 
tion d'une  progression  décroissante  infinie ,  sommation 
impossible  et  qui  ne  saurait  donner,  fût-elle  possible,  le 
résultat  que  Poinsot  lui  attribue.  (Voir  mon  Exposé  des 
vrais  principes  des  Mathématiques.) 

Il  a  présenté,  relativement  au  centre  de  gravité  de  la 
pyramide,  une  démonstration  qui  blesse  la  raison,  en  ce 
qu'il  y  suppose  la  pyramide  composée  d'une  infinité  de 
tranches  ou  surfaces  parallèles  à  la  base.  Par  la  même 
raison  on  ne  peut  non  plus  accepter  sa  démonstration 
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concernant  le  centre  de  gravité  du  prisme  triangulaire. 

Poisson  a  cru  pouvoir  déterminer  les  centres  de  gra- 
vité en  supposant  qu'un  corps,  qu'un  volume  est  com- 
posé d'une  infinité  de  parties  infiniment  petites,  et  que 
Ton  parvient  par  l'intégVation ,  à  la  sommation  de  ces  en- 
tités que  rejette  la  raison. 

Ses  calculs  pèchent  de  plus  en  ce  qu'il  prend  pour 
élément  d'une  courbe  une  droite  in ftniment  petite .  Iléta* 
blit  souvent  des  rapports  de  quantité  entre  des  courbes 
et  des  droites,  contrairement  à  la  raison. 

On  trouvera,  au  sujet  des  théories  défectueuses  sur  la 
détermination  du  centre  de  gravité,  quelques  jléveloppe- 
ments  dans  V Exposé  des  vrais  principes  des  Mathéma- 
tiques (i). 

On  admet  que  deux  astres  s'attirent  comme  si  la 
masse  de  chacun  d'eux  était  réunie  à  son  centre.  C'est  à 
leurs  centres  que  l'on  rapporte  la  distance  de  ces  deux 
astres^  dans  l'énoncé  des  lois  et  les  calculs  astrono- 
miques. Voyons  si  l'on  est  théoriquement  fondé  à  procé- 
der ainsi. 


(I)  Dans  ce  livre,  p.  965,  au  sujet  de  la  théorie  de  Poisson,  j*aidit: 

«  Après  avoir  montré  que,  dans  le  cas  de  deux  forces  dirigées  dans  un 
m^me  plan  et  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  inflexible,  de  manière 
que  leurs  directions  prolongées  se  coupent  en  un  point  K,  les  deux  com- 
posantes sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  perpendiculaires  abaissées 
sur  leurs  directions  d'un  point  quelconque  de  la  résultante,  et  91e  la  ré- 
snltante  et  Tune  des  composantes  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des 
perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  directions  d'un  point  quelconque  de 
Tautre  composante;  Tauteur,  jugeant  que  ce  théorème  a  lieu,  quelque 
petit  que  soit  Tangle  des  deux  composantes,  conclut  qu*il  subsiste  encore 
à  la  limite,  où  Tangle  devient  nul  et  où  les  forces  deviennent  parallèles...  » 

En  contestant  la  légitimité  de  cette  assimilation ,  j'ai  dit  que  la  raison 
n'autorise  pas  à  la  conclure  de  cette  considération  de  limite  qui  est  invo- 
quée; qu'il  y  a  une  différence  essentielle,  radicale,  entre  les  deux  hypo- 
thèses assimilées. 

Or  je  reconnais  que  ^ous  ce  rapport  m'a  critique  n'était  pas  fondée. 
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On  assure  qu'un  corps  sphérique  et  homogène  attire 
comme  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

Voici  comment  Poisson  a  présenté  la  démonstration 
de  ce  principe  dans  son  Traité  de  Mécanique^  1""®  édition, 
t.  Il ,  p.  20  : 

S'occupant  d'abord  du  cas  où  le  corps  attirant  est 
homogène  et  terminé  par  deux  surfaces  sphériques,  il 
raisonne  ainsi  :  c  Soient  C  le  centre  du  corps  et  A  le 
point  attiré  (fig.  44) ,  il  est  évident  que  l'attraction  de- 
mandée doit  être  une  force  dirigée  suivant  la  droite  CA, 
autour  de  laquelle  tout  est  parfaitement  semblable; 
nous  allons  donc  partager  le  corps  attirant  en  une  infi- 
nité d'éléments  infiniment  petits  ;  nous  décomposerons, 
suivant  la  droite  GA,  l'attraction  que  chaque  élément 
exerce  sur  le  point  A  ;  puis  nous  ferons,  par  le  procédé 
de  l'intégration^  la  somme  de  toutes  les  composan- 
tes ,  et  cette  somme  exprimera  l'attraction  du  corps 
entier. 

»  Soit  m  un  point  quelconque  de  la  masse  du  corps  ; 
désignons  par  r  sa  distance  Cm  au  centre  C,  et  par  6, 
l'angle  m  GA,  aigu  ou  obtus,  que  fait  la  droite  Cm  avec 
la  droite  GA  ;  menons  arbitrairement,  par  cette  dernière 
droite,  un  plan  indéfini  BGA,  et  soit  &>  l'angle  compris 
entre  ce  plan  et  celui  des  deux  droites  Gm  et  GA.  La 
position  du  point  m  dans  l'espace  sera  déterminée  au 
moyen  des  deux  angles  (o  et  6,  et  du  rayon  r;  ces  trois 
coordonnées  varieront  en  passant  d'un  point  à  un  autre, 
et  l'on  conçoit  qu'on  pourra  les  étendre  à  tous  les  points 
du  corps  :  1®  en  donnant  à  r  toutes  les  valeurs  com- 
prises depuis  le  rayon  de  la  surface  intérieure  jusqu'au 
rayon  de  la  surface  extérieure;  2**  en  faisant  croître 
l'angle  w,  depuis  w  ==  0  jusqu'à  w  =  400*"  ;  3**  en  fai- 
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sant  croître  l'angle  0,  seulement  depuis  0  =  0  jusqu'à 

e  =  20o\ 

»  Le  volume  de  l'élément  du  corps,  qui  répond  aux  (rois 
coordonnées  r,  9  et  w,  sera  égal  à  r'  sin  6.  rfrdOdw  ;  en  mul- 
tipliant ce  volume  par  la  densité  du  corps  «  que  nous 
désignerons  par  p,  on  aura  la  masse  du  même  élément  ;  de 
plus ,  si  l'on  appelle  x  la  distance  Am  de  cet  élément 
au  point  A,  et  qu'on  fasse  GA  =  a ,  on  aura ,  dans  le 
triangle,  CAm, 

x*  =  a'  —  2ar.  cos  6  -+-  r% 

et  l'attraction  de  cet  élément,  syrle  point  A,  sera  exprimé 
par 

p/'r*  sin  6.  drd^d<ù 

/"désignant,  comme  précédemment,  l'intensité  de  l'at- 
traction à  l'unité  de  distance  et  pour  l'unité  de  masse. 
D  Cette  force  est  dirigée  suivant  la  ligne  Am  ;  pour  la 
décomposer  suivant  la  ligne  AC,  il  faut  la  multiplier  par 
le  cosinus  de  l'ungle  CAm.  Or,  en  abaissant  du  point  m 
la  perpendiculaire  mD  sur  la  droite  AC ,  on  aura  CD  = 
r.  cos  0,  AD  =  AC  —  CD  =r  a  —  r.  T3os  6,  et 


^,  AD       a  —  r.  cos  9 

Cos  CAm  =  - —  =r 

Am  X 


par  conséquent,  la  force  décomposée  sera  égale  à 
<p  /r*  (a  —  r.  cos  6) .  sin  6.  drdôdw 
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»  La  valeur  de  x  étant  donnée  par  une  extraction  de 
racine  carrée,  on  peut  la  prendre  indifféremment  avec 
le  signe  +  ou  avec  le  signe  -^  ;  nous  supposerons  cette 
quantité  toujours  positive  ;  ainsi ,  par  exemple ,  pour 
l'élément  qui  répond  a  0  =  0,  on  a 

œ*  =  a*  —  2  ar  -+-  r*  =  (a  —  r)*  ; 

on  a  donc,  ou  œ  =  a  —  r,  oux  =  r  —  a:  nous  pren- 
drons la  première  valeur,  si  a  >  r,  et  la  seconde  si  a  <  r. 
De  cette  manière,  la  valeur  de  la  force  décomposée  sera 
positive  ou  négative,  selon  qu'on  aura  a"^  r.  cos  6,  ou 
a  <^  r.  cos  0;  c'est-à-dire  selon  que  l'angle  GÂm  sera  aigu 
ou  obtus.  Dans  le' premier  cas,  l'attraction  de  Télément 
situé  au  point  m  tend  à  rapprocher  le  point  A  du  centre 
G;  dans  le  second  cas,  cette  attraction  tend  à  éloigner  le 
point  A  de  ce  centre  :  nous  regardons  donc  comme  po- 
sitives les  composantes  qui  tendent  à  rapprocher  le  point 
A  du  centre  du  corps,  et  comme  négatives  celles  qui 
tendent  à  l'en  éloigner;  et  en  ayant  égard  à  cette  oppo- 
sition de  signe,  la  force  totale  qui  agit  sur  le  point  A 
est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  composantes^  quelle 
que  soit  la  position  de  ce  point,  il  ne  s'agit  donc  plus 
que  d'intégrer  la  formule  précédente,  successivement 
par  rapport  aux  trois  variables  r,  6  et  (ù,  et  d'étendre 
l'intégrale  à  la  masse  entière  du  corps. 

»  Les  intégrations  relatives  à  ces  variables  peuvent 
être  efTectuées  dans  tel  ordre  qu'on  voudra  ;  le  plus 
simple  sera  d'intégrer  d'abord  par  rapport  à  o)^  depuis 
(ù  =  0  jusqu'à  w  =  400®  ;  ensuite,  par  rapport  à  6, 
depuis  6  =  0  jusqu'à  0  =  200®  ;  enfin,  par  rapport  à  r, 
en  prenant  pour  limites  les  rayons  des  surfaces  inté- 
rieure et  extérieure  du  corps. 
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»  En  observant  que  la  densité  p  est  constante,  et  que 
CD  est  indépendante  de  co,  la  première  intégration  donne 
évidemment 

2  X  p  /r  i  (a  —  r.  cos  ô).  sin  6.  drdO; 


7z  représentant  la  demi-circonférence  pour  le  rayon  égal 
à  r  unité. 

»  Pour  intégrer  cette  formule  relativement  à  la  varia- 
ble 0,  et  en  considérant  r  comme  une  constante,  je  vais 
la  transformer  en  une  autre^  dans  laquelle  œ  soit  la  va- 
riable. Or^  en  différentiant  la  valeur  de  x*  par  rapport 
a  0^  on  a 

xdx  =  ar.  sin  0.  d  0  ; 
cette'valeur  de  x  '  donne  aussi 


a  —  r.  cos  6  = 


aî*-f-a'  — r* 


2a 


la  formule  à  intégrer  devient  donc 


^  P  fr.  dr      ((p'  +  g*— r') 


a"  J? 


et  son  intégrale  indéfinie ,  prise  par  rapport  à  x^  et  en 
regardant  r  comme  une  .  constante,  est 

a*  l  X        A 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

>  Les  limites  de  l'intégrale  relative  à  6  étaient  6  =  o, 

18 
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et  6  =  200';  pour  ces  valeurs;  on  a  a>^  =z{a  —  r)*, 
oj"  ;=r  (a  -f-  r)' ,  c'est-à-dire,  a>  =  rt  (a  —  r)»  «  = 
a  -h  ff  le  signe  -f-  ayant  lieu  quand  a  >  r,  et  le  signe 
— ,  quand  a  <^r\  donc  il  faut  prendre  ±  (a  —  r)  et 
a  -h  r,  pour  les  limites  de  Tintëgrale  relative  à  x.  Sub- 
stituant successivement  ces  limites  à  la  place  de  x^  dans 
l'intégrale  indéfinie^  il  vient 


^.  ^±{a  —  T)  zp(a+r)]-hC, 


ic  p  fr.  dr 
a 

wp  fr.dr 


a 


lJL.  ]^a'^r  _(a— r)]+C; 


en  faisant  les  réductions^  a  disparaît  entre  les  paren- 
thèses ,  dans  ces  deux  résultantes  ;  et  si  Ton  retranche 
ensuite  le  premier  du  second ,  pour  avoir  l'intégrale  dé- 
finie, on  trouve 

— -i •  L^^trJ. 

Le  signe  supérieur  correspond  au  cas  de  a  >  r,  et  le 
signe  inférieur  à  celui  de  a  <<  r. 

>  Observons  maintenant  que,  si  le  point  A  est  placé 
dans  la  partie  vide  du  corps  (fig.  45)^  on  a  a  <  r^  rela- 
tivement à  tous  ses  éléments ,  il  faut  donc  alors  prendre 
le  signe  inférieur,  ce  qui  réduit  à  zéro  la  quantité  pré- 
cédente ;  d'où  l'on  conclut  que  Vaitractim  d'une  sphère 
creuse^  homoghie  et  d'une  épaisseur  constante,  sur  un  point 
matériel  placé  dans  son  intérieur^  est  toujours  nulle. 

9  Ainsi^  quel  que  soit  le  lieu  où  l'on  place  un  corps  de 
figure  quelconque  dans  Tintérieur  de  cette  sphère  ,  il  y 
restera  en  équilibre;  car  la  résultante  des  attractions 
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que  chaque  point  du  corps  éprouve,  étant  nulle,  le  eorpB 
ne  sera  sollicité  par  aucune  force. 

»  Si  le  point  A  est  placé  hors  du  corps  attirant  (fig.  44), 
on  aura  a'^  r;  prenant  donc  le  signe  supérieur,  dans 
la  formule  précédente,  on  aura 

^.  r'  dr. 
a 

et,  en  intégrant  par  rapport  à  r, 

4'7rp/'       , 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Soient  donc  /  et  V  les 
rayons  des  surfaces  extérieure  et  intérieure  du  corps  atti* 
rant;  l'intégrale  définie,  prise  depuis  r  =  /^  jusqu'à  r 
=  /,•  sera 

>  Cette  quantité  exprime  la  force  attractive  qui  agit 
sur  le  point  A,  suivant  la  droite  AG.  Or  si  Ton  désigne 
par  M  la  masse  du  corps  attirant,  ou  le  produit  de  son 
volume  par  sa  densité,  et  si  Ton  fait  attention  que  ce 
volume  est  la  différence  de  deux  sphères  dont  les  rayons 
sont  /  et  /',  on  aura 

par  conséquent  la  force  attractive  deviendra —j.  Elle  est 
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la  même  que  celle  d'un  point  matériel  dont  la  masse  se- 
rait M,  et  qui  serait  placée  au  point  G  ;  il  en  faut  donc 
conclure  que  Vattràction  d*un  corps  sphérique  et  homo- 
gèncy  sur  un  point  extérieur ^  est  la  même  que  si  la  masse 
entière  de  ce  corps  était  réunie  à  son  -centre. 

»  Ce  théorème  subsisterait  encore,  si  le  corps  attirant* 
au  lieu  d'être  entièrement  homogène,  était  seulement 
composé  de  couches  homogènes,  sphériques  et  concen- 
triques ;  car  l'attraction  de  chaque  couche  est  la  même 
que  si  la  masse  était  réunie  au  centre  commun ,  et  l'at- 
traction du  corps  entier  est  égale  à  la  somme  des  attrac- 
tions de  toutes  ses  parties.  » 

Cette  démonstration  n'est  point  rigoureuse. 

D'abord,  un  corps  ne  peut  être  composé  d'une  infi- 
nité d'éléments  infiniment  petits.  Quelque  petit  que  soit 
l'élément  d'un  corps,  une  infinité  d'éléments  semblables 
ajoutés  les  uns  aux  autres  formeraient  une  étendue  in- 
finie, au  moins  dans  une  direction,  un  sens.  Si^  par  élé- 
ment infiniment  petite  on  entendait  un  point  mathéma- 
tique^ c'est-à-dire  sans  étendue,  ce  serait  réaliser  une 
chimère,  et  vouloir  composer  l'étendue,  celle  d'un  corps, 
de  choses  inétendues  ;  ce  qui  serait  absurde. 

Secondement,  dans  cette  analyse,  on  n'a  pas  égard  à 
la  distance  pouvant  exister  entre  les  points  matériels  ou 
molécules  composant  un  corps  ;  on  considère  des  lignes, 
des  surfaces  et  des  volumes  continus,  sans  tenir  compte 
des  espaces  intermoléculaires.  La  démonstration  ne 
pourrait  donc  s'appliquer,  valoir,  que  pour  une  sphère 
absolument  continue,  n'offrant  aucun  vide.  On  multiplie, 
il  est  vrai,  l'élément  par  p,  représentant  la  densité  du 
corps,  mais  toujours  est-il  qu'en  même  temps  on  opère 
en  supposant  des  espaces  continus  »  et  l'on  peut  objecter 
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que,  s'il  est  vrai  que  la  démonstration  soit  acceptable  en 
ce  qui  concerne  des  étendues  matérielles  continues^  elle 
ne  prouve  pas  qu'il  en  doive  être  de  même  pour  des 
corps  composés  de  parties  distantes  les  unes  des  autres, 
comme  ceux  que  nous  offre  généralement  la  nature. 

Troisièmement,  Comme  un  élément  matériel  serait 
étendu,  divisible  par  la  pensée,  on  aurait  à  se  demander 
s'il  attire  comme  si  sa  masse  entière  était  réunie  à  son 
centre  de  figure,  étant  supposé  régulier^  ou  à  quel  point, 
suivant  sa  forme ,  il  attire  comme  si  sa  masse  y  était 
réunie.  La  question  serait  ainsi  reculée  sans  être  résolue. 
On  ne  saurait  conjurer  cette  objection ,  en  alléguant 
l'extrême  petitesse  de  l'élément;  car,  les  grandeurs 
n'étant  que  relatives,  la  question  serait  la  même,  quelle 
que  fût  l'étendue  du  corps  considéré. 

Quatrièmement.  Dans  cette  même  analyse,  on  suppose 
des  rapports  de  quantité  entre  des  droites  et  des  courbes 
essentiellement  difTérentes.  Ainsi,  on  conçoit  une  sphère 
comme  composée  de  petits  éléments  semblables,  égaux^ 
de  petits  cubes  ;  on  suppose  que  des  sphères  inégales 
sont  entre  elles  comme  les  cubes  de  leurs  rayons  ;  et  tout 
cela  est  rationnellement  inadmissible. 

Laplace,  dans  sa  Mécanique  céleste^  a  présenté  une  dé- 
monstration du  même  principe,  qui  diffère  très-peu  de 
celle  que  je  viens  de  reproduire  et  qui  pèche  sous  les 
mêmes  rapports  que  celle-ci. 

D'ailleurs,  quand  même  une  sphère  attirerait  comme 

si  toutes  ses  molécules  étaient  réunies  à  son  centre,  il  ne 

s'ensuivrait  pas  qu'une  sphère  est  attirée  elle-même  de 

cette  manière.  Que  les  molécules  d'une  sphère  Â  soient 

ou  ne  soient  pas  liées  entre  elles ,  chacune  attirant  cha- 
is* 
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que  molécule  de  la  sphère  B ,  je  comprends  bien  que 
Tattractioa  totale'  de  A  sur  chaque  molécule  de  B  sera 
égale  à  la  somme  des  attractions  partielles  opérées  par 
toutes  les  molécules  de  A  ;  mais  si  les  molécules  de  B  ne 
sont  pas  liées  invariablement  entre  elles,  TeiTet  de  l'at- 
traction totale  de  A  sur  B  ne  sera  pas  égal  à  l'effet  de  la 
somme  des  attractions  reçues  individuellement  par  les 
molécules  de  B.  Il  en  serait  de  même  de  l'attraction  de 
B  sur  A.  Il  n'est  donc  pas  vrai,  à  ce  point  de  vue, 
qu'une  sphère  soit  attirée  comtiie  elle  attire  ;  car,  nous 
l'avons  vu ,  les  molécules  d'une  sphère  ne  peuvent  être 
regardées  comme  invariablement  liées  entre  elles.  Si 
elles  étaient  telles ,  il  serait  impossible  de  s'expliquer 
que  des  sphères  de  masses  inégales  ne  gravitent  pas , 
avec  une  vitesse  proportionnée  à  leurs  masses,  vers  une 
autre  sphère  qui  les  attire,  toutes  choses*  d'ailleurs  étant 
supposées  égales. 

En  reconnaissant  que ,  dans  l'attraction  mutuelle  de 
deux  sphères,  la  vitesse  imprimée  à  chacune  n'est  pas 
égale  à  la  somme  des  vitesses  qui  seraient  imprimées 
individuellement  à  toutes  ses  molécules^  dira-t-on  que 
toutes  les  molécules  de  chaque  sphère^  par  l'effet  com- 
biné de  leur  cohésion  et  de 'l'attraction  de  Tautre  sphère, 
prennent  une  même  vitesse  égale  »  celle  que  l'attraction 
de  l'autre  sphère  imprimerait  à  une  molécule  située  au 
centre  de  la  sphère  attirée,  et  ffne  c'est  de  cette  manière, 
en  ce  sens ,  qu'on  peut  dire  qu'une  sphère  est  attirée 
comme  si  toutes  ses  molécules  étaient  à  son  centre  ? 

Je  répondrais  que  cette  hypothèse  ne  saurait  être  théo- 
riquement démontrée,  et  que  sans  doute  l'effet  en  ques- 
tion doit  varier  suivant  les  circonstances  ;  il  doit  être 
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attirée  et  au  d^é  de  cohésion  existante  entre  ses  parties. 
Soient  deux  sphères,  Â  et  B,  soumises  à  leur  attraction 
mutuelle  en  raison  des  masses  et  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances  ;  supposons  que  les  molécules  de  B 
soient  très-cohérentes,  très-liées  entre  elles  par  leur 
attraction  mutuelle.  Si,  dans  cette  hypothèse,  la  sphère 
fi  est  notablement  grande,  si  elle  a  le  volume  de  la  terre, 
par  exemple,  les  molécules  de  ce  corps  seront  très- 
inégalement  attirées  par  A,  surtout  si  A  n'est  pas  à  une 
distance  relativement  très-grande  de  B  ;  mais,  à  cause 
de  leur  forte  cohésion,  il  est  supposable  qu'elles  pren- 
dront toutes  une  vitesse  à  peu  près  égale,  et  que  cette 
vitesse  ne  différera  pas  beaucoup  de  celle  que  Tattrac- 
tion  de  A  imprimerait  directement  à  une  molécule  pla- 
cée au  centre  de  B.  La  cohésion,  en  effet,  tendra  puis- 
samment à  égaliser  leur  mouvement,  et  leur  vitesse 
résultante  devra  être  intermédiaire  entre  celles  moins 
grandes  directement  imprimées  aux  molécules  les  plus 
éloignées  de  A,  et  celles  plus  grandes  que  les  molécules 
les  plus  près  de  A  en  recevront  aussi  directement. 

Si,  au  contraire,  la  sphère  attirée  B  était  formée  de 
molécules  très-peu  cohérentes  entre  elles,  les  attractions 
très-inégales  directement  exercées  par  A  sur  ces  mole- 
cules  prévalant  sur  leur  cohésion,  ces  mêmes  molécules 
seraient  très-inégalement  mues  :  celles  qui  seraient  plus 
rapprochées  de  A  prendraient  un  mouvement  beaucoup 
plus  rapide  que  celui  qui  affecterait  les  plus  éloignées. 
Dans  ce  cas  donc,  elles  ne  prendraient  point  une  vitesse 
égale  à  celle  d'une  molécule  centrale. 

On  verra,  d'ailleurs,  dans  le  chapitre  où  je  traiterai 
spécialement  de  la  Mécanique  céleste ^  que  ces  conclusions 
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théoriques  s'accordent  avec  les  applications  pratiques, 
et  notamment  avec  celles  relatives  aux  phénomènes  des 
marées.  On  verra  même  qu'elles  peuvent  servir  à  expli- 
quer comment  se  sont  établis  primitivement  les  mouve- 
ments rotatoires  des  planètes  et  du  soleil,  et  certaines 
perturbations  ou  inégalités  qui  se  sont  produites  dans 
les  mouvements  apparents  de  notre  satellite. 

L'on  s'est  livré  à  des  analyses  ayant  pour  objet  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  intérieur  ou  exté- 
rieur, et  l'on  en  a  conclu  : 

1*  Que  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  inté- 
rieur reste  parallèle  à  une  même  direction  pour  tous  les 
points  situés  sur  une  ligne  droite  passant  par  le  centre, 
et  quelle  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  attiré 
au  centre  ; 

2»  Qu'une  couche  homogène  comprise  entre  deux 
surfaces  ellipsoïdales  concentriques  semblables  et  sem- 
blablement  placées  (homothétiques  ) ,  n'a  aucune  action 
sur  un  point  placé  dans  l'espace  vide  intérieur ,  et  par 
conséquent  que  l'action  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  de 
sa  propre  masse  se  réduit  à  celle  de  la  partie  de  ce  corps 
qui  est  terminée  par  une  surface  concentrique  semblable 
à  la  sienne  et  passant  par  le  point  donné  ; 

3®  Que  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  exté- 
rieur (A  est  ramenée  à  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homofo- 
cal  sur  le  point  it!  correspondant  (1). 

Les  analyses  au  moyen  desquelles  on  a  obtenu  ces 
solutions  offrent  des  irrationalités  analogues  à  celles  que 


(!)  Lorsque  deux  ellipsoïdes  ont  leurs  axes  dirigés  suivant  les  trois  mêmes 
axes  rectangulaires,  on  appelle  poHUs  correspondants  deux  points  dont  les 
coordonnées  sont  proportionnelles  aux  demi -axes  auxquels  elles  sont  paral- 
lèles. 


—  201  — 

j'ai  signalées  au  sujet  de  l'analyse  concernant  rattraction 
d'une  sphère  sur  un  point  intérieur  ou  sur  un  point  ex- 
térieur. Je  consacrerai  une  note ,  mise  à  la  fin  de  cet 
ouvrage^  à  l'exposition  critique  de  ces  spéculations ,  en 
ce  qu'elles  ont  de  plus  important. 


CHAPITRE  VII 

DBS   FORCES  DIRIGEES  VERS  BT  SUR  UN  PLAN   SUPPOSÉ  FIXE 

On  enseigne  que  si  un  corps  G  (fig.  46) ,  placé  sur  un 
plan  fixe  AB,  est  animé  d^une  force  P  dirigée  normale- 
ment vers  ce  plan ,  cette  force  P  sera  anéantie  par  la 
résistance  du  plan',  de  sorte  que,  si  le  corps  G,  dans 
cette  position  et  cet  état,  reçoit  une  impulsion  repré- 
sentée par  CD  parallèle  au  plan ,  la  force  P  n'influera 
aucunement  sur  le  mouvement  du  mobile  G  qui  se  mou- 
vra ainsi  parallèlement  au  plan  avec  toute  la  vitesse  que 
la  seule  impulsion  CD  peut  lui  communiquer. 

La  mécanique  fait  une  fréquente  application  de  ce  prin- 
cipe. A-t-on  une  force  oblique  à  un  plan  supposé  fixe  ?  On 
décompose  cette  force  en  deux  autres ,  Tune  normale  au 
plan ,  qui ,  dit-on  ,  est  détruite,  et  dont  on  ne  tient  pas 
compte,  l'autre  parallèle  au  plan  et  qu'on  regarde  comme 
agissant  effectivement. 

Je  conteste  le  principe  dont  il  s'agit. 

On  ne  peut  supposer  qu'un  plan  soit  absolument  fixe, 
inébranlable,  inflexible.  Cette  hypothèse  serait  contraire  à 
ridée  de  l'inertie.  Un  corps  solide  sur  lequel  porterait  le 
corps  animé  de  la  force  normale  devrait  plus  ou  moins 
céder  sous  la  pression ,  être  plus  qu  moins  en  mouve- 
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ment  par  Teffet  de  cette  pression  même,  s'il  n'était  pas 
en  même  temps  doué,  animé  d'un^  force  égale ,  et  di- 
rectement opposée  à  celle  qui  le  presse,  ce  qui  n'est  pas 
supposé  ici. 

Si  un  corps  A  non  élastique ,  ayant  une  vitesse  uni- 
forme^  en  rencontre  un  autre  B  libre  et  en  repos ,  il  est 
admis  que  les  deux  corps ,  après  le  choc  et  la  compres- 
sion, auront  une  même  vitesse  u  et  qu'ils  seront  alors  en 
équilibre  l'un  avec  l'autre,  ne  se  pressant  ni  l'un  ni  l'autre. 
Mais  si  A  est  animé  d'une  force  constante,  persistante 
P,  et  qu'il  rencontre  dans  le  sens  de  cette  force  le  corps 
B  libre  et  en  repos,  on  admettra  aussi  que,  dans  ce  cas, 
^,  après  le  choc,  continuera  à  presser  plus  ou  moins  B, 
et  qu'il  l'entraînera  avec  une  vitesse  accélérée.  Ainsi  ces 
deux  corps  ne  seront  pas  en  équilibre  l'un  avec  l'autre. 
Or  un  phénomène  analogue  se  produira  si  A,  animé  d*une 
force  constante  P,  sans  choquer  B,  est  placé  âur  ce  corps 
de  manière  à  le  presser  normalement  au  plan  de  contact 
par  l'exercice  de  cette  force.  Il  s'ensuit  que ,  si  alors  le 
corps  A  reçoit  une  impulsion  parallèle  au  plan  de  con- 
tact, les  vitesses  normale  et  parallèle  de  A  se  compose- 
ront l'une  avec  Tautre,  et  A  se  trouvera  ainsi  presser  obli- 
quement B.  Or,  en  ce  cas,  les  corps  étant  des  composés 
de  molécules  distantes  les  unes  des  autres,  étant  compres- 
sibles, je  conçois  que  A  puisse  glisser  sur  B,  si  du  moins 
ces  corps  ne  so  it  pas  dépourvus  d'élasticité.  En  effet, 
l'impulsion  oblique  résultante  de  A  doit  tendre  alors  à 
faire  réQéchir  plus  ou  moins  ce  mobile  sur  le  plan  que  B 
peut  lui  offrir,  et  je  conçois  que  cette  tendance  combinée 
avec  la  vitesse  oblique  résultante  puisse  déterminer  un 
mouvement,  un  glissement  de  A  sur  ce  plan.  Mais  l'in- 
tensité de  ce  glissement  ne  dépendrait  pas  seulement  de 
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la  grandeur  de  la  composante  parallèle,  mais  encore  de 
la  grandeur  de  la  force  normale,  et  aussi  du  degré  d'é- 
lasticité des  corps,  notamment  de  celle  du  corps  sur  lé- 
quel  glisserait  le  mobile.  Ainsi,  même  à  ce  point  de  vue, 
la  mécanique  ne  serait  point  fondée  à  ne  tenir  compte , 
comme  elle  le  fait,  que  de  la  composante  parallèle.  J'ai 
donné  ailleurs  des  explications  à  ce  sujet  (1). . 

Mais.si,  au  contraire,  les  corps  sont  considérés,  abstrac- 
tion faite  des  compressions  qu'ils  peuvent  éprouver,  dés 
effets  possibles  de  ces  compressions,  il  y  a  lieu  de  déci- 
der qu'un  corps  qui  pousse  obliquement  un  autre  corps 
ne  peut  glisser  sur  ce  dernier,  sur  le  plan  que  ce  dernier 
présenterait  à  son  contact. 

Pour  nous  dégager  de  toute  préoccupation  au  point  de 
vue  de  l'effet  des  compressions  moléculaires ,  et  prendre 
la  question  telle  qu'elle  est  posée  et  résolue  dans  sa  gé- 
néralité, supposons  qu'il  s'agisse  d^un  plan  AB  (fig.  46  bis) 
présenté  par  un  corps  non  formé  de  molécules,  un  corps 
d'un  seul  tout  continu  et,  conséquemment ,  parfaitement 
incompressible.  Supposons  que  le  corps  G  placé  sur  ce 
plan  soit  lui-même  un  seul  tout  continu ,  et  qu'il  pousse 
obliquement  le  plan  AB  avec  une  force  P,  dans  la  direc- 
tion de  la  flècbe. 

Si,  dans  cette  hypothèse,  le  plan  AB  est  mobile,  n'est 
point  fixe,  il  est  visible  que  la  force  P  qui  anime  le  corps 
G  poussera  ce  plan  dans  la  direction  de  P,  c'est-à-dire 
obliquement  au  plan,  de  sorte  que  AB  arrivera,  par  exem- 
ple, en  A'B',  et  le  corps  C  sera  alors  en  G'.  Il  est  donc 
évident  que  le  corps  G  ne  glissera  pas  sur  le  plan.  Veut- 


(1)  Voir  ma  répons  à  un  rapport  de  M.  Trouessart  sur  mon  œuvre  iutl- 
tulée  :  Disciusiont  sur  Us  principes  de  la  physique  :  brochure  in-8*. 
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on  maintenant  que  le  plan  soit  fixe,  absolunnient  fixe  ? 
Dans  cette  hypothèse,  toutes  choses  d'ailleurs  égales, 
il  est  encore  visible  que  le  corps  C  ne  glissera  pas  sur  le 
plan  ;  seulement  le  plan  l'arrêtera,  de  même  qu'il  l'ar- 
rêterait normalement  si  son  mouvement  était  normal. 

Si  la  force  P  du  corps  G  est  normale  au  plan  supposé 
fixe,  qu'arrivera-t-il  si  le  corps  C  (fig.  46),  poussant 
normalement  le  plan  sans  pouvoir  avancer ,  reçoit  une 
impulsion  parallèle  au  plan?  Evidemment  la  force  P  se 
composera  avec  la  vitesse  parallèle,  et  if  en  résultera  une 
force  oblique  R.  De  même  que  Ton  décompose  une  force 
oblique  au  plan  en  deux  autres ,  Tune  normale ,  l'autre 
parallèle ,  de  même  il  est  bien  permis  de  faire  l'inverse 
en  composant  ces  dernières  pour  en  faire  une  force 
oblique  ;  et  cette  composition  est  ici  nécessaire  ;  elle  doit 
se  faire  d'elle-même.  Mais*  je  lé  répète,  la  force  oblique 
ne  fera  point  glisser  le  corps  G  sur  le  plan  fixe;  son  effet 
sera  entièrement  empêché  par  ce  même  plan,  de  telle 
sorte  que  G  ne  pourra  bouger  de  sa  place,  malgré  l'im- 
pulsion parallèle  qu'il  a  reçue  en  même  temps  qu'il  était 
soumis  à  la  force  normale  P. 

II  n'en  serait  pas  de  même,  si  le  plan  ÂB  était  animé 
d^une  force  normale  opposée  et  égale  à  celle  du  corps  G. 
En  ce  cas,  les  deux  forces  normales  opposées  se  faisant 
équilibre,  annulant  ainsi  mutuellement  leur  effet,  une 
impulsion  parallèle  au  plan,  qui  viendrait  agir  sur  G,  le 
ferait  mouvoir  sur  ce  plan  exactement  comme  s'il  n'était 
soumis  à  aucune  autre  force.  On  peut  voir,  en  effet 
(fig.  47),  que,  par  la  composition  de  la  force  parallèle 
avec  les  forces  verticales  opposées,  on  aurait  une  résul- 
tante parallèle  au  plan,  égale  à  la  vitesse  qui  serait  résul* 
tée  de  l'impulsion  parallèle  seule. 
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Ainsi,  od  le  voit«  tin  pifln  sdppodé  file  de  âecotnpdf-- 
terait  pas,  à  l'égard  d'un  corps  qui  le  pousserait  avec  uue 
force  P,  comme  un  corps  qui ,  animé  d'une  force  P,  fe- 
rait équilibre  à  un  autre  corps  soumis  à  une  force  égale 
et  contraire.  Dans  ce  dernier  cas,  les  deux  forces  oppo- 
sées paralyseraient,  détruiraient  respectivement  leur 
eflist,  et  les  deux  corps  auraient  ainsi  toute  liberté  pour 
obéir  aux  autres  forces  auxquelles  ils  seraient  soumis. 
Dans  l'hypothèse  du  plan  fixe  poussé  par  un  corps ,  ce 
oorps  est  arrêté  sur  leplan  par  la  fixité  supposée  du  plan  ; 
mais  néanmoins  la  force  du  corps  étant  constante,  per- 
sistant malgré  la  fixité  du  plan,  peut  se  composer  avec 
une  autre  force ,  avec  une  impulsion  donnée  au  corps 
qu'elle  anime  déjà^  et  avoir  ainsi  une  part  dans  le  mou- 
vement effectif  du  mobile,  si  la  résultante  est  dirigée  de 
manière  à  ne  pas  trouver  un  obstacle  dans  la  fixité  du 
plan. 

Si  l'on  eût  fait  cette  distinction  bien  fondée  et  bien 
importante  au  point  de  vue  théorique ,  on  n'eût  pas  ad- 
mis, consacré  dans  la  science,  le  principe  erroné  que  je 
rejette. 

C'est  en  se  fondant  sur  cette  erreur  de  principe ,  que 
l'on  considère  un  corps  en  repos  à  la  surface  de  la  terre, 
comme  étant  en  état  d'inertie,  comme  n'opposant  au- 
cune autre  résistance  que  son  inertie  à  une  impulsion 
horizontale.  11  résulte  de  la  critique  à  laquelle  je  viens 
de  me  livrer,  que  cette  doctrine  ne  peut  être  vraie,  du 
moins  au  point  de  vue  où  l'on  se  place.  Pour  la  soutenir, 
il  faudrait  que  l'on  pût  r^arder  la  pesanteur  comme 
entièrement  aanulée  par  une  force  égale  et  contraire  qui 
repousserait  verticalement  le  mobile.  Or  ce  n'est  pas  là 
ce  qu'on  prétend  :  on  se*  borne  à  penser ,  à  dire  que  la 


terre,  par  sa  fixité  relative,  par  sa  résistance ,  détruit 
l'effet  de  la  pesanteur  du  mobile  placé  à  sa  surface ,  et 
que»  par  suite,  cette  pesanteur  ne  peut  en  rien  influer 
sur  le  mouvement  horizontal  de  ce  mobile  qui  n'oppose 
alors  que  son  inertie  à  l'impulsion  horizontale  qui  lui 
est  donnée.  Voyons,  d'ailleurs,  si  l'on  peut  justement 
regarder  le  mobile  comme  repoussé  par  la  terre  avec  une 
force  égale  et  opposée  à  la  pesanteur ,  au  poids  du  mo-^ 
bile. 

Supposons  un  corps  ABCD  (fig.  48)  d'une  masse 
égale  à  celle  de  la  terre.  Supposons  que  ce  corps  soit 
régulièrement  sphérique,  formé  de  partie  en  tous  points 
semblables  et  à  distance  les  unes  des  autres ,  retenues 
les  unes  près  des  autres  par  leur  cohésion  ou  attraction 
mutuelle,  et  empêchées  de  se  réunir  en  uqe  seule  masse 
continue  par  l'éther  ou  fluide  répulsif  placé  entre  elles. 
Admettons,  d'ailleurs,  si  l'on  veut ,  que  la  densité  de 
cette  sphère  aille  en  croissant  uniformément  de  la 
surface  au  centre. 

Maintenant  plaçons  sur  cette  même  sphère ,  au  point 
A,  un  corps  relativement  fort  petit  par  sa  masse  et  son 
volume,  que  nous  supposerons  aussi  formé  de  parties 
distantes  les  unes  des  autres.  A  cause  de  son  extrême  pe 
titesse  relative,  je  le  représente  par  le  point  matériel  A. 

Dans  l'hypothèse  admise  que  les  corps  s'attirent  en 
raison  directe  de  leur  masse  et  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances,  le  corps  A  sera  attiré  par  la  masse 
entière  de  la  grande  sphère  qu'il  pressera  ainsi  forte- 
ment. La  grande  sphère  ne  sera;  attirée  par  le  très-petit 
corps  A  que  très-faiblement,  iasensiblement,  et  sous  ce 
rapport  elle  ne  pourra  presser  beaucoup  le  petit  corps. 
J'ai  expliqué  plus  haut  comment  il  prat  se  faire  que  les 
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corps  à  la  surface  de  la  terre  aient  un  poids  propor- 
tionnel à  leur  masse.  Or  cette  explication  ne  saurait  ici 
s'appliquer  justement  pour  faire  admettre  que  la  grande 
sphère  pèse  sur  le  petit  corps  en  proportion  de  la  masse 
relativement  énorme  dont  elle  se  compose  elle-même. 
En  effet,  c'est  à  peine  si  l'attraction  du  petit  corps 
remue  les  molécules  de  la  grande  sphère ,  et  comme 
d'ailleurs  ces  molécules  sont,  pour  la  plus  grande  partie, 
très-éloignées  du  petit  corps,  et  qu'elles  le  sont  très- 
inégalement,  il  s'ensuit  que,  par  l'attraction  de  A^  les 
molécules  de  ABGD  ne  peuvent  agir  les  unes  sur  les  au- 
tres, se  presser  entre  elles  de  manière  à  opérer  sur  A 
une  pression  totale  considérable,  un  poids  qui  soit  jus- 
tement en  raison  de  leur  nombre,  de  la  masse.entière 
de  ABGD  ;  tandis  que  les  molécules  de  A  seront  toutes 
mues  par  l'attraction  de  ABGD  avec  une  vitesse  notable 
et  sensiblement  égale,  et  devront  ainsi  arriver  à  presser 
toutes  sensiblement  une  partie  de  la  surface  de  ABGD. 
.  Il  n'est  donc  pas  admissible  que  le  grand  corps  pressé 
pousse  autant  le  petit  que  celui-ci  pousse  le  grand,  et, 
conséquemment ,  je  conteste  que  les  deux  corps  soient 
exactement  en  équilibre.  Le  poids  du  petit  corps  peut 
donc  avoir  une  influence  plus  ou  moins  grande  sur  son 
mouvement  effectif,  lorsqu'il  reçoit  une  impulsion  même 
horizontale  ;  il  n'est  pas  retenu  en  repos  à  la  surface  du 
globe  uniquement  par  sa  force  d'inertie.  Si  unie,  si  polie 
que  fût  la  surface  sur  laquelle  reposerait  le  corps,  son 
poids  serait  une  cause  de  ralentissement  de  la  vitesse 
qu'on  pourrait  lui  imprimer  sur  cette  surface. 

Au  reste ,  là  n'est  pas  la  question  essentielle.  Quand 
même  il  serait  vrai  que^  dans  ce  cas,  un  mobile  devrait 
être  considéré  comme  libre,  comme  en  état  d'inertie,  il 
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resterait  toujours  la  question  générale  et  théorique  de 
savoir  si,  étant  supposé  qu'un  corps  solide,  incom- 
pressible, placé  sur  un  plan  absolument  fixe,  est  sou- 
mis à  une  force  perpendiculaire  à  ce  plan,  Teffet  de 
la  force  se  trouve  alors  nécessairement  anéanti  par  la 
fixité  même  du  plan^  ou  si,  au  contraire,  la  force  n'est 
qu'empêchée  dans  son  exercice ,  par  Tobstacle ,  par  la 
résistance  du  plan,  de  sorte  qu'elle  peut  se  composer 
avec  une  autre  force,  avec  une  impulsion  même  paral- 
lèle au  plan,  et  déterminer  ainsi  une  résultante  qui ,  si 
l'autre  composante  est  parallèle  au  plan,  sera  oblique  à 
celui-ci  et  sera  néanmoins  arrêtée  par  sa  fixité,  mais 
qui,  dans  d'autres  cas,  selon  la  direction  de  l'autre  com- 
posante, pourra  donner  au  mobile  un  mouvement  effectif. 
Or,  pour  moi,  je  n'hésite  pas  entre  ces  deux  solutions. 
La  mécanique  n'est  pas  dans  le  vrai  quand  elle  admet 
théoriquement  que,  dans  le  cas  où  le  mobile  est  animé 
d'une  force  normale  et  d^une  force  parallèle  au  plan 
supposé  fixe,  on  doit  regarder  la  première  de  ces  forces 
comme  anéantie,  et  ne  tenir  compte  que  de  la  der- 
nière. 

Il  se  peut  que,  pratiquement  et  généralement,  on  ne 
commette  pas  une  erreur  sensible  en  considérant  la  force 
normale  au  plan  comme  détruite,  comme  étant  de  nul 
effet,  par  la  résistance  du  plan.  Il  peut,  en  effet,  arriver 
que,  par  l'action  du  fluide  répulsif  existant  entre  le  plan 
et  le  corps  animé  de  la  force  normale,  ce  corps  et  ce 
plan  se  trouvent  à  très-peu  près  en  équilibre.  D'ailleurs, 
le  fluide  intermoléculaire  du  corps  qui  présente  le  plan 
sur  lequel  porte  le  corps  animé  de  la  force  normale  étant 
alors  comprimé^  acquiert  une  force  de  ressort  qui  peut 
repousser  le  corps  qui  le  comprime,  et^  sous  ce  rapport. 
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on  peut  supposer  que  cette  force  provenant  de  la  com- 
pression est  sensiblement  égale  et  contraire  à  la  force 
normale  ;  qu'ainsi  les  deux  corps  sont,  sensiblement  aussi , 
en  équilibre;  mais  qu'on  ne  dise  pas  que,  si  un  plan 
était  fixe,  et  par  cela  seul  qu'il  le  serait,  une  force  nor- 
male dirigée  vers  lui  serait  anéantie^  sans  aucune  autre 
influence,  et  qu'ainsi  le  corps  soumis  à  cette  force  normale 
serait  en  état  d'inertie,  exactement  comme  s'il  n'était 
soumis  à  aucune  force. 


CHAPITRE  VIII 


DES  DIVERSES   ACTIONS   DES   CORPS. 
DU    PRINCIPE   d'égalité    DE    l' ACTION   ET   DE   LA   RÉACTION. 

DU  PRINCIPE  DE  d'aLEMBERT. 


Il  est  admis  que^  si  deux  masses  m,  m!  non  élastiques, 
animées  de  vitesses  différentes,  se  choquent  directement, 
c'est-à-dire  se  rencontrent  en  suivant  une  même  droite 
passant  par  leurs  centres  de  gravité  A,  normale  à  leurs 
surfaces  aux  points  par  lesquels  ils  se  rencontrent,  ces 
masses  se  compriment  et  se  déforment  mutuellement, 
jusqu'à  ce  que  leur  vitesse  soit  devenue  la  même. 

€  Soient,  dit  M.  Daguin  (t.  1",  p.  439)  m  et  mMes 
masses  des  deux  corps  a  et  6  dont  les  vitesses  sont  v  et 
v',  vitesses  comptées  positivement  de  gauche  à  droite,  et 
négativement  en  sens  contraire.  En  vertu  de  Vinertie^ 
la  quantité  de  mouvement  gagnée  par  l'un  des  corps 
doit  être  égale  à  celle  que  l'autre  a  perdue.  Or,  en  ap- 
pelant u  la  vitesse  commune  après  le  choc,  et  supposant 
que  V  est  plus  grand  que  v\  la  quantité  de  mouvement 
perdue  par  le  corps  a  sera  vm  —  um  =  [v — u)  m,  et  celle 
qu'a  gagnée  le  corps  b  sera  (u  —  v')  m'.  On  aura  donc 

/  \  /  f\     f    A^  ^  mv-^m'v' 

(y  u)  m  =:  (u V  )  m    ;  d  ou  u  :::--. ;— .  » 
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Je  ne  vois  pas  que  de  Tinertie  bien  entendue^  on 
puisse  conclure»  comme  on  le  fait  ici^  que  la  quantité  de 
mouvement  gagnée  par  l'un  des  corps  doit  être  égale  à 
celle  que  l'autre  a  perdue. 

On  est  arrivé  au  même  résultat  par  d'autres  considé- 
rations. Invoquant  le  principe  de  d'Alemberty  ou  encore 
le  principe  d'égalité  de  Inaction  et  de  la  réaction^  prin- 
cipes d'après  lesquels  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  m  et  celle  gagnée 
par  m'f  on  a  posé  aussi 

fn(v  —  u)  =  m!  (u  —  v')  ; 
d'où 


u 


mv  -h  m' v' 


On  suppose  ici  que  v  et  v'  allaient  dans  le  même  sens. 
Quand  les  corps  vont  l'un  au  devant  de  Tautre,  la  for- 
mule, par  un  changement  de  signe^  devient 


u  = 


mv  —  m'v' 


m -h  m' 


Je  discuterai  bientôt  les  principes  mêmes  sur  lesquels 
on  fonde  ces  résultats. 

Si  les  corps  qui  se  rencontrent  par  un  choc  direct 
sont  élastiques,  on  admet  que  les  corps,  au  moment  où 
ils  se  rencontrent  avec  des  vitesses  v,  v\  s'aplatissent 
mutuellement  jusqu'à  ce  que  leur  vitesse  soit  devenue 
la  même,  et  que  les  choses  se  passent  jusqu'à  ce  mo- 
ment, comme  dans  le  cas  des  corps  mous  ;  qu'à  partir 
de  ce  moment  les  corps  tendent  à  reprendre  leur  pre- 
mière forme,  et  que  l'effet  de  l'élasticité  est  ainsi  d'im- 
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primer  aux  corps  parfaitement  élastiques  une  quantité  de 
mouvement  é^ale  à  celle  qu'ils  ont  déjà  perdue  ou  ga- 
gnée ,  suivant  les  cas  y  de  sorte  que ,  pendant  la  seconde 
partie  du  phénomène ,  la  vitesse  de  chaque  masse  varie- 
rait de  la  même  quantité  que  pendant  la  première.  ^ 

Supposons ,  par  exemple,  que  les  deux  masses  m  et  m' 
se  meuvent  dans  le  même  sens,  et  soit  r  ^  t;'.  La  vitesse 
perdue  parm^  quand ,  après  le  choc ,  les  deux  corps  au- 
ront un  même  mouvement  m,  sera  exprimée  par  V'— u; 
celle  gagnée  par  m' le  sera  par  u  —  «'.  Or,  pendant  la 
deuxième  partie  du  phénomène ,  la  vitesse  de  m  perdant 
encore ,  par  suite  de  la  compression  que  celle-ci  a  précé- 
demment subie  et  de  l'élasticité  qui  tendra  à  remettre 
ses  molécules  à  leurs  places  respectives ,  une  quantité 
égale  à  t^  —  u ,  tandis  que  m' gagnera ,  au  même  point  de 
vue,  une  quantité  de  vitesse  égale#i  u  — v' ,  on  aura,  en 
exprimant  par  V  et  V  la  vitesse  de  m  et  m' après  la  com- 
pression : 

X       «  (m  —  m')  v  4- 2mV 

V  =  u  -  t;  -u  =  2u  -  r  =  ^ J     j: ; 

V  =  M  4-  (m—  v')  =2u—  v'  =  ^ ^—-^7 . 

fw  H-  m 

Quant  au  choc  oblique  des  corps^  je  me  dispense  de 
rappeler  ici  les  solutions  et  les  formules  qu'on  a  pré- 
sentées, qu'on  trouvera  d'ailleurs  dans  mes  Discussions 
sur  les  principes  de  la  physique  y  avec  des  considérations 
critiques  que  j'y  ai  jointes. 

Ces  théories  ne  peuvent  s'appliquer  aux  cas  où  les  deux 
corps  seraient^  non  pas  un  composé. de  parties  à  distance 
les  unes  des  autres ,  mais  un  seul  continu  homogène  sans 


aticune  séparation  ni  division  »  comme  on  peut  concevoir 
chacun  des  éléments  dont  on  suppose  que  les  corps 
sont  formés.  Dans  Thypothèse  où  les  deux  mobiles  qui 
se  rencontrent  sont  chacun  un  seul  continu  ,  et  où ,  à  part 
le  mouvement ,  la  vitesse  qui  les  anime  ,  ils  sont  libres , 
ne  sont  soumis  à  aucune  action  autre  que  celle  qu'ils 
peuvent  exercer  Tun  sur  l'autre  par  le  choc  qui  s'établit 
entre  eux,  les  effets  de  ce  choc  ne  peuvent  pas  dépendre 
et  de  leurs  vitesses  et  de  leurs  masses ,  comme  on  l'ad- 
met^ mais  ils  devraient  dépendre  de  leurs  vitesses  et  de 
l'étendue  de  la  portion  de  surface  mise  en  contact  par 
leur  rencontre,  leur  choc. 

En  effet ,  considérons  d'abord  un  corps  B  (fig.  49) 
marchant  avec  une  vitesse  v  vers  un  corps  A  en  repos. 
Supposons,  pour  simplifier,  que  les  deux  corps  soient 
des  cubes  égaux  en  vomîmes  et  par  conséquent  en  masses , 
dans  l'hypothèse  où  je  raisonne.  Supposons  aussi  que 
B,  marchant  vers  A,  présente  constamment  la  même 
/ace  6  à  la  face  a  de  A ,  parallèlement  et  sur  une  même 
droite  passant  par  les  centres  de  figures.  Partageons 
maintenant ,  par  la  pensée  ,  le  corps  B  en  deux  parties 
par  le  plan  6'  parallèle  à  la  face  b.  Il  est  visible  que  le 
choc  de  B  tout  entier  sur  A  n'aura  pas  plus  d'eCTet  que 
n'en  aurait  le  choc  de  l'une  des  deux  parties  seulement 
que  nous  venons  d'y  concevoir,  suivant  la  direction  que 
j'ai  supposée.  Dans  les  deux  cas,  une  même  surface  h 
ou  h'  viendra  frapper  une  même  surface  a  avec  une 
même  vitesse  r.  La  grosseur  de  la  masse  en  mouvement 
ne  peut  aucunement  influer  ici.  La  vitesse  du  corps 
choquant  et  l'étendue  de  la  surface  choquée  en  contact 
lors  du  choc ,  doivent  seules  contribuer  à  la  détermina- 
tion de  la  vitesse  que  A  prend  par  suite  du  choc  qu'il 
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reçoit.  Pareillement  la  masse  du  corps  choqué  doit  être 
sans  influence  sur  l'effet  du  choc  dans  Thypothèse  où 
je  me  place,  celle  où  ce  corps  est  un  seul  continu  libre 
(le  tout  autre  action  que  celle  du  corps  choquant.  En 
concevant  le  corps  A  divisé  en  deux  parties  par  le  plan  a\ 
par  exemple,  il  est  évident  que  la  surface  a  recevrait 
exactement  le  même  choc,  dans  le  cas  où  le  corps  choqué 
serait  pris  tout  entier,  et  dans  celui  où  il  serait  réduit  à 
l'une  des  parties,  à  celle  comprise  entre  les  plans  a  et  a\ 
par  exemple.  Or,  dans  l'hypothèse.  A,  étant  libre,  ne 
recevant  aucune  autre  action  que  celle  de  B,  doit  obéir, 
dans  son  entier,  à  cette  action^  exactement  comme  s'il 
était  réduit  à  une  moitié,  à  une  portion  quelconque  qui 
recevrait  exactement  le  même  choc. 

Dira-t-on  que  la  pression  de  B  sur  une  portion  quel- 
conque de  la  surface  de  A  doit  se  répartir  dans  toute 
l'étendue  de  la  masse  de  ce  dernier  ;  qu'ainsi,  plus  cette 
masse  est  grande,  moins  l'efiTet  de  la  pression  est  consi- 
dérable ?  —  Je  ne  saurais  admettre  une  telle  réparti- 
tion, qui  est  évidemment  chimérique.  D'ailleurs  ,  ce 
n'est  pas  à  ce  point  de  vue  qu'on  se  place  quand  on  tient 
compte  des  masses  pour  déterminer  la  vitesse  après  le 
choc,  dans  le  système  où  l'on  professe  que  deux  corps 
non  élastiques  qui  se  rencontrent  directement  prennent, 
après  le  choc,  une  vitesse  commune  déterminée  par  l'é- 
quation 


u 


mv  zn  rnlv' 
m  4-m'  ' 


car,  d'après  cette  formule,  quelles  que  soient  les  mas- 
ses des  corps,  si  elles  sont  égales^  et  que  le  corps  choqué 
soit  eu  repos,  ou  a  toujours  le  même  résultat 
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mv  V 

c'est-à-dire  que  les  deux  corps  auraient  toujours,  en  ce 
cas»  après  le  choc,  une  même  \itesse  égale  à  la  moitié 
de  celle  qui  animait  le  corps  choquant. 

Dans  mes  Discussions  sur  les  principes  de  la  physique^ 
pour  apprécier  TefFet  du  choc  entre  deux  corps  supposés 
formés  chacun  d'un  seul  continu,  je  n'ai  tenu  compte 
que  de  la  vitesse^  j'ai  négligé,  à  tort,  la  quantité  de  sur- 
face mise  en  contact  dans  le  choc.  Voici  comme  je  for- 
mulais mon  opinion  dans  cette  oeuvre^  page  128  : 

«  Si  À  et  B  se  meuvent  dans  le  même  sens,  il  est  vi- 
sible qu'ils  ne  se  rencontreront  qu'à  la  condition  que  la 
vitesse  de  l'un  sera  plus  grande  que  celle  de  l'autre. 
Soit  A  allant  vers  B  avec  une  vitesse  excédant  celle  de 
ce  dernier,  B  recevra  le  choc,  et  comme  on  ne  doit  pas  ici 
tenir  compte  des  masses  des  mobiles^  et  qu'il  n'y  a  pas 
d'élasticité,  il  arrivera  seulement  que  B  acquerra  une 
certaine  quantité  de  vitesse  que  lui  communiquera  A, 
qui  ne  perdra  rien  de  la  sienne,  et  ne  l'accroîtra  point. 
»  A^  en  efiTet,  ne  peut  se  trouver  aucunement  empê- 
ché par  B,  qui,  allant  dans  le  même  sens,  ne  lui  offre 
pas  de  résistance  ;  A  ne  saurait  non  plus  gagner  au- 

.  cune  vitesse,  mais  il  entraîne  B  dans  son  mouvement  ; 
il  ne  cesse  pas  de  toucher  B  après  le  choc  :  les  deux 
corps  ont  donc  alors  un  mouvement  semblable  à  celui 
qui  animait  A  avant  le  choc. 

9  Soient  maintenant  A  et  Ballant  l'un  vers  l'autre  :  s'ils 
se  meuvent  ainsi  avec  la  même  vitesse,  quelles  que 

.  soient  leurs  masses  respectives,  le  choc  les  constituera 
en  équilibre  ;  ils  resteront  en  repos  après  le  choc. 


i 
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>  Si  leur  vitesse  est  inégale,  si  A,  par  exemple,  va 
plus  vite  que  B,  A,  par  la  résistance  de  B,  au  moment 
du  choc,  perdra  une  partie  de  sa  vitesse.  Si  j'exprime 
par  V  la  vitesse  de  A,  par  v'  celle  de  B,  A,  après  le  choc 
aura  une  vitesse  égale  à  t;  —  v\  B,  de  son  côté,  perdra 
toute  la  vitesse  qu'il  avait  vers  A  avant  le  choc,  et  ga- 
gnera, dans  le  sens  opposé,  c'est-à-dire  dans  la  direction 
du  mouvement  de  A,  une  vitesse  égale  à  celle  qui  res- 
tera à  A  après  le  choc  ;  car,  à  défaut  d'élasticité,  les 
deux  corps  devront  se  mouvoir  dans  le  même  sens  avec 
une  égale  vitesse.  La  vitesse  commune  des  deux  corps 
après  le  choc  sera  donc  exprimée  par  v  —  v\  p 

Or,  cette  doctrine  est  fautive.  Premièrement,  si  je 
suppose  que  la  vitesse  prise  par  le  corps  choqué  en  repos 
est  égale  à  celle  du  corps  choquant,  quelle  que  soit  l'é- 
tendue de  surface  en  contact  dans  le  choc,  je  suis  con- 
duit à  une  conséquence  inadmissible,  absurde.  En  eiTet, 
supposons  qu'un  même  corps  A  en  repos  (fig.  50)  re- 
çoive à  la  fois  le  choc  de  deux  corps  B  et  C,  marchant 
dans  le  même  sens  parallèlement  entre  eux  avec  une 
égale  vitesse  t>,  et  venant  frapper  A  en  deux  parties  de 
sa  surface  distantes  l'une  de  l'autre.  Il  est  évident  que 
les  effets  de  ces  deux  chocs  devront  s'ajouter.  Si  donc 
on  supposait  qu'au  lieu  du  choc  des  deux  corps  B  et  C, 
le  corps  A  reçoit  le  choc  d'un  seul  corps  à  la  fois,  non- 
seulement  sur  les  parties  de  sa  surface  choquées  par  B 
et  C,  mais  encore  sur  la  partie  intermédiaire  de  sa  sur- 
face, il  faudrait  ou  renoncer  à  admettre  que,  dans  tous 
les  cas,  la  vitesse  prise  par  le  corps  choqué  est  égale  à 
celle  du  corps  choquant,  ou  accepter  cette  absurde  con- 
séquence, que  le  corps  A,  dans  le  cas  où  il  recevrait  le 
choc  de  deux  corps  séparés,  prendrait  une  vitesse  plus 


grande  que  celle  qu'il  prendrait  s'il  ne  recevait  que  le 
choc  d'un  seul  corps,  bien  que»  dans  ce  dernier  cas«  le 
corps  unique  heurterait  à  la  fois,  dans  le  même  sens  et 
avec  une  vitesse  égale  à  celle  des  deux  corps  séparés  B 
et  C,  et  les  parties  de  surface  frappées  parles  deux,  corps 
séparés  et  la  portion  de  surface  comprise  entre  ces  deux 
parties. 

Ainsi,  dans  mon  hypothèse,  la  vitesse  imprimée  à  un 
corps  par  le  choc  d'un  autre  corps  devrait  être  plus  ou 
moins  grande  suivant  la  quantité  de  surface  en  contact 
dans  le  choc  ;  mais  elle  devrait  aussi  être  proportionnelle 
à  la  vitesse  du  corps  choquant. 

Le  corps  choqué  pourrait  donc  prendre  une  vitesse 
plus  grande^  bien  plus  grande  que  celle  qui  animerait 
le  corps  choquant  avant  la  rencontre  de  ces  corps. 

On  pourrait,  en  ce  cas,  émettre  le  principe  suivant  : 
Si  un  corps  supposé  (Tune  seule  masse  continue  et  homo- 
ghne  choque  un  corps  en  repos,  aussi  (Tun  seul  continu^ 
la  vitesse  que  prend  celui-ci  par  le  choc  doit  être  propor- 
tionnelle à  la  vitesse  du  corps  choquant  et  à  la  quantité  de 
surface  mise  en  contact  par  le  choc.  Si,  par  exemple,  un 
corps  A,  tel  que  je  lesuppose^  par  le  choc  d'un  autre 
corps  B  animé  d'une  certaine  vitesse  t;,  sur  une  certaine 
portion  très-petite  s  de  sa  surface,  prenait  une  vitesse 
égale  à  t;,  le  corps  A  prendrait  une  vitesse  double  de  t;, 
s'il  recevait  sur  une  même  portion  de  surface  le  choc 
d'un  corps  ayant  une  vitesse  égale  à  2v^  ou  si^  recevant 
le  choc  d'un  corps  ayant  une  vitesse  égale  à  v  seule- 
ment, sa  portion  de  surface  en  contact  dans  le  choc  était 
escale  à  25. 

Il  ne  serait  pas,  d'ailleurs,  inadmissible  que  le  corps 
choqué  prît  une  vitesse  supérieure  à  celle  du  corps  cho*- 
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quant  avant  la  rencontre,  ainsi  que  je  viens  de  le  dire. 
Ce  ne  serait  pas  le  seul  cas  où  l'on  pourrait  supposer 
qu'un  corps  produit  dans  un  autre  un  mouvement  plus 
grand  que  celui  dont  il  est  animé.  On  admet  générale- 
ment l'attraction  des  corps  les  uns  sur  les  autres  ;  or , 
si  l'attraction  était  supposée  possible ,  on  pourrait  bien 
aussi  supposer,  sans  déraison  ,  qu'un  corps  en  repos 
attire  et  fait  ainsi  mouvoir  un  autre  corps  sans  être  lui- 
même  en  mouvement,  sans  être  mu  par  une  cause  quel- 
conque y  même  par  le  corps  attiré  ;  car  la  raison ,  à  part 
toute  expérience ,  ne  dit  pas  que  l'attraction  des  corps 
doit  être  mutuelle  ;  elle  dit ,  d'ailleurs,  que ,  si  les  corps 
sont  formés  de  substances  difTérentes,  et  qu*ils  s'at- 
tirent ,  ils  ne  doivent  pas  s'attirer  de  la  même  manière , 
au  même  degré ,  à  masses  égales. 

Si  le  corps  choqué  considéré  était  en  mouvement 
avant  le  choc ,  sa  vitesse  après  le  choc  serait  égale  à  la 
somme  ou  à  la  différence  de  sa  vitesse  acquise  par  le 
choc,  comme  s'il  était  en  repos,  et  de  sa  vitesse  précé- 
dente^ selon  que  les  deux  corps,  que  je  suppose  animés 
de  vitesses  inégales,  iraient  ou  n'iraient  pas  dans  le  même 
sens.  S'ils  se  rencontraient  en  sens  contraire ,  avec  une 
égale  vitesse ,  ils  resteraient  en  repos  après  le  choc  : 
quelle  que  fût  la  difTérence  de  leurs  masses ,  ils  devraient 
annuler  mutuellement  leur  action  (1). 

On  voit  que^  dans  l'hypothèse ,  le  principe  d'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction  ne  serait  point  respecté ,  mais 
je  ne  puis  regarder  ce  principe  comme  absolu. 

A  la  vérité ,  dans  ce  système  ,  il  n'y  aurait  pas  moyen 
de  déterminer  rationnellement  la  vitesse  que  devrait 

(1)  Si  les  deux  corps  étaient  de  même  nature ,  ils  devraient ,  après  le 
choc ,  ne  former  qu*an  seul  corps  en  repos  ou  animé  d'un  môme  mouve- 
ment, égal  an  pins  grand  de  ceux  qui  les  animeraient,  aussi  après  le  choc, 
s'ils  différaient  par  leur  nature. 
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prendre  le  corps  choqué.  En  effet ,  plus  on  diviserait , 
parla  pensée»  la  surface  de  contact  des  deux  corps,  c'est- 
à-dire  plus  on  y  concevrait  de  parties ,  plus  aussi  de- 
vrait être  grande  la  vitesse  imprimée  au  corps  choqué 
Mais ,  si  petites  que  fussent  les  parties  conçues  dans 
la  surface  de  contact,  on  pourrait  y  concevoir  des 
parties  plus  petites  encore  ;  il  n'y  aurait  donc  pas 
de  limite  9  pas  de  détermination  rationnelle  possible 
de  la  vitesse  y  de  son  accroissement  ou  de  sa  diminution. 
Cette  irrationalité  est  de  la  nature  de  celles  que  j'ai  signa- 
lées et  qui  sont  relatives  à  la  détermination  des  effets 
d'une  action  permanente  ,  comme  le  serait  l'attraction 
d*un  corps  sur  un  autre.  L'on  ne  peut  supposer,  en  ce 
cas.  que  le  corps  attiré  a  une  vitesse  continûment  accé- 
lérée ;  il  faudrait  admettre  que  sa  vitesse  ne  change  que 
d'instant  en  instant ,  qu'elle  reste  successivement  la 
même  pendant  un  certain  temps ^  si  coilrt  qu'il  soit^  et 
la  fixation  de  cette  durée  serait  arbitraire.  De  même  il 
ne  serait  pas  rationnel  de  penser  que  la  surface  de  con- 
tact entre  deux  corps  se  compose  d'une  infinité  de  points 
inétendus,  indivisibles,  et  en  y  supposant  des  points 
étendus  ,  on.  n'aurait  aucune  base  pour  fixer  l'étendue  de 
ces  points  ;  leur  nombre,  la  part  de  chacun  dans  l'action 
totale,  dans  refifet  total.. 

Au  reste  ;  je  né  vois  pas  d*utilité  réelle  ,  pratique,  à 
déterminer  l'effet  du  choc  des  corps ,  dans  l'hypothèse  où 
ils  ne  seraient  que  des  touts  continua  sans  aucune  divi- 
sion de  parties ,  hypothèse  qui  ne  se  concilie  point  avec 
les  phénomènes  apparents  de  la  nature  ,  qui  impliquent^ 
au  contraire,  que  les  corps  sont  formés  de  molécules  te-  ^ 
nues  à  des  distances  plus  ou  moins  grandes  les  unes  des 
autres.  Il  est  vrai  que  ces  molécules  semblent  devoir  parfois 
se  choquei'  ;  qu'en  supposant  même  qu'elle  ne  soient  ja- 
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mais  en  contact  immédiat,  que  les  chocs  réels  n'aientlieu 
qu'entre  des  molécules  dites  pondérables,  d'une  part,  et 
des  particules  d'un  fluide  éthéré,  il  y  a  lieu  encore  de  se 
demander  quels  peuvent  être  les  effets  des  chocs  molé- 
culaires ou  particulaires  ;  sous  ce  rapport,  l'impossibi- 
lité rationnelle  dont  il  s'agit  persiste,  car  si  petites,  si 
infimes  que  nous  supposions  les  molécules  pondérables 
ou  les  particules  de  Téther,  elles  ue  peuvent  être  indi- 
visibles. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  ne  saurais  regarder  comme  cer- 
taines, comme  exactes,  les  solutions  admises  pour  déter- 
miner les  effets  des  chocs  entre  les  corps  élastiques.  Je 
conteste  et  vais  discuter  successivement  deux  principes 
sur  lesquels  elles  sont  principalement  fondées.  Je  m'occupe 
d'abord  du  principe  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction. 

Newton  qui,  paraît-il,  l'a  énoncé  le  premier,  la  for- 
mulé ainsi  {Principia  mathematica,  loi  III)  :  La  réaction 
est  toujours  contraire  et  égale  à  Vaction;  c^est-à-dire  que 
les  actions  que  deux  corps  exercent  Vun  sur  Vautre  sont 
toujours  égales  et  directement  opposées. 

c  Tout  corps,  dit-il,  quipresseou  tireunautre  corps,  est 
également  pressù  ou  tiré  par  celiii-ci.  Si  quelqu'un  presse 
avec  le  doigt  une  pierre,  sbn  doigt  est  également  pressé 
par  la  pierre.  Si  un  cheval  tire  une  pierre  attachée  par 
une  corde,  ce  cheval  est  également  tiré,  pour  ainsi  dire, 
vers  la  pierre  ;  car  la  corde ,  alors  partout  distendue, 
par  TefFort  qu'elle  fait  pour  se  relâcher,  tend  à  porter  le 
cheval  vers  la  pierre  et  la  pierre  vers  le  cheval ,  et  elle 
empêche  autant  l'un  d'avaucer  qu'elle  sollicite  la  marche 
de  l'autre.  Si  quelque  corps,  heurtant  un  autre  corps, 
change  le  mouvement  de  celui-ci  par  sa  force  quelcon- 
que, lui-même  (à  cause  de  l'égalité  de  leur  pression 
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mutuelle)  subira^  dans  son  propre  mouvement,  un  chan- 
gement égal  à  celui  de  l'autre  et  en  sens  contraire.  Par 
ces  actions,  il  se  produit  des  changements  égaux,  non  de 
vitesses^  mais  de  mouvements,  dans  les  corps  qui  ne  sont 
pas  soumis  à  d'autres  empêchements  ;  car  les  change- 
ments de  vitesses  opérées  en  sens  contraires ,  les  mou- 
vements étant  également  changés^  sont  réciproquement 
proportionnels  aux  masses.  Cette  loi  s'applique  aussi 
aux  attractions,  comme  le  prouve  une  prochaine  scolie.  » 

Voici  comment  M.  Daguin,  dans  son  très-estimable 
Traité  de  physique,  t,  I,  p.  67,  expose  le  principe  dont  il 
s'agit  : 

€  Quand  un  corps,  soumis  à  l'action  d'une  force» 
agit  sur  un  autre,  ce  dernier  réagit,  dans  un  sens  di- 
rectement opposé,  sur  le  premier  et  avec  la  même  inten- 
sité. Ce  résultat  a  lieu  dans  F  état  de  mouvement  aussi 
bien  que  dans  l'état  d'équilibre.  Ainsi,  un  cheval  qui 
fait  monter  un  poids  de  100  kil.  en  tirant  une  corde  qui 
passe  sur  une  poulie,  exerce  un  effort  égal  seulement  à 
100  kil.  (en  négligeant  le  frottement  de  la  poulie) 
comme  s'il  ne  faisait  que  soutenir  le  poids  sans  l'élever. 
Si  la  corde  est  attachée  à  un  obstacle  fixe,  ce  dernier, 
par  sa  résistance^  représente,  en  sens  opposé ,  l'effort 
exercé.  Si  le  cheval  est  placé  dans  un  bateau  auquel  la 
corde  est  attachée,  il  ne  produira  aucun  déplacement  du 
bateau»  parce  que  l'effort  qu'il  exerce  sur  son  collier  est 
contrebalancé  par  celui,  de  sens  contraire ,  qu'il  exerce 
avec  ses  pieds  sur  le  plancher  du  bateau  ,  pour  s'oppo- 
ser à  la  force  de  réaction  qui  tend  à  l'entraîner  en  ar- 
rière. Si  un  aimant  attire  un  morceau  de  fer,  ce  dernier 
agit  de  la  même  manière  sur  l'aimant,  et  avec  la  même 
force...  •  » 
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Ces  allégatioDs  et  ces  considérations  ne  prouvent  point 
le  principe. 

Dans  l'exemple  du  cheval  attaché  dans  un  bateau ,  il 
n'y  a  pas  d'effet  produit ,  du  moins  d'effet  sensible  sur 
le  mouvement  du  bateau  :  je  conçois  que ,  dans  ce  cas , 
on  regarde  la  réaction  comme  égale  à  l'action  ;  mais  il 
n'en  est  pas  ainsi  dans  l'exemple  d'un  cheval  qui  fait 
monter  un  poids  de  100  kil.  en  tirant  une  corde  pas- 
sant sur  une  poulie.  Au  lieu  du  cheval,  mettez  un  autre 
poids  de  100  kil.,  et  les  deux  poids  se  feront  équi- 
libre ;  leur  action  sera  égale  :  alors  ils  ne  feront  que  se 
soutenir  mutuellement.  Mais  le  cheval  fait  plus  ,  il  fait 
monter  le  poids  de  100  kil. 

Dans  cet  exemple ,  comme  dans  celui  du  cheval  qui 
tire  par  une  corde  une  pierre,  un  fardeau  quelconque,  la 
corde  est  tendue,  sa  tension  est  partout  sensiblement 
la  même  ;  soit  :  s'ensuit-il  que  le  fardeau  agit  autant 
sur  le  cheval  que  cet  animal  sur  le  fardeau?  Non  vrai- 
ment. 

D'abord,  que  faut-il  entendre  par  la  tension  d'un  fil^ 
d'une  corde  soumise  à  une  traction  ? 

Un  fil,  une  corde,  quelle  que  soit  leur  matière,  doi- 
vent être  considérés  comme  un  assemblage^de  molécules 
à  distance  les  unes  des  autres  tendant  à  se  réunir  par  la 
force  dite  de  cohcsion^  mais  empêchées  de  le  faire  par 
une  force  contraire  dite  de  répulsion.  Soient  deux  corps 
m,  ml  attachés  chacun  à  une  extrémité  d'un  fil  ainsi  con- 
stitué et  homogène.  Supposons  que  le  corps  m  soit,  en 
somme,  animé  d'une  force  P^  et  le  corps  m!  d'une  force 
F,  et  que  ces  forces  tirent  ces  corps  et  par  conséquent 
le  fil  qui  les  unit,  suivant  la  direction  m,  m'  et  en  sens 
contraires.  Les  molécules  du  fil,  sollicitées  en  sens  op* 
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posés  seront  plus  ou  moins  distancées  les  unes  des 
autres,  à  commencer  par  les  plus  près  des  points  extrê- 
mes adhérents  aux  corps  moteurs.  Si  les  forces  P  et  P' 
sont  égales,  l'écart  des  molécules  du  fil  se  fera  égale- 
ment des  deux  côtés.  Si  P  et  F  sont  inégales,  si  Ton  a,  par 
exemple,  P  >  F,  l'écart  se  fera  tout  d'abord  plus  du 
côté  de  P  que  du  côté  de  P';  mais,  à  cause  de  la  cohé- 
sion, de  la  nature  des  forces  moléculaires,  les  molécu- 
les du  fil,  surtout  s'il  est  élastique,  se  distanceront  à 
très-peu  près  également  les  unes  des  autres  dans  toute 
l'étendue  du  fil. 

Dans  cet  état,  le  fil  sera  allongé,  tendu,  raidi  par  la 
tension  ;  mais  bien  qu'alors  ses  molécules  se  trouvent 
sensiblement  à  une  même  distance  les  unes  des  autres 
dans  toute  sa  longueur,  les  deux  corps,  animés  de 
forces  égales  P  et  P',  n'auront  pas  contribué  également 
à  son  allongement,  à  sa  tension,  et  je  ne  vois  point  qu'ils 
aient  dû  en  éprouver  une  perte  égale  de  mouvement,  de 
quantité  de  mouvement. 

D'ailleurs,  dans  les  problèmes  de  ce  genre,  on  suppose 
que  le  fil  est  inextensible  ;  or,  dans  cette  hypothèse,  il 
n'y  a  pas  de  tension.  Le  fil  devant  garder  exactement 
sa  longueur,  sa  forme,  il  ne  peut  qu'être  mu  plus  ou 
moins  par  la  résultante  des  forces  contraires  qui  le 
tirent. 

La  tension  du  fil,  telle  qu'on  la  conçoit,  est  fausse. 
On  l'a  précisée,  en  disant  qu'elle  est  égale  à  Tune  des 
deux  forces  égales  et  contraires  qu'il  faudrait  appliquer 
aux  corps  m,  m',  pour  remplacer  le  fil  qui  les  unit. 
Mais,  en  concevant  la  tension  telle  que  je  viens  de  l'ex- 
pliquer, on  peut  supposer  qu'il  faudrait  que  des  forces 
inégales  fussent  appliquées  à  ces  corps  en  sens  contraires. 
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pour  remplacer  le  fil,  c'est-à-dire  pour  que,  le  fil  étant 
supprimé,  ils  eussent  le  même  mouvement  commun 
quMls  prennent  lorsqu'ils  sont  liés  entre  eux  par  le  fiL 

Revenons  à  l'exemple  du  cheval  et  supposons  la  réac- 
tion égale  à  l'action.  Représentons  par  u  la  vitesse 
commune  du  cheval,  de  la  corde  et  du  poids;  par  m  et 
m\  la  masse  du  poids  et  celle  du  cheval  ;  par  v  la  vitesse 
qu'aurait  le  cheval,  si  son  mouvement  n'était  pas  ralenti 
par  le  poids,  et  par  v'  la  vitesse  qu'aurait  le  poids  dans 
sa  chute,  s'il  était  abandonné  à  lui-même. 

La  vitesse  perdue  par  le  cheval  serd  exprimée  par 
tA — u.  Quant  au  poids,  par  l'action  du  cheval,  il  perdra 
d'abord  la  vitesse!  qu'il  avait  dans  un  sens  contraire  au 
sens  de  la  vitesse  du  cheval^  et  il  prendra  en  outre  la 
vitesbe  commune  u;  sa  perte  de  vitesse  doit  donc  être 
exprimée  algébriquement  par  u  -f-  v\  Or,  diaprés  le 
principe  que  je  combats ,  les  quantités  de  mouvement 
perdues  devraient  se  faire  équilibre,  et  l'on  aurait 
aindi  : 

m  (i? —  u)  =  m'  (u-f-  v') 

d'où 

u^=mv — mV 


m  4- m'. 


Supposons  maintenant  que  Ton  ait  m=.m',  c'est-à-dire 
que  la  masse  du  poids  soit  égale  à  celle  du  cheval ,  la 


V — vf 


valeur  de  u  sera  réduite  à 

En  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  vitesse  commune  serait 
égale  seulement  à  la  moitié  de  la  différence  des  vitesses 
qu'auraient  le  poids  et  le  cheval  en  sens  contraires,  s'ils 
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étahMAt  'fibres.  Or  »  ù  eetl6  formule  est  vraie ,  eHe  dertw 
s'appUquer  à  Um»  les  cas  où  deux  corps  de  masse  égaie, 
liés  ^entre  eux  par  une 'corde,  se  tireront  en  sens  oon- 
traires ,  tendront  à  retarder  leur  marehe.  Supposez  la 
YÎiB&m^^  ée  m  extrêmement  grande>  et  v'  la  vitesse  de 
m'  extrêmement  petite ,  la  vitesse  v^  d'après  la  formule 
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serait,  alors  même,  diminuée  de  très-près  de  la 

moilâé.  Si  v'  était  nulle,  c'est-à-dire  si  la  masse  m' 
était  en  repos,  la  vitesse  de  m,  dans  riiypothèse,  serait 
juste  la  meitié  de  t>,  c'est-à-dire  serait  réduite  de  moitié, 
quelle  qu'eût  été  sa  grandeur  à  l'état  de  liberté.  Je  ne 
crois  point  qu'u«  tel  résultat  soit  admissible,  qu'on 
puisse  invoquer  l'expérience  pour  le  justifier. 

Dane  le  eas  de  deux  poids  inégaux  tirant  chacun  une 
extrémité  d'une  corde  supposée  inextensible  et  portant 
sur  one  poulie  dont  l'axe  est  supposé  fixe,  le  poids  le 
plus  fort  doit  «ntrainer  l'autre,  de  sorte  que  les  devt 
poids  prennent  uue  vitesse  commune  u.  Si,  pour  déter-^ 
miner,  u,  on  applique^ici  le  principe  d'égalité  de  l'action 

et  de  la  réaction,  on  trouve  u  =  g   ^  L  ou  a  ex»- 

prime  la  pesanteur,  et  7^,  mf  représentent  les  masses  des 
'  poids.  En  effet,  dans  rhy|)othèse,  les  deux  poids  devant 
perdre  une  égale  quantité  de  mouvement,  et  la  vitesse 
perdue  par  le  fort  poidb  étaut  u  —  ^,  tandis  que  celle 
perdue  pat  l'autre  est  u-^^,  on  aurait 

d'où 


Lm-4-mT 


«V — ^9         rw»  —  m 


m-^rn!         ^Lm-h 
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Or  ce  résultat  est  contestable.  Si  au  lieu  de  la  seule  et 
même  vitesse  g  qui^  dans  l'exemple,  anime  les  corps  m» 
m',  ces  corps  ont  des  vitesses  v,  v'  inégales,  «,  vitesse  de 
m,  étant  plus  grande  que  v\  vitesse  de  wl,  d'après  le 
même  principe  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  la 
vitesse  commune  résultante  sera  ici 


u 


mv  —  m'v' 

m 
I  > 


de  sorte  que  si  les  masses  m* et  iri  étaient  égales,  il  vien- 
drait 


V  —  xf 


u 


2     • 


et  ai  la  masse  rri  était  supposée  en  repos,  la  vitesse  com- 
mune résultant  de  la  traction  exercée  par  m  animée  de 

la  vitesse  t;,  serait  exactement  égale  à  —  ,  c'est-à-dire  à 

la  moitié  de  celle  de  m ,  quelle  que  fût  cette  vitesse  i;  ; 
résultat  que  je  ne  puis  admettre  théoriquement  :  il  est 
rationnel  de  penser  que  la  vitesse  t?  pourrait  être  telle- 
ment grande^  qu'elle  ne  dût  être  que  très-peu  diminuée 
relativement  par  la  simple  inertie  de  la  masse  m'  égale 
à  m.  Or,  si  le  principe  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réac- 
tion ne  peutjustement  s'appliquer  alors,  comment  assurer 
qu'il  reçoit  une  application  parfaitement  exacte  dans  le  cas 
réel  où  les  corps  suspendus  sont  seulement  mus  par  la 
pesanteur^  et  sont  ainsi  animés  d'une  même  vitesse  g. 
Considérons,  d'ailleurs,  que,  dans  les  expériences,  il  y 
a  des  causes  d'erreurs,  des  influences  dont  on  ne  peut 
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tenir  un  compte  exact.  Ainsi  non-seulement  le  cordon 
auquel  sont  attachés  les  poids  ,  et  qu'on  suppose  inex- 
tensible, ne  Test  point  absolument;  mais  encore  ce  cor- 
don ,  pressant  sur  la  poulie ,  n'est  pas  complètement 
libre  ;  il  subit  des  frottements  qui  gênent ,  ralentissent 
son  mouvement. 

Il  y  a  un  problème  consistant  à  déterminer  la  vitesse 
que  doit  prendre  un  système  de  poids  reposant  sur  un 
plan  fixe  horizontal^  distants  les  uns  des  autres,  mais 
reliés  entre  eux  par  un  cordon  supposé  inextensible, 
déj^ordant  le  plan  et  tiré  verticalement  par  un  poids.  On 
le  résout  en  considérant  les  poids  comme  libres  et  n'op- 
posant que  leur  inertie  ^  l'action  du  poids  qui  les  tire  ; 
par  le  principe  d'égalité  de  Taction  et  de  la  réaction,  en 
appelant  M  la  somme  des  masses  des  poids  reposant  sur 
le  plan,  m  la  masse  du  poids  qui  les  tire,  g  la  pesanteur, 
on  trouvera,  pour  la  vitesse  imprimée  au  système , 

mg 


M  H-m 

résultat  que  je  conteste  du  moins  au  point  de  vue  théo- 
rique. 

En  réalité,  la  force  t<)ndant  à  retenir  les  corps  en  re- 
pos sur  le  plan,  et  conséquemment  à  diminuer  l'effet  de 
l'action  de  mg,  ne  doit  pas  être  seulement  l'inertie, 
mais  encore  leur  poids  qui  iiiflae  ici ,  du  moins  jusqu'à 
un  certain  point.  Il  serait  difficile  de  déterminer  cette 
force  ;  car  le  poids  des  corps  reposant  sur  le  plan  est 
sans  doute  ^atténué  par  la  répulsion  du  fluide  intermo- 
léculaire, comme  je  l'ai  expliqué  précédemment.  Si, 
malgré  la  composante  normale  qui  résulte  du  poids  de 
ces  corps,  ils  peuvent  marcher  sur  le  plan,  c'est  que  ce 
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plan  supposé  fixe,  inflexible,  immuable,  ne  Test  point. 
Ce  même  plan  étant  comprimé  par  la  force  normale ,  ou 
plutôt  par  la  résultante  oblique  des  forces  qui  agissent 
sur  les  poids  qu'il  supporte ,  l'élasticité  fait  que  ces  poids 
peuvent  marcher,  mais  non  pas  avec  une  vitesse  égale  à 
celle  qu'ils  auraient  s'ils  n'étaient  pas  sous  Tinfluence  de 
leur  poids. 

On  peut  dire  que  le  poids  moteur  dont  la  masse  est  m 
et  la  vitesse  g^  perd  une  force  égale  à  celle  qui  tend  à  re- 
tenir à  leurs  places  les  corps  reposant  sur  le  plan;  mais 
quelle  est  cette  force  ?  quelle  est  précisément  celle  du 
poids  moteur,  et  la  vitesse  résultante  ?  C'est  ce  que  la 
théorie  ne  me  parait  pas  pouvoir  déterminer  exacte- 
ment, ne  détermine  point  justement  dans  la  formule  u  = 

— - 1     .  ■ . . .  • 
M-t-m 

* 

La  solution  relative  à  ce  dernier  problème  serait  ap- 
plicable au  cas  où  un  fardeau^  par  l'intermédiaire  d  une 
corde  inextensible ,  serait  traîné  ,  tiré  par  un  cheval ,  par 
une  force  quelconque  autre  qu'un  poids  ;  car  les  poids 
placés  sur  le  plan  seraient  représentés  par  le  fardeau^ 
et  le  poids  moteur  m^  le  serait  par  le  cheval.  Si  le  far- 
deau était  un  poids  suspendu  comme  dans  l'avant-der- 
nier  problème  ,  ce  serait  ce  problème  qu'on  devrait 
appliquer,  et  là,  non  plus ,  on  ne  serait  pas  fondé  à  pré- 
tendre que  le  cheval  perd  autant  de  quantité  de  mouve- 
ment qu'il  en  donne  au  fardeau  soumis  à  sa  traction.  ' 

Je  vais ,  à  présent ,  montrer  que  le  principe  d'égalité 
de  Taction  et  de  la  réaction  n'est  pas  mieux  justifié  en 
ce  qui  concerne  le  choc  des  corps. 

Prenons  la  question  ab  ovo.  i^  Concevons  deux  corps 
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a  et  6  fonnés  chacun  d'une  seule  molécule  continue ,  et 
supposons  que  ces  deux  molécules  aillent  l'une  vers 
l'autre  avec  des  vitesses  inégales  et  ne  soient  soumises 
d'ailleurs  à  aucune  autre  force.  Soitv,  par  exemple,  la 
vitesse  de  a,  et  v'  celle  de  6,  et  soit  v  >  v'.  En  ce  cas, 
après  le  choc,  les  deux  corps  auront  une  vitesse  égale  à 


V — v\ 


2^  Si  b  est  en  repos  et  que  a  ait  une  vitesse  i;^  les  deux 
corps  auront ,  après  le  choc ,  une  vitesse  qui  ne  pourra 
pas  être  moindre  que  v. 

3""  Supposons  maintenant  que  deux  corps  non  élasti- 
ques, formés  chacun  de  deux  molécules  seulement,  se 
rencontrent  avec  des  vitesses  inégales.  Soient  a  et  a'  les 
deux  molécules  de  l'un  des  corps ,  6  et  6'  celles  de  l'autre. 
Concevons  que  les  molécules  aa\  bV  soient  sur  une 
même  ligne ,  qu'elles  se  rencontrent  ainsi  en  allant  en 
sens  contraires,  comme  l'indiquent  les  flèches  (fîg.  51),  et 
que  <w!  aient  une  vitesse  v  bien  plus  grande  que  la  vitesse 
i;'  de  bV.  Ici,  comme  il  y  a  deux  molécules  qui  se  sou- 
tiennent mutuellement  dans  chaque  corps  ,  il  y  aura, 
sous  ce  rapport ,  accroissement  de  la  résistance  opposée 
par  les  deux  corps  réciproquement;  mais  cet  accrois- 
sement de  résistance  sera  faible,  puisque,  si  chaque 
molécule  était  seule,  elle  n'opposerait  aucune  résis- 
tance de  ce  genre ,  elle  serait  réduite  à  la  résistance 
de  sa  propre  impulsion.  On  peut  donc  supposer  que' 
aa'  soient  animées  d'une  assez  grande  vitesse  rela- 
tivement à  celle  contraire  de  66',  pour  que  l'atté- 
nuation que  subira  la  vitesse  t;  par  l'effet  du  choc  soit, 
en  soDune,  relativement  très-faible,  et  qu'après  le  choc, 
les  quatre  molécules  aient  une  vitesse  à  peu  près 
égale  à  t;  —  t;',  une  vitesse  bien  plus  grande  que  celle 
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doDiiée  ptt  ha  formule, t — »  ràf^  et  ^^  sôn^  les 

masses  animées  des  vitesses  v  et  v^,  dirécteioejiyi  Qppo«* 
sées  ;  cai>  d'après  cette  formule ,  en  faisant  m=m\  Ton 


m'aurait,  pour  la  vitesse  après  le  choc^.  que 


t>'' 


4^  Si,  aa'  ayant  la  même  vitesse  v,  66'  étaient  en  repos, 
la  vitesse  commune  après  le  choc  serait,  dans  le  même 
cas,  plus  près  d'égaler  t),  puisque  66'  en  repos  résisteraient 
encore  moins  à  aa'  que  si  elles  avaient  un  mouvement 
en  sens  contraire.  Il  n'y  aurait  pas  non  plus  lieu  alors 


mv — mV 


d'appliquer  la  formule y^  cpii,  en  ce  cas,  w  âêwi^ 

rait,  pour  la  vitesse  commune  après  le  choc,  ^p^-g^  * 

5^  Si  les  deux  corps  étaient  formés  chacun  d!e  trois 
molécules,  aaW,  bV^^  animées,  les  premières  d'une  vf- 
fesse  t%  et  les  dernières  d'une  vitesse  t>'  moindre  et  d'e 
sens  contraire,  la  résistance  de  66'6'',  toutes  choses  d'ail- 
leurs égales,  serait  un  peu  pl'ûs  grande  que  celle  qu'of- 
frirait 66^  dans  le  troisième  exemple  ;  mais  elle  serait 
encore  bien  peu  notable.  D'ailleuns',  par  raccroissem^n^k 
de  sa  masse,  le  corps  animé  de  la  vitesse  v  ferait,  de  son 
côté  y  une  plus  grande  résistance  au  corps  ayant  la  vi- 
tesse t/,  ce  qui  tendrait  à  diminuer  l'effet  de*  kr  réaction> 
de  ce  dernier.  Admettons ,  toutefois ,  qu'en  somme^  le^ 
corps  66'6''  tëndeplus  à  diminuer  la  vitesse  de  aa^d^  qu0 
66'  ne  tendrait  à  diminuer  la  vitesse  d^  ao^,  dan»  le* 
troisième  exemple.  Il  est  visible  que  rpeurraêtre  prise 
assez  grande  et  vf  assez  petite  pour  que  la  vitesse  com- 
mune après  le  choc  soit  bien  plus  grande  que  celle 


/ 


sultant  de  la  fonnule ^  qui ,  dans  ce  cas ,  ne 


V  —  v' 


donnerait  que 

6^  En  augmentant  successivement*  par  la  pensée,  le 
nombre  des  molécules  comprises  dans  chacun  des  deux 
corps  supposés  toujours  égaux  en  masses,  formés  d'un 
même  nombre  de  molécules  semblables,  on  augmente- 
rait de  même  la  résistance,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales  ;  mais,  quelles  que  fussent  alors  les  deux  masses, 
on  pourrait  toujours  prendre  v  assez  grande  et  v^  assez 
petite  pour  que  la  vitesse  commune  après  le  choc  excédât 
autant  qu'on  le  voudrait  la  vitesse  donnée  par  l'expres- 


mv — m'v' 


sion  , 

m  +  m 

T  Si,  les  vitesses  opposées  v,  v'  étant  égales  ou  iné- 
gales, les  masses  m,  m'  étaient  inégales ,  il  serait  sup- 
posable  que  l'action  de  chaque  corps  fût  en  proportion 
de  sa  masse  multipliée  par  sa  vitesse  ;  mais  cela  ne  se^ 
rait  pas  nécessaire,  pourrait  ne  pas  être  ,  et ,  même  en 
l'admettant,  il  ne  s'ensuivrait  pas  que  la  vitesse  corn- 

ÎHV  ~~~  Tnfv 

mune  après  le  choc  dût  être  égale  à y  - 

m-f-m 

Quelle  que  soit  l'inégalité  des  masses,  leur  rapport,  il 
est  admissible  que  la  vitesse  v  pourrait  être  tellement 
grande  relativement  à  v\  que  la  vitesse  après  le  choc 
fût  bien  plus  grande  que  ne  le  suppose  le  principe 
d*égalité  de  l'action  et  de  la  réaction. 

Dans  ces  exemples,  j'ai  supposé  que  les  deux  corps 
vont  l'un  vers  Tautre.  Dans  les  cas  où  ils  se  rencontre- 
raient en  allant  dans  le  même  sens,  en  leur  appliquant 


des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  je  viens  de 
présenter,  on  verrait  qu'il  se  pourrait  que  la  vitesse 
commune  après  le  choc  fût  à  peu  près  égale  à  v  -4-  t;\ 
V  étant  la  plus  grande  et  v'  la  plus  petite  des  deux  vi- 
tesses animant  respectivement  les  deux  mobiles  avant  le 
choc.  Quelles  que  fussent  les  masses  respectives  de  ces 
mobiles,  on  pourrait  supposer  v  assez  grande  pour  que 
la  vitesse  après  le  choc  dût  excéder  celle  que  donnerait 
l'application  du  principe  que  je  discute,  c'est-à-dire  l'ap- 
plication de  la  formule 


mv-hm'v' 


m-hm' 


Dans  tous  les  cas,  au  contraire,  v  pourrait  être  assez 
petite  pour  que  la  vitesse  après  le  choc  fût  moins  grande 
que  celle  qui  serait  donnée  par  les  formules. 

Ainsi  ^  les  effets  des  chocs  des  corps  peuvent  varier 
considérablement  suivant  les  cas,  suivant  les  conditions 
de  masses  et  de  vitesses ,  et ,  dans  ces  variations ,  ils 
peuvent  s^écarter  ou  se  rapprocher  des  formules  admises 
par  la  théorie. 

Il  se  peut  que  Ton  puisse ,  sans  erreur  sensible , 
considérer  généralement  la  réaction  comme  égale  à  l'ac- 
tion, dans  les  phénomènes  que  nous  pouvons  examiner, 
juger  sous  ce  rapport ,  et  où  figurent  des  masses  et  des 
vitesses  relativement  très-restreintes  ;  mais  il  est  per- 
mis de  penser  que  Faction  et  la  réaction  pourrsîient  être 
très-inégales,  si  les  corps  opérant  les  uns  sur  les  autres 
présentaient  de  bien  plus  grandes  inégalités  de  masses 
et  de  vitesses  que  ceux  que  nous  pouvons  considérer 
dans  nos  observations  et  nos  expériences.  Je  conçois 
donc,  que,  dans  l'appréciation  des  phénomènes  terres- 
tres, nous  regardions ,  en  général ,  les  réactions  comme 
égales  aux  actions  correspondantes  ;  mais  on  peut  bien 
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la  faire  pratiquement,,  sans  ériger  cette  égalité  ea>  prin- 
cipe absolu. 

Au  reste ,  je  montrerai ,  dans  la  suite  de  ce  traité  , 
quand  je  parlerai  du  pendule  ,  qu'on  ne  peut  considérer 
comme  exactes  et  concluantes  les  expériences  qui  ont 
paru  vérifier  le  principe  d'égalité  de  Tactiod  et  de  la 
réaction  dans  son  application  au  choc  des  corps. 

Considérons  aussi  que  les  actions  et  réactions  des 
corps,  dans  leurs  chocs  notamment,  doivent  varier  en 
raison  non-seulement  de  leur  masse,  mais  encore  de  leur 
constitution  intime,  de  leur  forme  et  du  milieu  ambiant. 

La  raison  ne  dit  point  que  la  réaction  doit  être  égale  à 
l'action.  Je  conçois  aisément  que  des  corps  qui  s'attirent^ 
par  exemple,  ne  s'attirent  pas  également  ;  car  si  leurs 
substances  sont  essentiellement  différentes,  ils  ne  doi- 
vent  pas  agir  pareillement  l'un  sur  l'autre.  Or  il  est 
bien  plausible  qu'il  y  a,  dans  la  nature,  des  substances 
essentiellement  différentes  ;  les  inégalités  qu'offrent  les 
aflinilés  chimiques  et  divers  phénomènes  de  la  physique 
me  paraissent  inexplicables  dans  l'hypothèse  où  '  tous 
les  corps  ne  seraient  que  divers  états  d'une  même  subs- 
tance. (Voir,  à  ce  sujet,  mes  Discussioàs  sur  les  principes 
de  la  physique.) 

Il  est  un  autre  principe  qui  est  dû  à  d'Âlembert  et 
qu'on  a  honoré  du  titre  de  Principe  général  de  la  dynor- 
mique.  Que  vaut  ce  principe ,  dont  on  a  fait  de  si  fré- 
quentes et  si  importantes  applications  ? 

Voici  comment  il  a  été  présenté  par  d'Alembert  lui- 
même  (chap.  I®"*,  p.  50)  : 

€  Problème  général. 

»  Soit  donné  un  système  de  corps  disposés  les  uns 
par  rapport  aux  autres  d'une  manière  quelconque  ;  et 
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«apposons  qu'on  imprime  à  chacun  de  ces  corps  un 
mouvemeDt  particulier,  qu'il  ne  puisse  suivre  à  cause  de 
l'actiop  des  autres  corps  :  trouver  le  mouvement  que 
chaque  corps  doit  prendre. 

>  Solution  : 

»  Soient  A  ,  B  ,  C  ,  etc.,  les  corps  qui  composent  le 
système ,  et  supposons  qu'on  leur  ait  imprinlé  les  mou- 
vements a,  6,  c,  etc.,  qu'ils  soient  forcés,  à  cause  de  leur 
action  mutuelle,  de  changer  dans  les  mouvements  a,  b, 
c,  etc.  Il  est  clair  qu'on  peut  regarder  le  mouvement  a 
imprimé  au  corps  A  comme  composé  du  mouvement  a 
qu'il  a  pris,,  et  d'un  autre  mouvement  a;  qu'on  peut  de 
même  regarder  les  mouvements  6,  c,  etc.  ;  comme  com- 
posés de  mouvements  b,  ^;  c^  se;  etc.  ;  d'où  il  s'ensuit 
que  le  mouvement  des  corps  A,  B,  C,  etc.,  entre  eux 
aurait  été  le  même,  si,  au  lieu  de  leur  donner  les  im- 
pulsions a,  b,  c,  on  leur  eût  donné  à  la  fois  les  dou*- 
blés  impulsions  a,  a;  b,  P;  c,7t;  etc.  Or^  par  la  suppo- 
sitioi),  les  corps  A,  B,  C,  etc.,  ont  pris  d'eux-mêmes 
les  mouvements  a,  b^  c,  etc.  Donc  les  mouvements  a,  ^, 
X,  etc.,  doivent  être  tels  qu'ils  ne  dérangent  rien  dans 
les  mouvements  a,  b,  c,  etc.,  c'est-à-dire  que,  si  les 
corps  n'avaient  reçu  que  les  mouvements  a,  p,  x,  etc., 
ces  mouvements  auraient  dû  se  détruire  mutuellement, 
et  le  système  demeurer  en  repos. 

>  De  là  résulte  le  principe  suivant,  pour  trouver  le 
mouvement  de  plusieurs  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres.  Décomposez  les  mouvements  a,  b,  c,  etc.,  im-- 
primés  à  chaque  corps ^  chacun  en  deux  autres  a,  a;  b,  P; 
c,  7c,  etc.,  qui  soient  tels  que^  si  Von  n'eût  imprimé  aux 
corps  que  les  mouvements  a,  b,  c,  etc.,  ils  eussent  pu  con-- 
server  ces  mouvements  sans  se  nuire  réciproquement;  et  / 
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que,  si  on  ne  leur  eût  imprimé  que  les  mouvements  ol,  ^, 
X,  etc.»  le  système  fut  demeuré  en  repos  ;  il  est  clair  que  a, 
b,  c  seront  les  mouvemeats  que  ces  corps  prendront  en 
vertu  de  leur  action.  Ce  Q.  F.  Trouver.  > 

Eh  bien  !  j^ose  dire  que  le  grand  principe  de  d'Alem- 
bert  n'est  pas  fondé.  Je  conteste  la  légitimité  de  la^divi- 
sion  qu'il  fait  ici  des  mouvements  imprimés  a,  6,  c,  etc., 
en  mouvements  a,  p,  x,  etc.,  perdus  respectivement  par 
les  divers  corps  du  système  et  qui  se  détruiraient,  se 
feraient  équilibre,  si  les  corps  n'étaient  animés  que  de 
ces  mômes  mouvements,  et  en  mouvements  a,  b,  c,  etc., 
qui  seraient  effectifs.  D'abord^  je  nie  que,  si  des  corps 
sont  liés  entre  eux,  il  puisse  leur  être  imprimé  respec* 
tivement  des  mouvements  a,  b,  c,  etc. ,  tels  que  les  corps 
du  système  conservent  ces  mêmes  mouvements  sans 
altération.  Je  dis  que  la  liaison  des  corps  doit  modifier 
les  mouvements  imprimés  quelconques.  Je  dis  que  les 
mouvements  effectifs  que  prennent  re^ectivement  les 
corps  du  système  résultent  à  la  fois  de  tous  les  mouve- 
ments, de  la  totalité  des  mouvements  imprimés  et  de  la 
liaison  existante  entre  ces  corps.  De  plus,  et  consé- 
quemment,  je  prétends  que  les  mouvements  d'un  sys- 
tème peuvent  être  perdus  sans  se  faire  équilibre. 

Des  corps,  des  points  matériels  distincts,  séparés,  ne 
peuvent  être  liés  entre  eux  d'une  manière  absolue ,  de 
telle  sorte  que  des  forces  quelconques  appliquées  à  ces 
corps,  à  ces  points  matériels,  ne  puissent  faire  varier 
leur  position  relative.  Si ,  néanmoins ,  nous  nous  pla- 
çons dans  cette  hypothèse ,  les  forces  appliquées  à  ces 
corps  ou  points  matériels  devront  agir  sur  le  système 
exactement  comme  si  elles  étaient  appliquées  à  un  seul 
corps  continu   sans  aucune  division  de  parties.  Rai- 
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sonnons  dans  cette  hypothèse»  et  prenons  d'abord 
le  cas  le  plus  simple  »  celui  de  deux  points  matériels 
ou  molécules  simples  ainsi  liés  entre  eux.  Soient,  par 
exemple  (fig.  52),  m  et  m'  ces  deux  points.  Appliquons 
à  m  la  force  P  et  à  m' la  force  P\  dans  la  direction  de  la 
ligne  mrrd.  Ou  bien  les  deux  forces  seront  de  même  sens, 
ou  elles  seront  de  sens  contraires.  —  Dans  le  premier 
cas ,  elles  ajouteront  leur  action^  il  n'y  aura  pas  de  force 
perdue.  Le  système  mm!  marchera  avec  une  vitesse  égale 
à  V  +  v\  V  représentant  la  vitesse  que  P  seule  imprime- 
rait,  et  v'  celle  qu'imprimerait  F.  La  liaison  invariable 
aura  (donc  pour  effet  d'accroître  la  vitesse  de  chacune 
des  molécules  m  et  m\  et  de  les  accroître  inégalement, 
P  et  F  étant  supposées  inégales,  puisque  la  vitesse  v  de  m 
sera  augmentée  de  la  vitesses'  de  m',  et  réciproquement 
celle  de  v'  de  m'  sera  accrue  de  la  vitesse  v  de  m.  —  Dans 
l'autre  cas ,  si  P  =  P',  le  système  restera  en  repos ,  les 
deux  forces  P^  V  se  feront  équilibre  et  seront  perdues. 
Soit  P  >  P- ,  le  système  prendra  une  vitesse  u  =  v  —  v', 
m  perdra  donc  une  vitesse  égale  à  d'  ;  m'  perdra  sa  vi- 
tesse t/,  et  de  plus  elle  prendra  une  vitesse  u  de  sens 
contraire  à  celui  de  v'  ;  elle  perdra  donc  en  tout  une  vi- 
tesse égale  à  u  + 1;'  =  i;.  Les  vitesses  perdues,  en  ce  cas, 
ne  se  feront  donc  pas  équilibre.  Dans  le  même  cas,  d'ail- 
leurs, m'  pourra  gagner  en  vitesse  absolue ,  et  gagner 
plus  ou  moins  que  m  ne  perdra.  En  effet,  sa  vitesse  ab- 
solue sera  v  —  v'  =  u ,  et  l'on  pourra  avoir  m  >►  t>',  ou 
u  <[  1^'  ;  or  v'  est  la  vitesse  perdue  par  m. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  dans  tous  les  cas  où  deux 
points  liés  invariablement  entre  eux  seraient  soumis  à  des 
forces  égales  ou  inégales,  mais  diversement  dirigées, 
c'est-à-dire  ne  s'oxerçant  pas  suivant  une  même  droite, 
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ou  suivant  deux  droites  parallèles,  les  forces  ou  vitesses 
perdues  ne  sauraient  se  faire  équilibre.  Soient  (fig.  53) 
m  et  m' les  deux  points  considérés^  P  et  P'  des  forces  res- 
peétivement  appliquées  à  ces  points  et  représentées  par 
les^droites  mP,  m'V  :  à  cause  de  la  liaison,  supposée  ab- 
solue, des  points  d'application  m,  m',  ils  devront  pren- 
dre un  même  mouvement  qu'on  déterminera  en  portant 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même  point  les 
farces  P,  F;  soit  0  ce  point  (même  figure).  Nous  voyons, 
par  le  parallélogramme  des  forces,  que  P  et  P'  ont  une 
résultante  représentée  par  OS  qui  représentera  aussi  la 
vitesse  effective  du  système  m,  m-  et  conséquemment  de 
chacun  des  points  m  et  m'.  Maintenant^  en  considérant 
OS,  force  ou  vitesse  effective^  comme  une  composante 
de  chacune  des  forces  P,  F,  on  trouvera,  pour  autre 
composante  de  P,  la  droite  OR,  et  pour  autre  compo- 
sante de  P-,  la  droite  OR^,  qui  représenteront  les  forces 
ou  vitesses  perdues  par  m  et  m' ,  par  suite  de  la  liaison 
de  ces  points.  Or,  d'après  cela ,  il  est  visible  que,  con- 
trairement au  principe  de  d'Alembert^  les  forces  ou 
vitesses  perdues,  dans  ce  cas,  ne  se  font  pas  équilibre  ; 
car,  dans  l'exemple,  OR  ,  OR'  qui  les  représentent ,  ne 
sont  pas  sur  une  même  ligne  ^  et  elles  sont  d'ailleurs 
d^inégale  grandeur,  puisqu  on  a  ici 

OR  =  OP'etOF>OR'. 

Si  nous  considérons  maintenant  un  nombre  quelcon- 
que de  points  absolument  liés  entre  eux  et  animés  de 
forces  P,  P',  F',  etc.,  égales  ou  inégales,  mais  dirigées 
diversement,  et  telles  que ,  par  leurs  directions  et  leurs 
intensités,  elles  ne  se  fassent  pas  équilibre  dans  leur  état 
de  liaison,  nous  reconnaîtrons  aisément,  en  transportant 
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C68  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
point  0,  en  déterminant  leur  résultante  totale  et  eiîee- 
tive  OS^  puis  en  les  décomposant  en  cette  résultante 
commune  et  en  des  droites  OR,  Ofi',  OR'',  etc. ,  nous  re- 
connaîtronS;  dis-je,  que  les  forces  ou  vitesses  perdues 
ne  se  font  pas  équilibre.  On  peut  s^en  convaincre  par 
l'examen  des  figures  54  et  55,  qui  représentent  les  ré- 
sultats, la  première  pour  un  système  de  trois  points,  et 
la  seconde  pour  un  système  de  quatre  points.  On  y  verra 
clairement  que  les  forces  ou  vitesses  perdues  représen- 
tées par  les  droites  OR,  OR',  OR",  etc.,  ne  peuvent 
point  se  faire  équilibre.  On  remarquera  que,  dans  ces 
exemples,  les  forces  perdues  se  trouvent  dirigées  d'un 
même  côté  d'une  droite  qui  serait  supposée  passer  pajr  le 
point  0  de  leur  application,  ce  qui  exclut  absolument 
la  possibilité  qu'il  y  ait  équilibre  entre  elles.  D'ailleurs, 
en  donnant  des  valeurs  déterminées  aux  droites  et  aux 
angles  qui  figurent  dans  l'opération^  on  pourrait  se  con- 
vaincre, par  le  calcul,  que  l'équilibre  en  question  n'a 
pas  lieu. 

Il  est  visible,  par  les  raisonnements  et  les  exemples 
que  j'ai  présentes ,  que  cette  impossibilité  d'équilibre 
entre  les  forces  perdues  se  produirait  dans  le  cas  d'un 
système  comprenant  un  nombre  quelconque  de  points. 
Evidemment,  les  forces  ou  vitesses  perdues  ne  pourraient 
se  faire  équilibre  que  dans  les  cas  où  les  forces  totales 
données  se  feraient  équilibre  elles-mêmes^  c'est-à-dire 
dans  les  cas  seulement  où  toutes  les  forces  seraient  per- 
dues par  l'effet  de  la  liaison.  Ainsi,  on  le  voit,  les  forces 
perdues  ne  le  sont  pas,  généralement  du  moins,  en  ce 
sens  qu'on  puisse  les  supprimer,  sans  changement;  elles 
jouent  un  rôle,  elles  ont  une  part  d'action  sur  le  système. 
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Sans  qu'il  y  ait  cette  liaison  absolue  que  j'ai  suppo- 
sée^ dans  ces  cas,  entre  les  points  auxquels  des  forces 
sont  appliquées ,  ils  peuvent  être  tous  plus  ou  moins 
sous  l'influence  de  ces  forces ,  de  telle  sorte  qu'il  y 
ait ,  par  suite  de  leur  liaison ,  changement  dans  l'in- 
tensité et  la  direction  des  vitesses  qu*ils  auraient  si, 
animés  des  mêmes  forces,  ils  n'étaient  aucunement  liés 
entre  eux.  Tel  est  le  cas  de  la  cohésion  des  molécules 
des  corps  solides,  relativement  aux  forces  qui  seraient 
appliquées  à  ces  molécules.  On  peut  aussi  comprendre 
dans  cette  catégorie  de  liaisons  non  absolues  les  cas  où 
des  points  seraient  liés  entre  eux  par  des  cordons  flexi- 
bles. 

Il  est  visible  ;  sous  divers  rapports,  et  notamment 
par  les  explications  et  les  démonstrations  que  j'ai  appor- 
tées, en  ce  qui  concerne  les  effets  des  liaisons  absolues^ 
que  le  principe  de  d'Alembert,  à  divers  égards,  ne, pour- 
rait pas  s'appliquer  justement  aux  autres  sortes  de  liai- 
sons possibles.  Je  reviendrai  sur  ce  point. 
'  Le  principe  général  de  dynamique  que  je  critique  a 
été  présenté  sous  des  formes  plus  ou  moins  différeates 
de  celle  que  lui  a  donnée  d'Alembert. 

Poisson,  dans  son  Traité  de  mécanique  {V^  édition, 
t.  11,  p.  42),  au  sujet  du  principe  en  question,  s'ex- 
prime ainsi  : 

a  Considérons  un  système  de  points  matériels ,  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  et  dont  les  masses 
soient  m,  mf,  mf\  etc.  ;  supposons  qu'on  applique  à  ces 
mobiles  des  forces  qui  imprimeraient  la  vitesse  v  à  la  masse 
m,  la  vitesse  v'  à  la  masse  m\  la  vitesse  v"  à  la  masse 
m^,  etc. ,  si  chacune  de  ces  masses  était  isolée  ;  en  vertu  de 
la  liaison  des  points  du  système,  les  vitesses  i?,  t;^  t;'',  etc.. 
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seront  altérées  clans  leurs  grandeurs  et  dans  leurs 
directions  ;  or,  si  l'on  désigne  par  u,  u\  u,  etc.,  les  vi- 
tesses inconnues,  que  les  masses  m,  m\  m"",  etc.,  pren- 
dront, suivant  des  directions  également  inconnues,  et  si 
Ton  appelle  p,  p',  p\  etc. ,  les  vitesses  qui  seront  per- 
dues ou  gagnées  par  ces  mêmes  masses,  de  manière  que 
u  et  p  soient  les  composantes  de  v,  t/  et  p',  celles  de 
v',  u  etp',  celles  de  v",  etc.,  je  dis  qu'il  y  aura  équi- 
libre dans  le  système ,  entre  les  quantités  de  mouvement 
perdues  ou  gagnées  mp,  m'p' ,  m"p",  etc.  ;  car  si  ces  forces 
ne  se  faisaient  pas  équilibre,  u,  i/,  Uy  etc.,  ne  seraient 
plus  les  vitesses  qui  ont  effectivement  lieu  ;  ce  qui  serait 
contre  Thypothèse. 

>  Ce  principe  a  également  lieu,  soit  que  v,  v\  v",  etc., 
soient  des  vitesses  finies,  acquises  par  les  mobiles  pen- 
dant un  temps  fini,  ou  dues  à  des  forces  qui  agissent 
instantanément  sur  les  corps ,  soit  que  ces  quantités  re- 
présentent des  vitesses  infiniment  petites,  dues  à  des 
forces  accélératrices  ;  soit  enfin  que  ces  vitesses  soient 
en  parties  finies  et  en  parties  infiniment  petites.  Nous 
allons  montrer,  par  des  exemples,  comment  on  en  fait 
usage,  pour  résoudre  les  questions  de  dynamique;  mais 
auparavant,  il  est  bon  de  changer  Ténoncé  de  ce  prin- 
cipe ,  et  de  lui  donner  une  forme  qui  sera  plus  commode 
dans  un  grand  nombre  d^applicàtions. 

»  Il  est  permis  de  substituer  aux  formes  mp^  m'pf^ 
m"p"fptc.f  qui  doivent  se  faire  équilibre,  les  composantes 
de  chacune  d'elles;  or,  la  force  mp,  par  exemple,  est  la 
résultante  de  la  force  mv,  prise  dans  sa  direction,  et  de 
la  force  mu,  prise  en  sens  contraire  de  sa  direction;  et 
de  môme  pour  les  autres  ;  le  principe  de  d'Alembert 
revient  donc  à  dire  qu'il  y  a  équilibre  dans  le  sysième^ 

16 
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entre  les  quantités  de  mouvement  my,  mV,  mV,  ete.,  tm- 
primées  aux  mobiles^  et  les  quantités  de  mouvement  mu, 
m'u',  m'^u",  etc.,  qui  ont  effectivement  lieUf  chacune  de 
ces  dernières  étant  prise  en  sens  contraire  de  sa  direction. 

>  L'avantage  de  ce  second  énoncé  est  de  ne  pas  exi- 
ger que  Ton  considère  les  vitesses  perdues  ou  gagnées 
P*  V^9  P^»  ^^'>  ^^  d'établir  directement  les  équations  d'é- 
quilibre entre  les  vitesses  données  v,  v'^  v"^  etc.,  et  les 
vitesses  inconnues  u,  v!,  u'\  etc.',  que  ces  équations  ser- 
viront à  déterminer.  » 

M.  Sturm,  dans  son  Traité  de  Mécanique  à  V usage  de 
VEcole  polytechnique,  t.  11^  p.  94,  présente  le  principe 
de  la  manière  suivante  : 

«  Considérons  un  système  de  points  en  mouvement 
M,  M\  M'',...  (fig.  56)  ;  soient  m,  m\  m'\...  leurs  masses 
et  P^  P',  P^\...  les  forces  qui  les  sollicitent.  Ces  pointa 
sont  assujettis  à  c<6rtaines  conditions,  ordinairement 
exprimées  par  des  équations  entre  leurs  coordonnées. 

p  Considérons  en  particulier  un  de  ces  points,  par 
exemple,  le  point  M  qui  est  sollicité  par  la  force  P.  Le 
mouvement  de  ce  point  n'est  pas  le  même  que  s'il  était 
libre.  Soit  Q  la  force  qu^il  faudrait  lui  appliquer,  s'il 
était  libre,  pour  lui  donner  le  noouvement  qu'il  a  réelle- 
ment. Les  composantes  de  la  force  Q  parallèles  aux 
axes, 

d*x        d*y       d^z 

sont  des  fonctions  du  temps  connues  ou  inconnues, 
mais  déterminées.  Soient  de  même  Q\  Q"",...  les  forces 
qu'il  faudrait  appliquer  aus  points  M\  M'',...,  s'ils 
étaient  libres,  pour  leur  conserver  le  mouvement  qu'ils 
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ont  dans  le  système.  On  voit  que  si  Ton  substitue  les 
forces  Q,  Q^,  Q*',,..  aux  forces  P,  P',  P",...,  tous  les 
points  prendront  le  même  mouvement  qu'auparavant, 
sans  que  les  mêmes  conditions  analytiques  cessent  d^é- 
tre  remplies  ;  car^  puisque  leur  mouvement  est  le  même 
dans  les  deux  cas  »  les  équations  de  conditions  seront 
encore  satisfaites.  Ainsi;  au  système  des  points  assujet- 
tis aux  conditions  données  et  sollicitées  par  les  forces 
P,  F,  P",...,  on  pourra  substituer  le  système  des  points 
assujettis  aux  mêmes  conditions  et  sollicités  par  des 
forces Q,Q',  Q".,.. 

^  »  Cela  posé,  le  système  étant  sollicité  par  les  forces 
P,  F,  F,...,  on  ne  modifiera  point  son  mouvement,  si 
Ton  .applique  respectivement  aux  points  M ,  M',  M"...., 
les  forces  égales  et  directement  opposées  Q,  —  Q,  Q', — 
Q'....,  qui  se  font  équilibre  deux  à  deux.  On  vient  de 
voir  que,  sans  qu'on  ait  à  changer  les  liaisons  du  sys- 
tème, les  forces  Q,  Q',  Q",..  produisent  le  mouvement 
effectif-  Donc  les  forces  P,  F,  P"....,  —  Ç,  —  Q',  —  Q'',... 
se  font  équilibre,  puisque  le  mouvement  n'est  pas  changé 
par  leur  suppression.  On  arrive  donc  ainsi  au  principe 
qui  porte  le  nom  de  d'Alembert,  savoir  que  les  forces 
motrices  d'un  système  font  à  chaque  instant  équilibre  à 
des  forcer  égales  et  contraires  aux  forces  qui  produi- 
raient son  mouvement  effectifs  si  tous  ses  points  devenaient 
libres. 

»  On  peut  présenter  le  principe  de  d^Âlembert  sous 
une  autre  forme^  utile  dans  quelques  cas.  Décomposons 
la  force  P  appliquée  au  point  M  (fig.  57)  en  deux ,  dont 
Tune  soit  la  force  désignée  par  Q,  et  Tautre  une  force 
que  nous  appelions  R.  Nommons  de  même  Q',  R';  Q'', 
R"",...  les  composantes  analogues  des  autres  forces  F, 
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F. .  ••  On  peut  remplacer  les  forces  P,  P' ,  F,  par  les  forces 
Q,  R  ;  Q',  R'....  Mais  alors  oa  voit  que  les  forces  R,  R', 
R""...  doivent  se  faire  équilibre,  puisque  les  composantes 
Q»  Q'i  Q""»-**  donnent  le  même  mouvement  que  les  forces 
P,  F,  F....  Ces  forces  sont  dites  les  forces  perdues. 
Quant  aux  composantes  Q»  Q^  Q'\^. ,  on  pourrait  les 
appeler  forces  effectiveSy  puisqu'elles  ont  sur  le  système 
le  même  effet  que  les  forces  motrices  P,  P',  F.,..  On 
peut  donc  dire  qu'à  chaque  instant  les  forces  perdues  se 
font  équilibre» 

»  Cet  énoncé  revient  au  précédent;  car  chaque  force 
R  est  la  résultante  des  forces  P  et  —  Q.  Dire  que  les 
forces  R  se  font  équilibre^  revient  donc  à  dire  que  leurs 
composantes  P,  —  Q,  F,  —  Q',...  se  font  équilibre.  » 

Le  même  auteur,  même  tome^  p.  100,  après  avoir 
posé  des  équations  (4),  obtenues  parla  méthode  des  mul- 
tiplicateurs, où  \  \Ly  V,...  sont  des  coiificionts  indéter- 
minés, ajoute  les  réflexions  suivantes  : 

c  Les  facteurs  ^  (it.^  v, .  • .  représentent  les  forces  perdues 
et  font  connaître  les  tensions  et  pressions  qui  s'exercent 
dans  les  liens  physiques  du  système.  Pour  le  bien  com- 
prendre, décomposons ,  comme  nous  Tavons  foit  plus 
haut,  la  force  P  dans  les  deux  forces — Q  etR,  et  opérons 
la  même  décomposition  pour  les  forces  V,  V"....  On  sait 
que  si  Ton  supprime  les  forces  R,  R\  R"...,  chaque  point 
conservera  encore  son  mouvement.  On  sait ,  de  plus, 
que  sous  l'action  des  forces  Q,  Q',  Q",...  chaque  point 
aurait  encore  le  même  mouvement,  quand  bien  même  il 
deviendrait  entièrement  libre;  de  sorte  que  les  points 
assujettis  aux  liaisons  données  se  meuvent  alors  sans 
exercer  aucune  action  les  uns  sur  les  autres,  et  par  con- 
séquent les  liens  physiques  du  système  n'éprouvent  ni 
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tension  ni  pression  lorsqu'on  a  supprimé  les  compo- 
santes R,  R'.... 

»  Si  l'on  rétablit  ces  composantes,  elles  se  font  équi- 
libre à  l'aide  des  liaisons  du  système,  et  le  mouvement 
demeure  le  même.  On  voit  donc  que  ces  dernières  forces 
produisent  seules  les  tensions  et  pressions  dans  les  liens 
du  système.  Par  conséquent,  lorsqu'on  connaîtra  R, 
R\R'^..^  on  pourra  déterminer  les  actions  que  les  liaisons 
produisent  sur  les  points  du  système^  et  par  suite  les 
tensions  et  pressions  que  les  liens  éprouvent,  comme  on 
l'a  vu,  dans  un  système  de  points  assujettis  à  des  con- 
ditions quelconques  et  soumis  à  des  forces  données  qui 
se  font  équilibre. 

»  On  a  d'ailleurs  les  expressions  des  forces  perdues 
R,  R',  W...  Les  composantes  deR,  parallèles  aux  axes, 
sont 


X  —  m 


Y  — m 


dr  ' 

d'z 


m 


dt\  ' 
celles  de  R'  sont 

df 
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Or  les  équations  (4)  donnent 

X—     — — _[>—  —        —                 1 

dt*              L    dx  dx          doo         •  •   •  j  ♦ 

d*y             r   dL  rfM           dN               n 

d'z               r    dL  dM         dN 
Z  —  m 


df 


r    dL  dM        dw  1 

=  -L^-d;-  +  '*-dr+^dT+--'J' 


,d*x'  r    dL  dM         dN  1 


expressions  dans  lesquelles  llfautremplacer^ix^,  v....  par 
leurs  valeurs  déterminées  au  moyen  des  équations  (4). 

A  mes  yeux,  toutes  ces  conceptions-là  qui  découlent , 
il  est  vrai ,  du  principe  de  d'Alembert ,  sont  fausses  et 
croulent  comme  le  principe  lui-même. 

Ou  bien  la  liaison  des  points  est  supposée  absolue, 
c'est-à-dire  telle  que  rien  ne  peut  faire  varier  la  dis- 
tance existante  entre  eux,  ou  bien  la  liaison  n'est 
pas  regardée  comme  absolue,  mais  comme  permet- 
tant une  certaine  variation  dans  les  distances  res- 
pectives des  points,  et  devant  exercer  une  certaine  in- 
fluence sur  l'efTet  des  forces  appliquées.  Raisonnons  dans 
les  deux  hypothèses  : 

1"  Considérons  des  points  m',  m',  m'',  etc.,  comme  in- 
variables entre  eux  et  comme  respectivement  animés 
des  forces  P',  P',  P",  etc.,  diversement  dirigées.  Il  est 
évident  que  le  système,  à  cause  de  la  liaison  absolue  de 
ces  points,  ne  peut  avoir  qu'un  même  mouvement  com- 
mun  à  toutes  ses  parties ,  et  que  ce  mouvement  doit 
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être  égal  à  la  résultante  de  tous  ceux  que  prendraient 
respectivement  les  points  du  système ,  s'ils  étaient  li- 
bres et  soumis  seulement  aux  forces  P,  F,  F",  etc.  S'il 
était  permis  de  décomposer  chacune  de  ces  forces  en  deux 
autres  Q  et  R,  Q'  et  R',  Q"  et  R",  etc.,  telles  que  tout  le 
système  dût  avoir  une  vitesse  u  égale  en  intensité  et  di- 
rection à  la  vitesse  résultant  des  seules  composantes 
Q»  Q)  Q">  etc.,  il  est  certain  que  les  autres  composantes 
R,  R',  R",  etc.,  devraient  se  détruire,  se  faire  équilibre; 
qu'ainsi  on  pourrait  indifféremment  les  supprimer  ou 
les  laisser  appliquées  au  système.  Mais,  d'abord,  ce  n'est 
point  ainsi  que  le  principe  de  d'AIembert  entend  procé- 
der ;  car,  d'après  ce  principe,  les  forces  perdues  R,  R', 
R'',  etc.,  se  font  équilibre,  et  les  forces  effectives  Q,  (y, 
Q",  etc.,  ne  se  composent  pas  entre  elles;  elles  sont 
telles  qu'elles  n'influent  pas  les  unes  sur  les  autres,  elles 
ne  se  gênent  pas,  ne  se  nuisent  pas  réciproquement;  elles 
fonctionnent  comme  si  les  points  auxquels  elles  sont 
appliquées  étaient  libres.  —  D'ailleurs,  j^our  avoir  ici  la 
vitesse  commune  résultante ,  il  n'y  a  pas  lieu  de  diviser 
les  forces  P,  F,  P^,  etc.,  en  forces  Q,  Q',  Q",  etc.,  et 
R,  R',  R'',  etc.,  pour  ne  composer  entre  elles  que  les  pre- 
mières Q,  Q',  Q",  etc.  ;  il  faut,  pour  obtenir  cette  vitesse 
commune,  composer  entre  elles  les  forces  entières  P,  F, 
P'\  etc.,  et  non  pas  seulement  des  portions  de  ces  forces 
qui,  par  leur  composition,  ne  donneraient  pas  la  vraie  vi- 
tesse résultante.  Mais  alors,  si  le  résultat  n'est  pas  nul, 
il  n^y  a  pas  des  forces  ou  vitesses  R,  R',  R",  etc.,  qui  se 
détruisent,  se  font  équilibre  dans  le  système  ;  il  n'y  a  pas 
de  forces  effectives  Q,  Q',  0",  etc.,  mais  une  seule  force 
effective  U  résultant  de.  la  composition  de  P,  F,  F,  etc. 
Si  Ton  supposait  que  cette  résultante  U  est  réellement 


i 
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appliquée  à  chaque  point  du  système^  il  faudrait  lui 
attribuer  un  effet  total  bien  plus  considérable  que  celui 
qu'elle  doit  avoir  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ;  car^  en 
vertu  de  la  liaison  absolue  des  poiçts^  dont  chacun  serait 
sous  l'action  d'une  force  U,  la  résultante  serait  égale  à  la 
somme  des  points  multipliée  par  cette  force  ;  ce  qui  n'est 
pas  :  le  système  entier  est  seulement  soumis  à  une  force 
résultante  U  capable  de  lui  imprimer  une  vitesse  com- 
mune u. 

Après  cela,  si  Ton  veut  comparer  la  vitesse  effective  u 
qui,  par  suite  de  la  liaison,  anime  tous  les  points  du 
système  aux  vitesses  qu'ils  auraient  eues  respective- 
ment s'ils  eussent  été  libres ,  indépendants  les  uns  des 
autres,  en  recevant  l'action  des  forces  P,  F,  V\  etc., 
on  le  peut,  et  on  peut  même,  à  ce  point  de  vue^  au 
moyen  d'une  décomposition  supposée  de  P,  F,  F',  etc., 
en  deux  forces  U  et  R,  U  et  R',  U  et  R",  etc.,  dire  que 
les  forces  R^  R',  R'^  etc.,  sont  perdues,  mais  évidemment 
cette  perte  ainsi  conçue  ne  permet  point  de  conclure  que 
R,  R',  II",  etc.,  doivent  se  détruire,  s'équilibrer  effecti- 
vement. Ce  serait  commettre  une  grave  confusion ,  ce 
serait,  d'ailleurs,  se  jeter  dans  une  impossibilité  insur- 
montable, car,  nous  l'avons  vu,  l'équilibre  n'a  pas  lieu 
entre  R,  R',  R'',  etc.,  à  moins  que  P,  P',  P^,  etc.,  ne 
soient  elles-mêmes  en  équilibre. 

Je  pense  que  l'on  me  contestera  les  effets  que  j'attribue 
à  la  liaison  absolue  supposée  entre  les  points  d'un  sys- 
tème; mais  je  soutiens  que,  dans  cette  hypothèse  d'ab- 
solue liaison,  les  solutions  que  j'ai  présentées  sont  con- 
formes à  la  raison. 

2^  Quant  aux  points  non  absolument  liés  entre  eux , 
j'en  conçois  deux  cas    principaux.  Supposons   un   fil 
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fleiible,  mais  inextensible^  portant  sur  une  poulie,  et 
tiré  à  ses  extrémités  par  deux  poids  inégaux.  Le  plus 
fort  poids  entraînera  le  moindre  et  descendra  pendant 
que  celui-ci  montera,  et  ainsi  la  distance  existante  entre 
eux  variera ,  bien  que  la  longueur  du  fil  soit  supposée 
constante.  A  ce  point  de  vue,  la  liaison  existante  entre 
les  deux  poids  n'est  pas  absolue,  et  cependant  Teffet,  en 
ce  cas,  devra  être  le  même  que  si  deux  forces  P,  F 
(fig.  58)  égales  aux  poids  dont  je  viens  de  parler  tiraient 
en  sens  contraires  deux  points  m ,  m  invariablement  liés 
entre  eux^  dans  la  direction  même  de  la  ligne  de  ces  deux 
points*  En  ce  cas  donc,  les  forces  étant  inégales,  la  vi- 
tesse résultante  serait  égale  à  la  différence  des  vitesses 
qu'ils  auraient  s'ils  étaient  libres.  Encore  ici,  on  le  voit, 
ilr  n'y  a  pas  lieu  non  plus  d'appliquer  le  principe  de 
d'Alembert.  L'on  ne  serait  pas  fondé  à  dire  que  les 
forces  P  et  P'  doivent  être  décomposées  chacune  en  deux 
forces,  l'une  effective,  l'autre  perdue,  telles  que  la  force 
perdue  par  un  des  points  est  détruite  par  celle  que  perd 
l'autre  point,  et  qu'elles  se  font  ainsi  véritablement 
équilibre  ;  on  ne  le  peut,  car,  en  réalité ,  P  étant  plus 
grande  que  P',  ;;/  perd  plus  que  m  ;  m  perd  P',  tandis 
que  mf  perd  P. 

3'arrive  à  l'autre  sorte  de  liaison  non  absolue,  celle  de 
points  tendant  plus  ou  moins  à  garder  leurs  distances 
respectives,  comme  les  molécules  d'un  corps  solide,  par 
exemple,  mais  pouvant  toutefois,  jusqu'à  un  certain 
point ,  être  écartées  les  unes  des  autres  par  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées.  En  ce  cas,  évidemment,  on  ne 
peut  pas,  pour  déterminer  l'effet  des  forces,  les  compo- 
ser toutes  entre  elles,  comme  dans  le  cas  de  liaison  ab- 
solue entre  les  points  du  système.  On  ne  sait  pas ,  dans 


—  250  — 

la  même  hypothèse,  quelles  peuvent  être  les  pertes  âe 
forces,  de  vitesses,  que  les  points  peuvent  éprouver  par 
suite  de  la  liaison  imparfaite  existante  entre  eux  ;  elles 
sont  subordonnées  non-seulement  à  Tintensité  et  à  la 
direction  des  forces  appliquées,  mais  encore  au  nombre 
et  à  la  nature  des  molécules  du  système  ,  à  leur  degré 
de  cohésion,  et  aussi  à  leurs  positions  relatives,  celles 
voisines  de  la  surface  pouvant  bien  être  plus  mobiles 
que  celles  placées  vers  le  centre  ou  milieu  du  corps. 
Au  reste,  quelles  que  soient  les  pertes,  Ton  ne  saurait 
être  fondé  à  leur  appliquer  le  principe  de  d'Alembert. 
Soient  P,  F,  P",  etc.,  les  forces  qu'on  suppose  appliquées 
aux  points  du  corps  ou  système;  Q,  Q',  Q",  etc.,  les 
forces  effectives;  R,  R',  R",  etc.,  celles  qui,  composées 
avec  Q,  Q',  Q",  etc.,  donneraient  pour  résultantes  P,  P', 
P",  etc.  ;  il  ne  s'ensuit  point ,  on  n'a  point  le  droit  de 
dire  qu'il  y  a  réellement  une  décomposition  des  forces 
en  ces  deux  sortes  de  composantes,  et  que  les  compo- 
santes R,  R^  R'\  etc.,  se  détruisent  en  s'équilibrant  dans 
le  système. 

Si  l'on  reconnaissait  avec  moi  que,  dans  le  cas  de 
forces  appliquées  à  un  système  invariable,  les  forces  que 
l'on  dit  perdues  ne  se  font  pas  équilibre  ,  ne  se  détrui- 
sent que  quand  toutes  les  forces  appliquées  sont  en 
équilibre ,  comment  pourrait-on  soutenir  que  les  forces 
dites  perdues  doivent  nécessairement  se  détruire,  s'é- 
quilibrer dans  un  système  variable ,  pour  peu  qu'il  le 
soit  ?  II  est  bien  plausible  que,  clans  les  deux  cas,  l'équi- 
libre des  forces  qu'on  regarde  comme  perdues  n'a  pas 
lieu.  Certes,  l'on  ne  peut  rationnellement  asseoir  une 
théorie  sur  l'hypothèse  de  ce  chimérique  équilibre. 
D'ailleurs,  le  principe  de  d'Alembert,  qu'on  qualifie  de 


principe  général  de  la  dynamique,  est  présenté  comme 
s'appliquant  à  toutes  sortes  de  liaisons,  à  des  mobiles 
liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque. 

Pour  moi,  que  la  liaison  des  points  soit  absolue  ou 
noD,  je  ne  saurais  penser  que  les  forces  appliquées  à  ces 
points  P,  P',  P",  etc. ,  puissent  être  décomposées  respec  • 
tivement  en  deux  Q  et  R,  Q'  et  R',  Q''  et  R",  telles  que 
l'on  puisse  indifféremment  supprimer  R,  R',  R'',  etc., 
ou  les  conserver  dans  le  système,  en  y  gardant  Q,  Q', 
Q",  etc.  Ces  dernières  composantes,  dit-on,  étant  seules 
mises  à  la  place  des  forces  appliquées  P,  F,  V",  etc., 
tous  les  points  prennent  le  même  mouvement  qu'aupara- 
vant; on  dit  que,  moyennant  les  seules  actions  de  Q, 
0',  Q",  etc., chaque  point  a  le  même  mouvement  que 
s'il,  était  libre  ;  mais,  d'après  cela,  la  liaison  n'a  donc 
aucune  influence  sur  ces  dernières  composantes?  — Com- 
ment l'admettre?  Si  les  points  du  système  étaient  inva- 
riablement liés  entre  eux,  il  faut  le  reconnaître^  cette 
liaison  devrait  modifier  l'effet  des  forces  quelconques  qui 
y  seraient  appliquées.  Or,  les  liaisons  non  absolues, 
doivent  bien  aussi  avoir  quelque  influence  sur  l'effet  des 
forces  qui  agissent  sur  le  système,  quelles  que  soient  ces 
forces.  J'ai  dit,  il  est  vrai,  que  l'action  de  l'attraction 
terrestre  sur  un  corj^  est  sensiblement  la  même  sur 
toutes  les  molécules  de  ce  corps,  malgré  leur  cohésion  ; 
mais  c'est  que  l'attraction  ici  s'exerce  sensiblement  sui- 
vant des  directions  parallèles,  dans  le  même  sens,  avec 
une  égale  intensité,  sur  toutes  les  molécules  du  corps , 
qui  se  trouvent  ainsi  dans  des  conditions  analogues.  Je 
conçois  donc  que  la  liaison  non  absolue  qui  existe  entre 
elles  n'ait  pas  d'influence  sensible  en  ce  cas  ;  mais  il  ne 
peut  en  être  de  même  si  les  molécules  d'un  corps  sont 
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soumises  à  des  forces  différentes,  diversement  dirigées  ; 
quelles  que  soient ,  d'ailleurs ,  ces  forces ,  si  elles  ne  se 
font  pas  équilibre,  la  liaison  moléculaire  doit  influer 
plus  ou  moins  sur  leur  effet. 

Par  toutes  les  raisons  que  je  viens  de  présenter ,  il 
faut  rejeter  le  principe  de  d'Âlembert. 

Objectera-t-on  que,  par  Tapplicalion  de  *ce  principe , 
on  obtient  des  résultats  conformes  à  Texpérience  et  sou- 
vent aux  résultats  que  donne  l'application  d'autres  prin- 
cipes reconnus,  de  théories  admises? 

Je  répondrais  que  les  résultats  de  l'expérience  sont 
souvent  loin  de  s'accorder  avec  ceux  qui^découlent  de 
la  théorie,  et  qu^une  théorie  peut  se  rapprocher  de  la 
réalité  expérimentale  sans  qu'on  puisse  en  conclure  que 
cette  théorie  est  certainement  fondée,  rationnellement 
établie.  J^ajouterais  que  le  principe  de  d'Alembert  n'est 
pas  le  seul  qui  soit  faux  et  admis  dans  la  science;  qu'il 
peut  arriver  qu'une  théorie  fausse  en  elle-même  donne 
un  résultat  exact,  que  deux  théories  fondées  sur  des  prin- 
cipes différents  aient  des  résultats  semblables  et  inexacts. 
J'en  trouve  des  exemples  dans  la  méthode  des  infini- 
ment petits  et  dans  celle  des  limites  qui  donnent  des 
résultats  identiques.  La  méthode  des  limites,  générale- 
ment rationnelle,  comprend  certaines  spéculations  qui 
ne  le  sont  pas  et  dont  les  résultats  sont  faux ,  tandis 
que  la  méthode  des  infiniment  petits,  toujours  vicieuse , 
donne  très-souvent,  comme  celle  des  limites,  des  résul- 
tats vrais,  exacts. 

Je  ne  saurais  m'étonner  que  Poisson,  dans  son  Traité 
de  Mécanique ,  pour  déterminer  les  conditions  d'équi- 
libre de  deux  corps  pesants,  posés  sur  deux  plans  incli- 
nés et  unis  par  un  fil  passant  sur  une  poulie  située  au 
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soromet  des  deux  plans ,  arrive,  en  se  fondant  sut  le 
principe  de  d'Âlembert,  à  un  résultat  semblable  à  celui 
qu'on  obtient  par  d'autres  procédés,  notamment  par 
l'application  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  dont  je 
m'occuperai  ultérieusement ,  et  cette  conformité  là  ne 
vient  pas  justifier  le  principe  de  d'Alembert. 

«  Considérons,  dit  Poisson  (t.  2,  p.  11,  2®  édition), 
deux  corps  pesants,  attachés  aux  extrémités  d'un  fil  qu'on 
regarde  comme  inextensible,  et  posés  sur  deux  plans 
inclinés,  adossés  l'un  à  l'autre.  Soient  h  la  hauteur  com- 
mune de  ces  deux  plans,  /  la  longueur  de  Tun  d'eux , 
t  celle  de  l'autre,  m  la  masse  du  corps  posé  sur  le  pre- 
mier, m!  celle  du  corps  posé  sur  le  second,  eig  la  gra- 
vité. Si  l'on  fait  abstraction  du  frottement,  la  force  accé- 
lératrice du  premier  mobile  sera  égale  à  la  composante 
de  la  pesanteur  suivant  le  premier  plan ,  laquelle  est 

égale  à  -  ,*fet  la  force  accélératrice  du  second  mobile  sera 

V 

oh 
demèmeégaleà^.  Désignons^  au  bout  du  temps  t,  par 

V  la  vitesse  commune  à  tous  les  points  de  m,  et  par  v' 
celle  de  tous  les  points  de  m'  ;  et  convenons  (Je  regarder 
ces  vitesses  coinme  positives  ou  comme  négatives,  selon 
que  les  mobiles  descendent  ou  s'élèvent.  Pendant  l'ins- 
tant dt^  V  et  v'  augmenteront  de  dv  et  do\  mais,  pen- 
dant ce  même  instant,  les  forces  accélératrices  impri- 
meraient aux  mobiles,  s'ils  étaient  libres,  les  vitesses 

positives  ydtetj-  dt  :  en  vertu  de  la  liaison  des  deux 

corps,  les  vitesses  qu'ils  perdent  pendant  l'instant  dt 

sont  donc  —dt  —  dt?  et  -p-  dt  —  dt)'.  Or,  pour  que  les 

t  m 
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deux  quantités  de  mouvement  correspondantes  se  fassent 
équilibre,  il  faut  évidemment  qu'elles  soient  égales;  par 
conséquent  on  aura 


m 


^ih  dt  —  dv^=m'  [i^dt  —  dv']  (1). 


Déplus,  les  deux  vitesses  v  et  v'  sont  égales  et  de  signe 
contraire  ;  car,  dans  le  mouvement  dont  il  s'agit.  Tune 
des  deux  masses  descend  et  l'autre  s'élève,  en  parcou- 
rant des  espaces  égaux  sur  les  plans  inclinés.  On  a 
donc 

v'  =  —  t?,  dvf=  —  dv. 

Je  substitue  cette  valeur  de  dv  dans  Téquation  (  1  )  ;  d'où 
je  déduis  ensuite 

(  ml  —  mfl)  h    . 

et,  en  intégrant, 

(mH  —  m'l)h 

c  étant  la  constante  arbritraire.  » 

e,  dit-on^  représente  la  vitesse  initiale.  Si  cette  vitesse 
est  nulle,  et  qu'on  ait  mV  =m!l^  les  vitesses  des  deux 
mobiles,  sont  nulles,  et  l'équilibre  a  lieu.  Ainsi  la  con- 
dition d'équilibre  est  que  les  masses,  et  par  conséquent 
les  poids  des  deux  corps,  soient  dans  le  rapport  des  lon- 
gueurs des  plans  inclinés  sur  lesquels  ils  sont  posés. 

Mais,  d'après  ma  critique  précédente,  ce  n'est  pas  lé- 
gitimement que  Ton  pose  l'égalité 


m 
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entre  ce  qu'on  appelle  les  forces  perdues  ou  les  quanti- 
tés de  mouvement  se  rapportant  aux  forces  perdues  dans 
Tespèce.  Dans  le  cas  présent,  comme  dans  celui  de  deux 
forces  tirant  les  extrémités  d*un  fil  inextensible,  en  sens 
contraire,  suivant  la  direction  même  du  fil,  si  les  forces 
sont  inégales^  les  forces  ou  vitesses  que  Ton  peut  consi- 
dérer comme  perdues  sont  inégales. 
De  ce  que  la  formule  obtenue 

_  {ml'  —  m!ï)  h 

s'accorde  avec  le  résultat  trouvé  par  d'autres  procédés 
en  ce  que  notamment,  si  l'on  fait  mV  =  m!l^  on  a  v 
=  0 ,  et  qu'ainsi ,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  on  a  mV 
=  mHt  il  ne  s'ensuit  pas  que  le  principe  de  d'Alembert 
doive  être  vrai;  même  en  regardant  comme  rigoureuse- 
ment exact  ce  résultat ,  on  peut  rejeter  le  principe  en 
question,  car,  je  le  répète,  il  se  peut  qu'une  méthode 
irrationnelle  conduise  à  un  juste  résultat.  D'ailleurs,  on 
peut  supposer  que  la  formule ,  dont  il  s'agit ,  qui  donne 
la  valeur  de  v,  est  erronée,  bien  que,  en  y  faisant  mV 
=-  mflf  on  ait  un  résultat  nul  pour  la  valeur  de  v ,  et 
que,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  en  effet,  on  doive  avoir 
mV^=:nt!l\  car  cette  même  formule  peut  être  inexacte 
d'ailleurs ,  elle  peut  pécher  dans  le  dénominateur  (  m  + 
m'  )  It^  ou  dans  le  facteur  hgt. 

J'ajoute  que  la  précédente  analyse,  ainsi  que  d'autres 
procédés  au  moyen  desquels  on  est  arrivé  à  des  formules 
dont  on  a  conclu  que ,  dans  le  cas  de  Téquilibre ,  on  doit 
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avoir  mP  =  m'U  est  contestable  en  ce  que  Ton  décom- 
pose chaque  poids  en  deux  forces,  Tune  parallèle  et 
Vautre  normale  au  plan  sur  lequel  il  porte^  pour  ne  faire 
figurer  dans  le  calcul  que  la  composante  parallèle,  pro- 
cédé que  j*ai  précédemment  critiqué  et  qui  ne  peut  être 
exact  d'après  les  considérations  que  j'ai  présentées  à  ce 
sujet. 

Pour  la  solution  du  même  problème,  on  a  cru  pou- 
voir arriver  aux  mêmes  résultats  sans  employer  le  prin- 
cipe de  d*Alembert,  en  introduisant  la  tension  T. 

mg  sin  a  étant  la  force  motrice  du  corps  m,  dans  la 

direction  de  son  mouvement,  et  m  — p  étant  celle  qui 

donnerait  à  ce  point  supposé  libre  le  mouvement  qu*il  a 
réellement,  on  a  posé 

m— =:m^8ma— T,       (1) 

m'  ^  =  m\g  sin  a'  —  T,       (2) 

d'où,  en  éliminant  la  tension  T,  - 

iCx  1  .  r     .     .       d*œ 


m 


r  a  X 1  r  d  X  T 


équation  identique  à  celle  qu'on  obtient  par  l'applica- 
tion du  principe  de  d'Alembert^  en  employant  les  mêmes 
notations  ;  mais  je  conteste  aussi  cette  analyse. 

L'équation  (1)  exprime  que  la  force  capable  de  donner 
ou  corps  m  supposé  libre  le  mouvement  qu'il  a  réelle- 
ment, est  égale  à  la  force  motrice  de  ce  corps,  moins 
la  tension ,  et  l'équation  (2)  a  une  signification  sembla* 
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ble  à  regard  du  corps  m'.  Or  ces  égalités  ne  sont  pas 
fondées.  Si  on  les  admet ,  c*est  qu'on  se  fait  une  fausse 
idée  de  la  tension ,  que  Ton  considère  comme  égale  à  la 
force  perdue  par  chaque  mobile ,  tandis  que ,  d'après 
les  discussions  que  j*ai  présentées  à  cet  égard ,  la  ten- 
sion n'est  pas  égale  à  la  force  perdue ,  et  que ,  d'ail- 
leurs ,  hors  le  cas  d'équilibre ,  la  force  perdue  par  l'un 
des  mobiles  n'est  pas  égale  à  celle  perdue  par  l'autre. 

J'ai  dit  que  divers  procédés  inexats  peuvent  avoir  des 
résultats  identiques  :  on  en  voit  ici  un  exemple,  puisque, 
à  des  points  de  vue  différents  ,  mais  qui  pèchent  l'un  et 
l'autre ,  on  est  arrivé  à  une  même  formule. 

On  applique  le  principe  de  d'Âlembert  à  la  détermi- 
nation du  mouvement  d'un  système  de  corps  liés  entre 
eux  par  des  fils  ou  des  cordons ,  et  mobiles  sur  un  plan 
horizontal,  en  supposant  que  la  force  motrice  est  le 
poids  d'un  corps  qui  tire  le  dernier  cordon. 

Soient  (fig.  59)  m,  mf,  m"  les  masses  des  corps  placés 

sur  le  plan  AB,  (x.  la  masse  du  poids  moteur.   <  A  un 

instant  quelconque ,  dit-on ,  tous  les  points  du  système 

-^  dv       .  dv      „  dv 

ont  une  même  vitesse  v.  Donc  m  -j-,  m   —,  ^  t"  »   (* 

ai  dt  ai 

dv 

—  représentent  les  forces  qui  seraient  capables  de  don- 
ner à  ces  masses  ^  si  elles  était  libres ,  leur  mouvement 
effectif.  D'ailleurs  }Lg  est  la  force  motrice  du  système,  et 
cette  force  doit  faire  équilibre  aux  précédentes  prises 
en  sens  contraires.  L'équation  du  mouvement  est 
donc 

dv  dv  .  dv  „  dv 

47 
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ou  plus  simplement 

dv (1  j 

Tt  ~  M' 

en  posant 

m  -h  m'  -h  m"  =  M.  » 


On  applique  ici  cette  conséquence  du  principe  de 
d'Alembert,  que  les  forces  effectives  du  système  de- 
vraient faire  équilibre  aux  forces  motrices ,  doctrine  que 
j'ai  rejetée  et  qui  n'est  pas  soutenable ,  d'après  les  con- 
sidérations et  les  exemples  que  j'ai  présentés  pour  en 
montrer  la  fausseté.  Je  n'accepte  donc  point  la  solution 
qui  précède. 

On  est  Arrivé  au  même  résultat ,  sans  faire  usage  du 
principe  de  d^Alembert ,  en  faisant  figurer  ce  qu'on  ap- 
pelle les  tensions,  a  Soient ,  dit-on  ,  T,  T^  T  (fig.  59  ) 
les  tensions  des  trois  fils.  La  tension  T^  par  exemple, 
est  égale  à  Tune  quelconque  des  deux  forces  égales  et 
contraires  qu'il  faudrait  appliquer  aux  points  mf  et  tnf 
pour  remplacer  le  fil  qui  les  unit ,  s'il  venait  à  être  sup- 
primé. Or  on  a  évidemment 

dv 
m  -7-  =  T 
dt 

,dv       ^,       „ 
dt  ' 

m"-^  =  r  — T, 
dt 
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En  ajoutaot  toutes  ces  équations ,  on  a  encore 

dl        M* 

dv       f  dv 
Je  me  borne  à  dire  que  m^^^  m  -7- ,  etc.,  ne  représen- 

dt         dt 

tent  pas  vraiment  les  tensions,  telles  qu'elles  doivent 
être  comprises.  D'après  la  discussion  que  j'ai  présentée 
à  ce  sujet,  les  tensions  T,  T,  etc.»  ne  sont  point  égales 
aux  vitesses  effectives^  aux  forces  qui'  seraient  capables 
de  donner  aux  masses  m,  m\  etc.  »  si  elles  étaient  libres, 
leur  mouvement  effectif.  D^ailleurs ,  pourquoi  considé- 
rer deux  tensions  entre  w"  et  jt  ?  Pourquoi,  après  avoir 
dit  que  la  tension  T\  placée  entre  m"  et  (t,  est  représen- 

dv 
téeparm^'  -7-  >  admettre  et  considérer  encore  une  autre 

^  dt 

dv 
tension  jt  —  entre  T"  et  [i.  Il  n'y  a  ici  que  trois  fils, 

on  le  dit,  et  puis  on  calcule  quatre  tensions.  Cela  n'est 
pas  rationnel.  Suppose-t-on  une  tension  entre  mf*  et  le 
point  où  le  fil  s* appuie  sur  une  extrémité  du  plan ,  ou 
plutôt  sur  la  poulie  placée  à  cette  extrémité,  et  de  plus 
une  tension  entre  ce  point  de  support  et  (t?  —  Cette 
division  ne  serait  pas  justifiable. 

On  prétend  trouver  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité en  appliquant  le  principe  de  d'Alembert. 

c  Considérons ,  dit  M.  Sturm  (  ouvrage  cité ,  t.  II , 
p.  194) ,  un  système. de  points  matériels  m,  m\  m"...^ 
sollicités  respectivement  par  des  forces  P,  F«  F^..,  dont 
les  composantes  parallèles  aux  axes  sont  X ,  Y ,  Z  ; 

X',  Y',  Z' En  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  si 

Ton  applique  au  point  m  des  forces  parallèlesTaux  trois 
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axes  et  égales  respectivement  à  X  —  m  --r-p ,  Y  —  m 

d*v  d*z 

-TT-»  Z  —  m  -TT- ,  et  aux  autres  points  des  forces  ana- 

dt*  dt^  ^ 

logues^  toutes  ces  forces  doivent  se  faire  équilibre  au 
moyen  des  liaisons  du  système.... 

»  Ainsi  l'équilibre  existant  entre  les  forces  mention- 
nées, dans  le  système  dont  nous  étudions  le  mouvement, 
il  subsistera  encore  si  l'on  introduit  entre  les  différents 
points  de  nouvelles  liaisons  telles  que  Ton  voudra,  pourvu 
qu^elles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  les  conditions 
données  ;  on  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  dis- 
tances des  différents  points  du  système  deviennent  in- 
variables, si  les  liaisons  sont  telles,  que  les  points  puis- 
sent se  déplacer  sans  que  leurs  distances  changent.  Il 
en  résulte  que  les  forces  doivent  satisfaire  aux  six  équa- 
tions d'un  système  solide ,  pourvu  toutefois  qu'après  la 
solidification  il  n'y  ait  aucun  point  fixe  ni  aucun  point 
assujetti  à  demeurer  soit  sur  une  courbe,  soit  sur  une 
surface  fixe.  En  faisant  cette  restriction ,  les  trois  pre- 
mières équations  d'équilibre  donnent 

d^x 


^\^-'^'df\='' 


d'y 


OU  bien 


(.)i:™$=2x.2».|l^=2v. 
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d*z 


2»  1^=2^ 

»  Pour  que  le  système  puisse  se  déplacer  comme  un 
corps  solide,  c'est-à-dire  sans  que  les  distances  de  ses 
points  varient,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  équation  de 
condition  se  réduise  à  une  relation  entre  les  distances  de 
ses  différents  points.... 

x>  Reprenons  les  équations  (1),  qui  ont  lieu  dans  le 
mouvement  de  tout  corps  solide  libre  ou  de  tout  système 
qui  peut  se  mouvoir  comme  un  corps  solide.  Soient  0?^^ 
y^,  z^ ,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  et  M  la 
masse,  totale  du  système.  On  a  toujours 

et,  par  suite 


Si  Ton  suppose  un  point  matériel  toujours  placé  au  centre 
de  gravité  du  système,  ces  formules  feront  connaître  sa 
vitesse  à  une  époque  quelconque,  Torsqu'on  connaîtra 
celles  de  tous  les  points  du  système. 

»  En  dififérentiant  de  nouveau  les  équations  (2)  et  en 
ayant  égard  aux  équations  (1),  on  trouve 
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(3) 


De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

»  Le  centre  de  gravité  de  totjU  système  libre  se  meut  comme 
si  les  masses  de  tous  les  points  matériels  y  étaient  réunies 
et  que  les  forces  motrices  y  fussent  transportées  parallèle- 
ment  à  elles-mêmes. 

»  Si  Ton  connatt  le  mouvement  de  chaque  point  du 
système,  celui  du  centre  de  gravité  sera  également  connu 
à  un  instant  quelconque^  au  moyen  des  formules 

« 

sans  qu'on  ait  besoin  de  recourir  au  théorème  précé- 
dent; mais  celui-ci  est  principalement  utile  pour  déter- 
miner le  mouvement  du  centre  de  gravité,  lorsqu'on  ne 
connaît  pas  ceux  de  tous  les  points  du  corps.  Toutefois 
il  faut  connaître  l'état  initial  du  système  afin  d'avoir  la 
position  et  la  vitesse  initiale  du  centra  de  gravité.» 

Je  n'accepte  point  cette  démonstration  fondée  sur  le 
principe  de  d'Alembert  qui  est  faux.  D'ailleurs,  le  théo- 
rème relatif  à  la  détermination  du  mouvement  du  cen- 
tre de  gravité  ne  peut  être  exact;  il  est  chimérique 
comme  le  centre  de  gravité  lui-même  ;  il  repose,  comme 
ce  centre,  comme  le  principe  de  d'Alembert,  sur  des 
données  fausses  touchant  l'effet  de  la  liaison  supposée 
obsolue  de  points  soumis  à  des  forces. 
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Ainsi  t  dans  le  cas  où  ces  points  liés  invariablement 
entre  eux  ne  seraient  soumis  qu'à  des  forces  égales  paral- 
lèles et  de  même  sens,  on  croit  bien  que  cette  liaison  doit 
déterminer  une  résultante  des  forces,  telle  que,  appliquée 
parallèlement  à  celles-ci,  à  un  certain  point  dit  centre  de 
gravité,  le  système  entier,  s'il  était  soumis  à  cette  seule 
résultante  agissant  à  ce  point  central,  aurait  exactement 
le  même  mouvement  qu'il  a  par  toutes  les  actions  des 
forces  agissant  aux  points  du  système  où  elles  sont  appli- 
quées. Mais,  du  reste,  en  ce  cas,  on  n'attribue  à  la  liaison 
des  points  aucun  effet,  aucune  influence  réelle  sur  le  mou- 
vement que  le  système  peut  prendre  par  les  actions  des 
forces  :  que  les  points  considérés  soient  absolument  indé- 
pendants, ou  qu'ils  soient  liés  absolument  entre  eux,  on 
pense  que  les  forces  égales  et  parallèles  appliquées  à  ces 
points  leur  donneront  le  même  mouvement  dans  l'un  et 
l'autre  cas.  Or  ma  raison  proteste  contre  cette  doctrine; 
elle  me  dit  que  si  les  points  d'un  corps  étaient  invariable- 
ment liés  entre  eux,  ne  pouvaient  aucunement  varier  dans 
leurs  distances  respectives,  les  forces  appliquées  à  ces 
points  produiraient ,  pour  le  systhne  entier  ,  un  mouve- 
ment égal  à  celui  qui  résulterait,  pour  un  point  isolé  et 
libre,  de  la  composition  de  toutes  les  forces  à  ce  point 
parallèlement  à  leurs  directions. 

Je  soutien  s  que  si  des  forces,  parallèles  ou  non,  égales 
ou  non,  de  sens  quelconque,  sont  appliquées  aux  points 
matériels  d'un  système  supposé  absolument  invariable, 
le  système  entier  devra  avoir  une  vitesse  égale  à  celle 
qu'imprimerait  à  un  point  libre  quelconque  la  résul- 
tante de  toutes  ces  forces  composées  à  ce  point.  Par 
conséquent ,  si  les  forces  appliquées  sont  parallèles  et 
de  même  sens,  il  n'y  a  pas  de  forces  perdues,  il  y  a 
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accroissement  plus  ou  moins  grand  de  mouvement  pour 
tous  les  points  du  système,  par  l'effet  de  la  liaison  exis- 
tante entre  eux. 

Quelle  que  soit  d'ailleurs  la  vitesse  réelle,  effective, 
que  prenne  chacun  des  points  d'un  système  par  l'actioD 
simultanée  de  forces  qui  leur  sont  respectivement  appli- 
quées, je  n'admets  pas  qu'ils  pussent  avoir  encore  la 
même  vitesse  si ,  à  la  place  de  ces  forces,  il  y  avait  des 
forces  capables  d'imprimer  à  ces  points^  s'ils  étaient  li- 
bres, la  vitesse  qu'ils  ont  effectivement  dans  leur  état  de 
liaison.  Le  supposer,  ce  serait  n'attribuer  ici  aucun  eiTet 
à  la  liaison  des  points;  ce  que  m^  raison  rejette. 

Or  c'est  contrairement  à  ces  vérités  que  se  sont  édi- 
fiés le  principe  de  d'Alembert  et  la  théorie  du  centre  de 
gravité. 

Je  maintiens  que,  théoriquement,  l'hypothèse  d'un  sys- 
tème absolument  invariable  aux  points  duquel  seraient 
appliquées  des  forces  exclut  la  possibilité  du  centre  de 
gravité,  et  conséquemment  le  théorème  qui  a  pour  objet 
de  déterminer  le  mouvement  de  ce  centre.  Dans  la  même 
hypothèse,  on  devra  obtenir  le  mouvement  du  système 
entier  en  transportant  les  forces  motrices  parallèlement 
à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque  et  en  les  com- 
posant entre  elles  :  la  résultante  sera  la  force  effective. 
D'après  le  théorème  que  je  critique,  il  n'en  serait  pas 
ainsi  :  pour  avoir  la  force  effective,  il  faudrait  diviser 
cette  résultante  des  forces  motrices  entre  tous  les  points 
matériels  du  système. 

En  réalité,  il  n'y  a  pas  de  système  absolument  inva- 
riable, pas  de  points  matériels  invariablement  liés  entre 
eux  ;  mais  en  dehors  de  Thypothèse  de  cette  invaria- 
bilité absolue,  on  tombe  dans  le  vague,  on  n'a  aucune 


'W      f" 
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base  certaine  pour  déterminer  les  effets  des  liaisons  in- 
complètes pouvant  exister  entre  les  parties  d'un  système. 
A  ce  point  de  vue,  le  principe  de  d*Alembert  et  la  théo- 
rie du  centre  de  gravité  s'évanouissent  encore. 

Toutes  ces  assertions  sont  suffisamment  éclairées  par 
les  discussions  qui  s'y  rapportent  et  que  j'ai  déjà  pro- 
duites dans  ce  livre. 

Il  est  certain  que,  par  l'eBetde  la  liaison  de  corps,  de 
points  soumis  à  des  forces,  les  uns  peuvent  perdre,  les 
autres  peuvent  gagner,  au  contraire,  une  plus  ou  moins 
grande  quantité  de  mouvement.  Tel  est,  par  exemple,  le 
cas  où  un  corps  en  mouvement  vient  en  choquer  un  au- 
tre en  repos  ou  marchant  dans  le  même  sens.  Le  corps 
choqué  en  ce  cas  sera  mis  en  mouvement,  ou  son  mou- 
vement sera  augmenté,  tandis  que  celui  du  corps  cho- 
quant sera  diminué  par  la  résistance  du  corps  choqué. 
J'ai  déjà  dit  que  Ton  a  voulu  appliquer  le  principe  de 
d'Alembert  à  la  détermination  de  la  vitesse  commune 
qui  anime  les  deux  corps  après  le  choc.  On  a  dit  que, 
d'après  ce  principe,  l'équilibre  devait  exister  entre  les 
deux  masses  animées  des  vitesses  respectivement  perdue 
et  gagnée.  Les  masses  étant  représentées  par  m  etm'^  les 
vitesses  avant  le  choc  par  v  eiv\  et  u  exprimant  leur  vi- 
tesse après  le  choc,  on  a  posé  l'équation 

m  {v  —  u)  =r  m/  (u  —  v') 
d'où 


mv  -h  m'v' 


u 


m  -h  fn'  * 


D'Alembert  lui-même ,  par  l'application  de  son  prin- 
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cipe,  est  arrivé  à  cette  solation  dans  son  Traité  de  Dy- 
namique (1). 

Dans  cet  ordre  d'idées ,  si  les  corps  allaient  en  sens 
contraire  ^  on  trouverait,  pour  la  vitesse  après  le  choc , 


u  =  mv  —  m V 


m-^  m' 


Mais,  le  principe  de  d'Alembert  étant  faux,  l'applica- 
tion qu'on  en  fait  ici  ne  prouve  rien  en  faveur  de  ces  ré- 
sultats que  j'ai  déjà  critiqués  à  d'autres  points  de  vue. 
On  admet  ce  qu'on  appelle  la  conservation  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité,  et  on  la  déduit  des  équa- 
tions (3)  ci-dessus  exprimant  le  mouvement  $iu  centre 
de  gravité.  On  commence  par  assurer  que  si,  parmi  les 
forces  appliquées  au  système,  il  y  en  a  qui  proviennent 
d'actions  mutuelles  entre  des  points,  celles-ci  seront  tou- 
jours égales  deux  à  deux,  à  cause  de  l'égalité  constante 
de  Taction  et  de  la  réaction  ;  que,  d'ailleurs,  d'après  ce 
principe  même,  étant  directement  opposées  l'une  à  l'au- 
tre, elles  ne  pourront  donner  aucun  terme  dans  les  se- 
conds membres  des  mêmes  équations  (3),  et  conséquem- 
ment  n'ont  jamais  aucune  influence  sur  le  mouvement 
du  centre  de  gravité.  Or,  dit-on,  quand  toutes  les  forces 
motrices  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en 

(I)  Un  corps,  dit-il  (seconde  partie,  chapitre  111,  problème  IX),  dont  la 
masse  est  m  et  la  vitesse  u  se  mouvant  sur  nne  même  ligne  avec  on  aatre 
corps  dont  la  masse  est  M  et  la  vitesse  U,  trouver  la  vitesse  de  ces  corps 
après  le  choc. 

Soit  V  la  vitesse  dn  premier  corps  après  le  choc,  V  celle  dn  second  :  on 
fera  (art.  23)u=t?-t-w  —  t?etU=V-t-U—  V.  H  faut,  par  notre  prin- 
cipe, que  V  =  t?  et  que  w  (»  —  r)  -h  M  (U  —  »)  =  o.  Donc  c  ou  V  =i 
mu  -f-  MU 

M  +vi    ' 
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un  point  quelconque  s'y  font  équilibre^  on  a 

alors  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
se  simplifient  et  deviennent 


d'à?,  d'y,  d*2, 


d'où  l'on  tire 


dt  '    dt  dt 

c,  (/,  c"  étant  des  constantes.  D'où  Ton  conclut  que  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  est  toujours  rectiligne 
et  uniforme ,  et  c^est  en  cela  que  consiste  la  loi  ou  le 
principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité. 

Mais ,  même  en  supposant  vraie  la  théorie  relative 
au  mouvement  du  centre  de  gravité  ,  je  contesterais  la 
loi  de  la  conservation  de  ce  mouvement  ;  car  je  n'ac- 
cepte pas  le  principe  d*égalité  de  l'action  et  de  la  réac- 
tion sur  lequel  on  la  fonde. 


CHAPITRE  IX 


DU    PRINCIPE    DES   VITESSES    VIRTUELLES. 
DE    LA    THÉORIE    DU    POTENTIEL. 

« 

Soient  A^  A',  A""...  (fig.  60),  des  points  matériels  sou- 
mis à  de  certaines  conditions,  comme  de  se  trouver  à 
des  distances  invariables  les  uns  des  autres.  On  sup- 
pose que  tout  le  système  soit  transporté  de  la  position 
qu'il  occupe  dans  une  position  infiniment  voisine  qui 
satisfasse  à  toutes  les  conditions  données,  et  Ton  appelle 
vitesse  virtuelle  ou  déplacement  virtuel  de  l'un  quel- 
conque de  ces  points  la  droite  infiniment  petite  Aa  qui 
joint  sa  première  position  à  la  seconde.  On  entend^  par 
le  mot  virtuely  que  le  mouvement  attribué  au  système 
est  seulement  possible,  qu'il  n'a  pas  lieu  réellement  et 
qu'il  n'y  a  même  pas  lieu  de  considérer  les  forces  qui 
seraient  capables  d'opérer  ce  mouvement. 

En  supposant  qu'on  applique  aux  points  matériels  A, 
A',  A"...,  des  forces  P,  P',  P"...,  et  en  désignant  par  p , 
p\  p"...,  les  projections  des  déplacements  virtuels  Aa, 
Ao'...,  sur  les  directions  de  ces  forces,  on  appelle  mo- 
ment  virtuel  de  la  force  P,  par  exemple,  le  produit  de  la 
valeur  absolue  de  cette  force  par  la  projection  p  du  dépla- 
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cernent  virtuel  Ka  de  son  point  d' application  ^  et  il  en  est 
ainsi  des  autres  forces  F,  P"...  sous  ce  rapport.  Qn  con- 
vient de  regarder  chaque  projection  comme  positive  ou 
négative,  selon  qu'elle  est  dirigée  à  partir  du  point  d'ap- 
plication dans  le  même  sens  que  la  force  ou  en  sens 
contraire;  mais,  d'après  la  définition  du  moment,  le 
moment  virtuel  a  toujours  le  même  signe  que  la  projec- 
tion qui  le  concerne;  il  est  évidemment  nul  si  la  vitesse 
virtuelle  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force. 

On  a  donné  une  autre  forme  au  moment  virtuel.  On 
a  d'abord 

P/)  =  P  X  Aa  X  cos  PAa  =  P  cos  PAa  X  Aa, 

et  en  désignant  par  T  la  composante  de  la  force  P  sui- 
vant  le  déplacement  Aa ,  on  a  T  =  P  cos  PAa,  d'où 

Ppz=TxAa. 

Ainsi ,  dit-on  ,  le  moment  virtuel  est  égal  au  produit  du 
déplacement  virtuel  multiplié  par  la  composante  de  la  force 
suivant  la  direction  du  déplacement» 

On  énonce  ainsi  le  principe  des  vitesses  virtuelles  : 
Si  des  forces  en  nombre  quelconque  se  font  équilibre  sur 
un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des  conditions 
données  t  la  somme  des  moments  virtuels  est  nul  pour  tout 
déplacemeiU  viiluel  compatible  avec  les  conditions  don- 
nées f  et  réciproquement  9  il  y  a  équilibre  si  la  somme  des 
moments  virtuels  est  nulle  pour  tous  les  mouvements  possi- 
bles du  système. 

L'on  a  tenté  de  démontrer  ce  principe.  Ainsi ,  en  ce 
qui  concerne  l'équilibre  d'un  point  matériel ,  on  a  rai- 
sonné de  la  manière  suivante  : 


—  270  — 

«  Soit  R  (fig.  61)  la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque de  forces  P,  F,  F...  appliquées  à  un  même 
point  À;  soit  Âa  une  droite  quelconque  finie  ou  infini- 
ment petite  menée  par  le  point  A ,  et  appelons  r,  p, 
p',  />"...,  les  projections  de  Aa  sur  R,  P,  F,  F...  ;  je  dis 
que  le  moment  virtuel  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme 
des  moments  virtuels  des  composantes. 

»  En  effet,  si  X,  a,  od^  a''....  désignent  les  angles  que 
les  forces  R,  P,  P',  P"...  font  avec  Aa,  on  a 


R  cos  >  =  P  cos  a  -h  P'  cos  a'  H-  F  cos  a 
Soit  Aa  =  <j ,  on  aura 

R  (T  cos  X  =  P  (T  cos  a  -h  P'  <j  cos  a'  -f-  F  <T  cos  a". . .  ; 
mais 

(TCOsX  =  r,     (TCOsamp,     aCOsa!  =  p'; 
donc  on  aura 


Rr=zPp-hFp'  +  Fy' 


•  •  • 


9  II  résulte  de  là  que  .si  les  forces  P,  F,  F'....  se  font 
équilibre  et  si  le  point  A  est  libre  dans  Tespace,  on 
aura  pour  tout  déplacement  du  point  A,  puisque  R=o, 

Pp-hFp'-HFp''-f-...  =  o, 

ce  qui  démontre  le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans 
le  cas  particulier  d'un  seul  point  matériel  entièrement 
libre  dans  l'espace,  p 

L'on  assure  que  dans  le  cas  où  le  point  A  (fig.  62) 
est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  donnée  S ,  le 
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principe  se  vérifie  aussi  facilement.  On  allègue  que  tout 
déplacement  infiniment  petit  Âa  de  ce  point  s'effectue 
alors  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  ;  d'où  l'on  con- 
clut que ,  pour  l'équilibre  du  point  A ,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  résultante  R  soit  normale  à  la  surface ,  et  qu*on 
ait  par  conséquent  r  ou  Rr  =  o ,  ou  bien 


Cette  spéculation-là  pèche  comme  le  principe  même^ 
en  ce  que,  d'abord,  il  ne  peut  y  avoir  un  déplacement 
infiniment  petit.  Elle  ne  saurait  d'ailleurs  s'appliquer 
au  cas  où  la  surface  considérée  serait  courbe ,  car  une 
surface  courbe  n'étant  point  composée  de  surfaces  pla- 
nes même  infiniment  petites ,  le  point  À  qui ,  dans  l'hy- 
pothèse ,  devrait  y  demeurer,  ne  saurait  être  justement 
considéré  comme  s'y  déplaçant  d'une  distance  rectiligne 
infiniment  petite^  comme  on  le  suppose. 

L'on  n'est  point  plus  heureux  quand  on  veut  démon- 
trer que  si  Von  applique  auœ  extrémités  cTune  droite 
rigide  et  inflexible  AB  deux  forces  égales  et  contraires 
dirigées  suivant  cette  droite ,  leurs  moments  virtuels  seront 
égaux  et  de  signes  contraires. 

a  Supposons,  dit  M.  Sturm,  t.  II,  p.  65^  que  le 
mouvement  virtuel  amène  AB  en  ab  (fig.  63)  :  menons 
la  droite  AF  parallèle  et  égale  à  ab.  La  figure  AF6a 
étant  un  parallélogramme ,  les  projections  AG  et  HD  de 
Aa  et  de  F6  sont  égales  et  dirigées  dans  le  même  sens, 
en  allant  de  A  vers  G^  puis  de  H  vers  D.  Or  il  suffit 
évidemment  de  faire  voir  que  le  rapport  des  projections 
AC  =  7 ,  BD  =  gj,  tend  vers  l'unité,  lorsque  les  points 
a  et  fr  se  rapprochent  de  A  et  de  B ,  en  se  mouvant  sur 
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des  courbes  quelconques  AZ  et  BM,  et  qu'en  outre  ces 
deux  projections ,  en  devenant  infiniment  petites ,  sont 
dirigées  dans  le  même  sens^  Tune  de  A  vers  C,  l'aulre 
de  B  vers  t). 

»  Maintenant  on  a 

AB_HB  BF  _HB   BF 
ÏÎD  ~BF*HD  ""BF*  Ac"' 

mais  dans  le  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre, 
avec  AB  comme  rayon,  et  qui  passe  par  le  point  F, 
on  a 


BF*=BH.  2  AB; 


par  conséquent 


BH_  BF 
BF  ~  2A  B 


Donc 


,.      BH 

hm  --  =  0. 


BF 
D'un  autre  côté  lim  — r;-n'estpasinfinie,àmoinsqueAa 

ne  soit  perpendiculaire  à  AB.  En  effet ,  BF  et  AG  sont 
deux  grandeurs  indépendantes  l'une  de  l'autre^  puisque 
pour  transporter  AB  en  aô,  on  peut  d'abord  faire  tour- 
ner cette  droite  autour  du  point  A,  puis  la  transporter 
parallèlement  à  elle-même  en  ab.  On  conçoit  alors  que 
le  rapport  des  droites  BF  et  AG  doit  tendre  en  général 
vers  une  limite  finie  qui  dépend  de  la  nature  des  courbes 
ALetBM. 
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HR 

»  Le  rapport  — —  a  donc  pour  limite  o.  Il  s'ensuit  que 

nu 

le  rapport 

HD  ~  AC    ~  q 

tend  vers  l'unité  et  que  BD  est  dirigé  dans  le  sens  HD 
ou  AG.  Ainsi  les  projections  infiniment  petites  9,  et  q 
sont  égales  et  dirigées  dans  le  même  sens.  D'ailleurs 
les  forces  Q  et  Q,  sont  égales  et  contraires.  Donc 
leurs  moments  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et 
l'on  a 

Je  remarque  dans  cette  analyse  bien  des  irrégularités. 
1®  La  droite  AB  supposée  rigide  et  inflexible  ne  peut 
tourner  sur  elle-même  ou  sur 'le  point  A;  2''  on  suppose 
un  rapport  de  quantité  entre  la  droite  BH  et  la  courbe 
BF  et  entre  la  courbe  BF  et  la  droite  AC ,  rapports  im- 

HB 

possibles  ;  3®  de  ce  que  le  rapport  =-  aurait  pour  li- 

,  .    .  1  BD      BD       ç, 

mite  0 ,  qu  amsi  le  rapport  îîf:  =  ttt  =  -^  tendrait  vers 

HD      AL        q 

l'unité ,  il  n^  s'ensuivrait  pas  que  les  projections  infini- 
ment petites  q^  et  q  sont  égales.  Tant  que  ces  projec- 
tions ne  seront  pas  nulles ,  elles  seront  inégales  dans 
l'exemple ^  et  quand  elles  seront  nulles,  elles  ne  seront 
pas  infiniment  petites;  ce  qui  n'est  pas  n'a  pas  de 
quantité. 

Pour  démontrer  le  principe  des    vitesses  virtuelles 

18 
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dans  sa  généralité,  on  a  distingué  les  systèmes  à  liaisons 
complètes  et  ceux  à  liaisons  incomplètes. 

a  Soient,  dit  M.  Sturm,  A  [en,  y,  z).  A'  [  x\  y',  z'  ), 
A"'  (  oc"^  y*,  2"  ),....  un  nombre  quelconque  n  de  points 
assujettis  à  des  conditions  données.  Ces  conditions  se- 
ront ordinairement  exprimées  par  un  certain  nombre 
d'équations  entre  les  coordonnées  de  ces  points.  Le  nom- 
bre des  équations  doit  d'ailleurs  être  moindre  que  3n, 
sans  quoi  chaque  point  aurait  une  position  fixe  et  res- 
terait en  repos  quelles  que  fussent  les  forces  appliquées 
au  système  ;  mais  il  peut  être  égal  à  3n  —  1.  Dans  ce 
cas,  où  le  système  est  dit  à  liaisons  complHeSf  tous  les 
points  sont  assujettis  à  demeurer  sur  des  courbes  données 
AL^  A^V  ...y  et  Je  déplacement  de  l'un  des  points  eu- 
traîne  celui  de  tous  les  autres.  EnefiTet^  en  éliminant 
a/,  y\  z\  (Dj  \(\  z"^  etc.,  on  tirera  des  équations  données 
les  valeurs  de  y  et  de  z  en  fdhction  de  œ,  savoir: 

y=:fjf{x),Z=:if  (ûp), 

et  ces  équations  représenteront  une  courbe  AL,  sur  la- 
quelle le  point  A[a}jy^z)  sera  obligé  de  demeurer.  On 
verra  de  la  même  manière  que  les  autres  points  ne  peu- 
vent se  mouvoir  que  sur  des  courbes  déterminées.  En 
outre^  toutes  les  variables  moins  une^  x.  pouvant  s'ex- 
primer en  fonction  de  celle-ci,  quand  on  connaîtra  la 
position  de  Tun  des  pointa,  A^  par  exemple,  celles  de 
tous  les  autres  seront  déterminées  :  les  déplacements 
infiniment  petits  qu'on  peut  faire  subir  aux  points  du 
système  ont  donc  avec  l'un  d'eux  des  relations  qui  résul- 
tent des  3n —  1  équations  données....  » 

Le  système  à  liaisons  incomplètes  est  celui  dans  le- 
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quel  les  coordonnées  des  points  sont  liées  entre  elles  par 
un  nombre  t  d'équations,  i  étant  <[  3  n  —  1 . 

Je  ne  crois  pas  devoir  reproduire  ici  la  suite  de  ces 
spéculations.  Je  me  borne  à  dire  qu'elles  ne  sont  pas 
rationnelles,  en  ce  que  l'on  y  suppose  des  déplacements 
infiniment  petits,  des  courbes  formées  de  droites  infini- 
ment petites,  des  rapports  de  quantité  entre  des  courbes 
et  des  droites. 

Dans  les  applications  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles on  commet  aussi  des  irrationalités. 

On  a  dit  : 

a  Soient  M  une  molécule  attirante  de  masse  m,  0  le 
point  attiré,  et  désignons  par  a,  b,  c  les  coordonnées  de 
m,  par  a?,  y,  z  celles  de  0,  par  r  la  distance  MO;  l'at- 
traction de  M  sur  0  sera  mf  (r),  f{r)  étant  une  certaine 
fonction  dont  la  forme  dépendra  de  la  loi  de  Tattraction. 
La  droite  OM  faisant  avec  les  axes  coordonnés  des  an- 
gles dont  les  cosinus  sont 

a — œ  dr      a  —  y  dr     a  —  z  dr 


r  dx*       r  dy         r  dz* 

les  composantes  suivant  les  axes  coordonnés  de  la  force 
qui  agit  sur  0  seront 


et  si  l'on  pose 


Y{r)=—Jf{r)dr, 


ces  trois  imposantes  deviendront 
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d.  m  F  (r)     cf.  m  F  (r)      d.  m  F  (r) 
dx       *         dy       ^         dz     * 

»  Les  autres  molécules  m'^  m" de  la  masse  atti- 
rante donneront  des  expressions  semblables.  En  les  ajou- 
tant, on  trouve,  pour  les  composantes  de  l'attraction 
totale  exercée  en  0, 


d.^m¥(r)  d.^m¥  {r) 


X=   ; ,Y== 


dx  dy 

dz 

la  sommeil  devant  s'étendre  à  toutes  les  molécules 
m,  m',  m" Posons  maintenant, 

U=2^F(r), 
ces  composantes  prendront  la  forpfie  très-simple 

da;  '  dy  ^  dz  ' 

U  est  le  potentiel  de  Tattractfon  exercée  par  la  masse  que 
l'on  considère.  Il  n'est  fonction  que  des  coordonnées  x, 
î/,  z  du  point  attiré,  et  ses  dérivées  partielles  représen- 
tent, comme  nous  venons  de  le  voir,  les  composantes  de 
l'action  totale  exercée  en  ce  point. 

D  Concevons  que  le  point  0,  indépendamment  des 
forces  qui  agissent  sur  lui,  vienne  à  se  déplacer  suivant 
une  direction  quelconque,  ou  prenne  un  mouvement  vir- 
tuel :  — fnf(r)  dr,  —  'wY(/)  dr\...  seront  les  moments 
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virtuels  des  attractions  exercées  par  les  points  m,  m'..., 
et  —  2  m/*  (r)  dr,  ou  la  somme  de  tous  ces  moments, 
sera  le  moment  virtuel  de  la  résultante.  Le  potentiel 
n'est  donc  autre  chose  que  l'intégrale  de  la  différentielle 
qui  exprime  le  moment  virtuel  de  Tattraction  exercée 
sur  le  point  0  .  Soit  ds  un  élément  de  la  courbe  décrite 
dans  le  mouvement  virtuel  du  point  0»  et  faisant  avec  les 

axes  coordonnés  des  angles  dont  les  cosinus  sont  -ti  — r  t 

ds   ds 

dz 
r^  la  composante  suivant  la  direction  ds  de  l'attraction 

totale  exercée  sur  le  point  0  sera 


dU  dx        dU  dy      dU  dz 

dV 

1     '        -4              — '      ■ 

dx  ds     '    dy  ds    '   dz  ds 

ds 

»  Une  surface  qui  contiendra  tous  les  points  où  le  po- 
tentiel. U  a  une  valeur  constante  séjparera  d'abord  les 
parties  de  l'espace  oùU  est  inférieur  à  cette  valeur  cons- 
tante, de  celles  où  il  lui  est  supérieur.  Pour  une  ligne  quel- 
conque située  sur  cette  surface  --7-»,ou  la  composante 

de  l'attraction  suivant  la  tangente  à  cette  ligne,  est  nulle. 
Il  suit  de  là  que  la  résultante  en  chaque  point  de  la  sur- 
face considérée  est  normale  à  cette  surface  et  qu^elle 
agit  du  côté  de  l'espace  contigu  aux  valeurs  plus  grandes 
de  U.  Nous  donnerons  à  cette  surface  le  nom  de  surface 
de  niveau.  Quand  la  ligne  s  ne  sera  pas  tout  entière  sur 
une  même  surface  de  niveau,  on  pourra  par  chacun  de 
ses  points  mener  une  surface  de  niveau  ;  et  si  ^  coupe 
toutes  ces  surfaces  à  angles  droit,  une  tangente  menée  à 
cette  ligne  indiquera  en  chacun  de  ses  points  la  direc- 
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tion  de  la  résultante,  dont — --  exprimera  Tintensité. 

ds 

»  Soient  R  la  résultante  et  0  Tangle  que  sa  direction 
fait  avec  l'élément  ds  d*une  ligne  quelconque,  la  projec- 
tion de  R  sur  la  tangente  à  cette  ligne  sera 

Rcose  =  -— • 
as 

L'intégrale 

R  cos  e  (fa  =  /  -T-rf«. 

étendue  à  un  segment  arbitraire  de  la  ligne  s^  est  évidem- 
ment égale  à  U^ — Uo,Uo  et  U^  étant  les  valeurs  du 
potentiel  aux  extrémités  de  la  ligne.  Il  en  résulte  :  1®  que 
la  valeur  de  l'intégrale  est  indépendante  do  la  nature  de 
la  courbe  qui  unit  les  deux  points  extrêmes,  et  2°  que  si 
s  est  une  ligne  fermée,  Tintégrale  étendue  à  la  ligne  en- 
tière sera  nulle.  » 

Cette  théorie,  se  liant  étroitement  à  celle  des  vites- 
ses virtuelles  que  j'ai  critiquée,  ne  peut  être  rigoureuse, 
exacte. 

On  y  considère  des  infiniment  petits  ;  on  y  regarde 
une  courbe  comme  formée  d'éléments  infiniment  petits^ 
qu'on  met  en  rapport  de  quantité  avec  des  droites^  des 
éléments  rectilignes. 


CHAPITRE  X 


DES   MOMENTS    D  INERTIE    ET   DES   AXES   PRINCIPAUX. 

a 

L*on  porte  à  neuf  les  intégrales  définies  que  renfer- 
ment les  équations  du  mouvement ,  ce  sont 

fœdm^  fydm^  fzdm^ 

4 

fœydm^  fzxdm^  fyzdm, 
Jz^dm^  fy*dm^  fx*dm  ; 

dm  étant  Télément  différentiel  de  la  masse ,  qui  répond 
aux  trois  coordonnées  rectangulaires  x^  y,  z^  et  les  in- 
tégrales s'étendant  à  la  masse  entière  du  mobile. 
.  c  Or,  dit-on,  les  trois  premières  dépendent  de  la 
position  du  centre  de  gravité  ;  et  si  l'on  appelle  x,,  y,, 
2,^  ses  trois  coordonnées^  et  M  la  masse  entière  du  mo- 
bile, on  aura 

fxdtn  =  Mx^ ,  fydm  =  My^ ,  fzdm  :^  Ma^  ; 

en  sorte  que  chacune  de  ces  intégrales  sera  nulle,  lors- 
qu'on prendra  ce  point  pour  l'origine  des  coordonnées. 
n  Quelle  que  soit  cette  origine^  on  peut  toujours  dé- 
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terminer  la  direction  des  trois  axes  de  manière  qu'on 
ait 

f(Dydm  ==  0,  fzxdm=  o,  fyzdm  =  o. 

»  Les  trois  axes  rectangulaires  des  x ,  y ,  z,  qui  font 
ainsi  disparaître  ces  trois  intégrales ,  s'appellent  des 
aooes  principaux. 

»  Quant  aux  trois  dernières  des  neuf  intégrales,  on  les 
exprimera  au  moyen  de  trois  autres  que  nous  représen- 
terons par  A9  By  C,  et  qui  seront 

A,  =/  (y*  +0  dm,  B=  /(«•  +a?*)dfii, 
C=/  (^•  +  y')dm; 


d'où  1  on  tire 

2/2*dm=  A  +  B  — C, 
2/y*dm=C  +  A  — B, 
2jra?*dm  =  B  +  C— A. 

»  On  appelle,  en  général,  moment  d'inertie  d'un  corps 
par  rapport  à  une  droiXe  quelconque,  la  somme  des 
éléments  de  sa  masse ,  multipliés  par  les  carrés  de  leurs 
distances  à  cette  droite.  Ainsi  A,  B,  C ,  seront  les  mo- 
ments  d'inertie  du  mobile  par  rapport  aux  axes  des  x, 
y,  2  ;  car,  par  exemple,  y'  -h  z*  est  le  carré  de  la  dis- 
tance de  dm  à  l'axe  des  x.  Lorsque  ces  droites  seront  des 
axes  principaux,  nous  appellerons  A,  B,  G,  des  moments 
d'inertie  principaux. h  - 

L'exemple  le  plus  simple  de  la  détermination  des 
moments  d*inertieest  le  calcul  du  moment  d'inertie  d'un 
parallélipipède  rectangle  et  homogène,  par  rapport  à 
l'une  de  ses  arêtes. 


—  281  — 

Pour  cela,  on  prend  trois  de  ses  arêtes  adjacentes 
a,  b,  c,  pour  axes  des  Xy  y»  js,  et  Ton  divise  par  la  pen- 
sée chacune  de  ces  trois  droites  en  une  infinité  de  parties 
infiniment  petites.  On  mène  par  tous  les  points  de  division 
des  plans  parallèles  aux  faces  du  parallélipipède,  on  a 
ainsi  trois  séries  de  plans  qui  le  partagent  en  éléments 
infiniment  petits  dans  leurs  dimensions.  Le  volume  de 
Télément  répondant  aux  trois  coordonnées  x^  y,  z,  étant 
dxdydz^  on  a,  pour  sa  masse 

dm=  fdœ  dy  dz  ; 

p  étant  la  densité  du  parallélipipède,  que  Ton  suppose 
constante.  Par  conséquent^  le  moment  d'inertie  C,  par 
rapport  à  l'arête  qu'on  a  prise  pour  axe  des  2,  et  dont 
la  longueur  est  c,  est 

C  =  p///  (^*  H-  y*)  dx  dy  dz. 

On  étend  cette  intégrale  triple  à  tous  les  élérpents  du 
parallélipipède  donné,  en  intégrant^  dans  un  ordre  quel- 
conque, depuis  a?  =  0,  1/  =  0,  3  =  0,  jusqu'à  x  =  a^ 
y=z  6,  z=:c;  ce  qui  donne 

r  a*bc         ab*c 

\À  — — 


rabc         ab  c] 


ou  ce  qui  est  la  même  chose, 

C=tM(a*-h6*); 

iM  étant  la  masse  du  corps^  de  sorte  qu'on  ait 

M  =  pa6c. 
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Od  a  de  même 

B=  iM(c»  +  a'),A=  tM(6*  +  0, 

pour  les  moments  d^înertie  du  même  corps,  par  rapport 
aux  arêtes  dont  les  longueurs  sont  6' et  a. 

D'après  mes  critiques  précédentes,  on  ne  s'étonnera 
point  que  je  conteste  l'exactitude  de  cette  analyse ,  où 
Ton  a  recours  à  Tinfiniment  petit,  où  Ton  regarde  un 
corps,  un  parallélipipède  comme  formé  d'une  infinité  de 
parallélipipèdes  infiniment  petits.  Pour  déterminer  les 
moments  d'inertie  d'un  corps  rond,  d'un  ellipsoïde,  par 
exemple ,  on  se  permet  aussi  de  le  considérer  comme 
formé  d'une  infinité  de  parallélipipèdes  d'une  infinie 
petitesse  ;  ce  qui  est  inadmissible  à  un  double  point  de 
vue.  D'ailleurs,  les  corps  n'étant  pas  continus,  mais 
composés  de  molécules  très-distantes  les  unes  des  autres^ 
relativement  à  leur  volume,  continues  dans  leur  étendue 
ou  composées  elles-mêmes  de  particules  distantes,  mais 
moins  dhtantes  les  unes  des  autres  que  les  molécules 
principales  ne  le  sont  entre  elles,  à  ce  point  de  vue  en- 
core  les  analyses  en  question  ne  pourraient  leur  être 
exactement  applicables.  Cette  sorte  d'inexactitude  n'est 
point  entièrement  corrigée  par  l'intervention  du  signe  p 
par  lequel  la  densité  du  corps  est  représentée  dans  le 
calcul. 


CHAPITRE  XI 


DU    TRAVAIL   D  UNE    FORGE.    DE    LA    FORGE   VIVE    ET    DE    LA 

MOINDRE   ACTION.  DE    l'ÉQUIVALENT  MÉCANIQUE  LE   LA 

CHALEUR. 

On  appelle  travail  d'une  force  constante,  pendant  un 
temps  donnée  le  produit  de  son  intensité  par  le  chemin 
que  son  point  d'application  a  parcouru ,  en  supposant 
que  ce  dernier  se  déplace  dans  la  direction  même  de  la 
force.  Si  cette  dernière  condition  n'a  pas  lieu,  on  dé- 
compose la  force  en  deux  autres.  Tune  dans  la  direction 
du  mouvement,  l'autre  perpendiculaire  dont  on  ne  tient 
pas  compte ,  parce  qu'on  la  considère  comme  détruite. 
C'est  alors  le  travail  de  la  première  composante  qui  est 
celui  de  la  force  donnée.  A  ce  point  de  vue ,  on  définit 
le  travail  :  le  produit  du  chemin  que  parcourt  le  ,point 
d'application,  par  la  projection  de  la  force  sur  sa  direc- 
tion» 

Si  la  force  considérée  n'est  pas  constante,  on  partage 
le  temps  en  instants  infiniment  petits  pendant  lesquels 
l'intensité  est  jugée  invariable,  et  le  travail  élémentaire 
de  la  force  est  le  produit  de  cette  intensité  par  le  che- 
min parcouru  pendant  chacun  de  ces  instants, 
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Le  kilogramme  étant  l'unité  de  force,  et  le  mètre  runité 
(le  chemin  parcouru,  ^n  prend  pour  unité  de  travail  le 
kilogramme  multiplié  par  le  mètre,  et  Ton  nomme  cette 
unité  kilogrammhtre.  Souvent ,  toutefois ,  on  se  sert 
d'une  unité  plus  considérable  appelée  cheval-vapeur. 

Il  est  admis  que,  quand  une  machine  marche  avec  un 
mouvement  uniforme^  le  travail  moteur  est  égal  au  travail 
résistant.  Le  premier  se  divise  en  deux  parties,  l'une 
produite  par  l'opérateur^  l'autre  employée  à  vaincre  les 
résistances  passives.  Le  travail  de  l'opérateur  est  ainsi 
moindre  que  le  travail  moteur.  — On  nomme  effet  utile, 
travail  utile  ou  rendement  d'une  machine^  le  rapport 
entre  le  travail  de  l'opérateur  et  celui  du  moteur. 

Précédemment,  nous  avons  vu  que  l'on  mesure  l'inten- 
sité d'une  force  constante  par  la  quantité  de  mouvement 
mv,  qu'elle  communique  à  un  corps  libre,  de  masse  m 
pendant  une  seconde.  Or  l'espace  parcouru  pendant  la 
première  seconde  par  ce  mobile  partant  de  l'état  de  re- 
pos étant  égal  à  — ^v,    si  l'on  multiplie  cet  espace  ainsi 

exprimé  par  l'intensité  mv  de  la  force,  on  a-  mu  •   qui , 

dit-on,  représente  le  travail  accompli^  par  la  foi-ce  pen-> 
dant  une  seconde.  Leibnitz  a  nommé  ce  produit  force 
vive. 

En  d'autres  termes,  on  appelle  force  vive  d'un  point 
matériel,  ou  plus  généralement  d'un  corps  dont  tous  les 
points  ont  la  même  vitesse,  le  produit  de  sa  masse  par 
le  carré  de  cette  vitesse. 

L'analyse  s'appliquant  à  ce  sujet  est  arrivée  aux  pro- 
positions suivantes  : 
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<ir  La  somme  des' forces  vives  d'un  système  de  points 
matériels  est  constante  toutes  les  fois  que  les  points  du 
système  ne  sont  soumis  à  aucune  force  motrice»  et  que 
leurs  vitesses  ne  varient,  en  grandeur  et  en  direc^ 
tion,  qu'à  raison  de  leurs  liaisons  mutuelles ,  ou  de 
l'obligation  où  ils  peuvent  être  de  se  mouvoir  sur  des 
surfaces  ou  sur.des  courtes  fixes  et  données. 

»  Si  tous  les  points  du  système  occupent  les  mêmes 
positions  à  deux  époques  différentes,  les  sommes  de 
leurs  forces  vives  seront  aussi  les  mêmes  à  ces  deux 
époques.  » 

Les  forces  qui  produisent  le  choc  des  corps  de  nature 
quelconque  sont  considérées  comme  les  actions  récipro- 
ques de  leurs  molécules.  Or,  dans  le  choc  des  corps 
doués  d'une  élasticité  parfaite,  on  suppose  que  les  mo^ 
biles  reprennent ,  après  la  percussion ,  exactement  la 
forme  qu'ils  avaient  auparavant,  et  que  tous  leurs  points 

reviennent  à  leurs  positions  primitives.  «  Si  donc ,  dit 

■ 

Poisson  (  t.  II,  p.  479,  2®  édition  ),  cela  a  lieu  effective- 
ment pour  deux  ou  plusieurs  corps  de  forme  quelconque, 
lorsqu'ils  commencent  à  se  séparer  après  s'être  choqués, 
la  sonrime  de  tous  leurs  points  sera  la  même  à  cet  ins- 
tant, que  dans  le  premier  moment  de  la  percussion  ou, 
autrement  dit,  il  n'y  aura  aucune  perte  de  force  vive 
dans  le  système...  » 

Mais,  dans  le  cas  du  choc  des  corps  non  élastiques,  on 
trouve  que  la  somme  des  forces  vives  est  mv*  -h  mV* 
avant  le  choc,  et  mu*  -+-  m'u*  après  le  choc,  u  étant  alors 
la  vitesse  commune  des  deux  mobiles,  m,  mMeurs  mas- 
ses et  v,  v'  leurs  vitesses  avant  le  choc,  ces  vitesses  étant 
de  même  signe  ou  de  signes  contraires ,  selon  que  les 
deux  mobiles  vont  à  la  suite  ou  au  devant  l'un  de  l'au- 
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tre.  Or  la  seconde  somme  étant  toujours  moindre  que  la 
première,  il  y  a  ici  perte  de  force  vive. 

«  Si,  dit-on,  le  système  de  points  matériels  est  sou- 
mis à  une  force  R  d'attraction  ou  de  répulsion  qui  émane 
d'un  centre  fixe,  et  que  la  distance  r  soit  a  à  l'origine 
du  mouvement ,  et  u  au  bout   du  temps  t ,   on  aura 

±  2  /  "  Rrfr  pour  la  variation  de  la  force  vive  du  système, 

produite  par  la  force  R,  pendant  le  temps  L  Lorsque  cette 
force  sera  répulsive,  il  y  aura  augmentation  ou  diminu- 
tion de  force  vive,  selon  que  la  distance  r  aura  augmenté 
ou  diminué;  le  contraire  aura  lieu  quand  la  force  R  sera 
attractive, 

>  U  en  sera  de  même  à  Tégard  des  actions  mutuelles 
des  points  du  système.  En  appelant  F  l'action  mutuelle 
de  m  et  m\  par  exemple,  et  pla  distance  inm\  on  trouvera 

±  2  /  **  Fdp  pour  la  variation  de  la  force  vive  du  sys 

tème  qui  produira  cette  force  pendant  que  la  distance  p 
passera  dep=:aàp  =  u.  Le  signe  supérieur  ayant 
lieu  dans  le  cas  d^une  action  répulsive,  et  la  quantité  F 
étant  toujours  positive,  on  voit  qu'il  y  aura  augmenta- 
tion ou  diminution  de  force  vive,  selon  que  l'on-  aura 
u  >  a  ou  M  <  a,  c'est-à-dire  selon  que  la  distance  p 
aura  augmenté  ou  diminué.  Le  signe  inférieur  aura  lieu  et 
la  force  F  produira  des  effets  inverses,  lorsqu'elle  sera 
attractive. 

>  Si  le  point  m  est  assujetti  à  demeurer  sur  une  sur- 
face mobile,  et  si  L  =  o  est  l'équation  de  cette  surface,  en 
appelant  N  larésistance  de  cette  même  surface  et  en  faisant, 

pour  abréger,  «  =  [(^  )'  +  (  ±y  +    (±y]  -  ^  ' 
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la  variation  de  force  vive  aura ,  pour  valeur , 

/rfL 
N  V  —  rf^  ;   l'intégrale  étant    prise  de  manière 

qu'elle  soit  nulle  quand  <=o.  Cette  variation  pourra  être 

positive  ou  négative,  selon  le  signe  de  --p  et  selon  celui 

de  V,  qui  dépendra  du  sens  dans  lequel  la  force  N  s'exer- 
cera. 

»  Les  frottements  et  les  résistances  des  milieux  pro- 
duisent toujours  des  diminutions  de  force  vive^  qui  finis- 
sent par  anéantir  le  mouvement  du  système,  quand 
d'autres  forces  ne  viennent  pas  réparer  ces  pertes.  » 

Je  n'ai  pas  besoin  de  faire  remarquer  que  ces  ré- 
sultats ont  été  obtenus  par  l'application  de  quelques- 
uns  des  principes  que  j'ai  contestés,  renversés  dans  les 
chapitres  précédents.  On  y  applique,  eu  efifet,  le  principe 
de  d'Alembert,  celui  de  légalité  de  l'action  et  de  la 
réaction  ;  on  ne  tient  aucun  compte  des  composantes 
normales^  qu'on  regarde  comme  détruites,  sans  effet  ; 
on  y  fait  abus  de  l'iniiniment  petit.  En  un  mot,  les  dé- 
monstrations, les  calculs  manquent  de  rigueur. 

L'on  a  admis  im  principe  appelé  de  la  moindre  action^ 
consistant  en  ce  que;  dans  le  mouvement  d'un  système 
de  corps  pour  lequel  le  principe  des  forces  vives  a  lieu, 
si  l'on  fait  le  pro  luit  de  la  vitesse  de  chaque  point  ma- 
tériel du  système,  de  sa  masse  et  de  l'élément  de  sa 
trajectoire  ;  que  Ton  prenne  la  somme  des  produits  sem- 
blables pour  tous  les  mobiles,  et  qu'on  intègre  cette 
somme  depuis  une  position  donnée  du  système  jusqu'à 
une  autre  position  aussi  donnée^  la  valeur  de  cette  in- 
tégrale sera  généralement  un  minimum. 

Le  principe  de  la  moindre  action  revient  à  dire  que 
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l'intégrale  du  produit  de  la  force  vive  du  système  et  de 
rélément  du  temps  est  généralement  un  minimum,  en 
sorte  que^  dans  la  nature^  un  système  de  corps  serait 
transporté  d'une  position  dans  une  autre,  en  dépensant 
la  moindre  quantité  possible  de  force  vive. 

Dans  la  démonstration  qu'on  présente  de  ce  principe, 
on  considère  ds  comme  l'élément  infiniment  petit  d'une 
courbe  quelconque,  et  l'on  met  cet  élément  en  rapport 
avec  des  éléments  infiniment  petits  rectilignes;  procédé 
qui  n'est  point  rationnel^  car  l'infiniment  petit  est  chi- 
mérique, et  il  n'y  a  pas  de  rapport  de  quantité  entre 
une  courbe  et  une  droite. 

Il  est  une  école  qui  va  jusqu'à  affirmer  que,  dans  la 
nature,  il  y  a  constamment  la  même  quanti  té  de  force  vive. 
L'on  convient  que  dans  certain  cas,  quand,  par  exemple, 
deuxcorps  s'entrechoquent  ets'arrètent  parleur  résistance 
mutuelle,  leur  force  vive  est  sensiblement  détruite; 
mais^  dit-on,  il  y  avait  entre  eux  de  Tair,  un  fluide  élas- 
tique quelconque,  qui  a  été  pressé,  comprimé  dans  le 
choc  et  qui  a  été  mis  en  mouvement  de  telle  sorte  que  la 
force  vive  qui  animait  les  mobiles  leur  a  été  transmise 
en  même  temps  que  ceux-ci  l'ont  perdue.  C'est  là  une 
hypothèse  contestable  ;  car  on  ne  saurait  déterminer 
précisément  l'effet  de  la  compression  des  fluides  dont  il 
s'agit.  Il  faut  être  bien  décidé  à  soutenir  le  principe  de 
la  conservation  absolue  de  la  force  vive,  pour  prétendre 
que  la  quantité  de  celle  qui  est  donnée  aux  fluides  inter- 
posés, est  alors  justement  égale  à  celle  qui  est  perdue 
dans  le  choc  par  les  mobiles  eux-mêmes. 

Cette  doctrine  très-problématique  se  rattache  à  la 
théorie  moderne  de  Véquivalent  mécanique  de  la  chaleur 
et  rentre  dans  l'idée  générale  de  la  corrélation  des  forces 
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physiques^  suivant  laquelle  la  force  ne  peut  pas  être 
anéantie ,  mais  est  seulement  sous-divisée  ou  altérée  dans 
sa  direction  et  dans  ses  caractères,  c  Lorsque  le  mou- 
»  Tement  est  arrêté  ou  empêché  par  le  mouvement  en 
9  sens  contraire  d'un  autre  corps»  dit  M.  Grove,  une 
»  nouvelle  force,  ou  un  nouveau  genre  de  force  naît 
9  alors,  et  sa  manifestation  ,  au  lieu  de  mouvement  visi- 
»  l>le,  est  de  la  chaleur... •  Toutes  les  fois  qu'un  corps 
»  est  comprimé  ou  amené  à  des  dimensions  moindres,  il 
»  s'échauffe  ou  fait  dilater  les  substances  environnantes  ; 
»  toutes  le3  fois  qu'il  se  dilate  ou  augmente  de  volume^  il 
9  se  refroidit  ou  fait  contracter  les  substances  qui  l'envi- 
»  ronnent. 

»  Il  y  a  une  différence  remarquable  dans  le  caractère 
»  ou  le  mode  de  la  force  éliminée  ou  engendrée  par  le 
j»  frottement ,  suivant  que  les  corps  qui  frottent  Tun 
»  contre  l'autre  sont  homogèntes  ou  hétérogènes;  s'ils 
»  sont  homogènes ,  il  n'y  a  que  de  la  chaleur  produite  ; 
»  s'il  sont  hétérogènes,  ce  sera  de  l'électricité. 

»  Le  mouvement  produit  donne  de  la  chaleur  et  de 
»  félectricité.  L'électricité  produite  par  mouvement 
»  engendre  le  magnétisme ,  force  qui  est  toujours  déve- 
»  loppée  par  des  courants  électriques  perpendiculaire- 
»  ment  à  la  direction  des  courants.  La  lumière  aussi  est 
»  facilement  produite  par  le  mouvement ,  soit  directe- 
9  ment,  comme  l'orsqu'elle  accompagne  la  chaleur  née 
»  du  frottement ,  soit  médiatement ,  par  l'électricité  ré- 
»  sultantdu  mouvement,  comme  dans  Tétincelle  élec- 
»  trique.... 

9  Ea  prenant  maintenant  la  chaleur  comme  point  de 
9  départ ,  on  trouvera  que  les  autres  modes  de  force  peu- 
»  vent  être  produits  par  elle....  Dans  beaucoup  de  cas 
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»  où  Tune  des  forces  est  excitée  ou  existe ,  toutes  les 
»  autres  sont  aussi  mises  en  action.  Toutes  et  chacune 
»  peuvent  naître  de  Texercicede  Tune  quelconque  d'en- 
»  tre  elles.  » 

le  raccorde,  mais  ce  qui  me  paraît  bien  contestable, 
c'est  que  tout  cela  puisse  s'expliquer  par  des  actions 
et  des  mouvements  de  la  matière  ordinaire,  sans  le 
secours  d'aucun  fluide  particulier ,  comme  le  croient 
M.  Grove  et  bien  d'autres  avec  lui.  Ce  qui  ne  me  sem- 
ble point  non  plus  certain ,  ni  même  plausible  ,  c'est  qu'il 
y  ait  une  équivalence  exacte ,  absolue  entre  les  produc- 
tions successives  dont  il  s'agit.     ^ 

c  Toutes  les  fois,  dit-on,  que  du  travail  mécanique 
est  détruit,  il  y  a  production  de  chaleur;  réciproquement 
il  y  a  du  travail  créé  toutes  les  fois  que  de^la  chaleur 
disparait  sans  qu'on  puisse  la  retrouver  dans  les  corps 
environnants. 

9  La  chaleur  produite  par  le  travail  mécanique  est 
équivalente  à  ce  travail.  » 

A  l'appui  de  ces  relations  entre  la  chaleur  et  le  travail 
dynamique ,  on  cite  de  nombreuses  expériences ,  et  prin- 
cipalement celles  de  Joule.  Celui-ci ,  par  exemple ,  ayant 
mis  de  l'eau  dans  un  vase ,  l'agita  au  moyen  d'aubes 
mues  par  des  forces  mesurables,  et  détermina  à  la  fois 
la  quantité  de  chaleur  développée  par  l'agitation  du 
liquide  et  la  quantité  de  travail  dépensée  dans  cette  opé- 
ration. Il  parvint  à  des  constatations  analogues  en  opé- 
rant avec  du  mercure  et  avec  de  l'huile  de  baleine.  Ayant 
fait  frotter  l'un  contre  l'autre  des  disques  en  fonte  de 
fer,  il  mesura  la  chaleur  produite  par  leur  frottement, 
et  la  force  dépensée  pour  le  vaincre.  Faisant  passer  de 
l'eau  à  travers  des  tubes   capilaires,  il  détermina  la 
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quantité  de  chaleur  engendrée  par  le  frottement  du  li- 
quide contre  les  parois  des  tubes.  De  ces  expériences ,  il 
X)nclut  que ,  dans  tous  ces  cas  ,  la  quantité  de  chaleur 
engendrée  par  une  même  quantité  de  force  est  file  et 
invariable,  et  crut  pouvoir  assurer  qu'une  quantité  de 
force ,  employée  à  faire  tourner  les  disques  de  fer  l'un 
contre  l'autre ,  produit  précisément  la  même  quantité  de 
chaleur  que  lorsque  ce  travail  mécanique  est  dépensé  à 
agiter  de  Teau ,  du  mercure  ou  de  Thuile  de  baleine.  — 
Il  est  vrai  que ,  dans  ces  expériences ,  les  températures 
finales  étaient  très-différentes  ;  que  celle  de  Teau  ,  par 
exemple ,  était  le  trentième  de  celle  du  mercure  ;  mais 
M.  Joule  s'efforça  de  tenir  justement  compte  de  ces  diffé- 
rences. 

On  nomme  équivalent  mécanique  de  la  chaleur  la 
quantité  de  travail  qui  est  produite  par  une  calorie^  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  la  quantité  de  travail  qui ,  dé- 
pensée pour  exercer  le  frottement,  la  compression,  la 
percussion ,  etc.,  dégagerait  une  calorie. 

Divers  procédés  ont  été  pratiqués  pour  évaluer  Téqui- 
valent  mécanique  de  la  chaleur. 

Par  la  compression  des  gaz,  .toute  correction  faite, 
M.  Joule  a  trouvé ,  pour  cet  équivalent ,  la  valeur 
moyenne  de  444  kilogrammètres ;  c'est-à-dire  que  la  cha- 
leur suffisante  à  élever  d'un  degré  centigrade  la  tempé- 
rature d'un  kilogramme  d'eau,  équivaudrait  à  une  force 
capable  d'élever  444  kilogrammes  à  un  mètre  de  hatF- 
teur ,  et  réciproquement. 

Le  même  physicien ,  en  faisant  passer  de  l'air  com- 
primé d^un  récipient  dans  une  cloche  pleine  d'eau ,  a 
obtenu  ,  dans  trois  expériences  distinctes ,  les  valeurs 
451  *»»,  447  ^^  et  418  ^^,  soit,  en  moyenne,  438*»» f. 
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Le  mftme,  en  partant  de  la  chaleur  dégagée  dans  le 
frottement  des  liquides  ,  est  arrivé  au  chiffre  de  430  ^ 
avec  Teau ,  et  de  432  **»  avec  le  mercure. 

Pour  le  frottement  des  solides,  Téquivalent  obtenir  a 
été  de  432  *«. 

M.  Mayer  »  en  faisant  dilater  un  gaz ,  a  trouvé  la 
valeur  377  ***,  et  M.  Seguin,  au  moyen  de  ^expansion 
de  la  vapeur ,  a  obtenu  le  nombre  449  ^*^. 

On  voit  que  les  nombres  trouvés  par  les  diverses  mé- 
thodes diffèrent  notablement.  Maintenant  Ton  s'accorde 
généralement  à  adopter  le  nombre  424  ^'^  pour  repré- 
senter Téquivalent  mécanique  de  la  chaleur,  mais  ce 
chiffre  ne  sera-t-il  pas  abandonné  plus  tard  et  détrôné 
par  un  autre  ?  C'est  probable.  Au  reste ,  alors  même  que 
des  expériences  donneraient  exactement  le  mftme  résul- 
tat ,  Ton  ne  serait  pas  en  droit  d'en  déduire  une  loi  ab- 
solue, et  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  les  expériences 
dont  il  s'agit  soient  dans  ce  cas.  Tout  en  admirant  les  sa- 
vants travaux  dont  j*ai  donné  un  faible  résumé ,  je  ne 
saurais  regarder  comme  certain  que  le  travail  ou  mou- 
vement produit  par  la  chaleur  est  l'exact  équivalent  de 
la  chaleur  employée ,  des  mouvements  qui  constituent 
cette  chaleur,  et  réciproquement.  La  variété  des  sub- 
stances ,  la  multiplicité  changeante  des  conditions  où 
elles  se  trouvent ,  ne  permettent  pas  d'assurer  que  les 
phénomènes  dont  il  s'agit  puissent  suivre  la  marche  in- 
variable qu'impliqueraient  les  règles  inflexibles  que  la 
théorie  proclame.  Il  me  parait  plus  rationnel  d'admettre 
qu'il  n'y  a  ici  que  de  l'a  peu  près ,  qu'il  y  a  toujours ,  en 
réalité^  quelque  différence ,  une  inégalité  plus  ou  moins 
grapde  entre  les  quantités  de  travail  et  de  chaleur  qu'on 
regarde   comme  absolument  égales  ou  équivalentes  ; 
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mais  que  Ton  peut  néanmoins,  dans  la  pratique,  suppo- 
ser cette  égalité^  cette  équivalence,  sans  commettre  une 
erreur  importante,  et  adopter,  jusqu'à  nouvel  ordre,  tel 
chiffre  pour  l'expression  de  l'équivalent  mécanique  de  la 
chaleur,  sans  le  considérer  lui-même  comme  certaine- 
ment exact.  En  procédant  ainsi  on  ne  donnerait  pas,  il 
est  vrai,  à  la  science  ce  prestige  dont  on  veut  l'entourer  en 
la  )*éduisant  à  des  lois,  à  des  principes  absolus;  mais  on 
resterait  dans  la  vérité,  ce  que  le  philosophe  doit,  avant 
tout,  rechercher. 


CHAPTRE  XII. 


DU   MOUVEMENT    CURVILIGNE. 

L*on  professe  qu'un  corps  en  mouvement  et  abandonné 
à  lui-même  doit  marcher  en  ligne  droite.  On  se  fonde 
sur  Tinertie.  Pour  qu'un  corps  en  mouvement  suive  une 
ligne  courbe^  il  faut»  dit-on,  qu'une  force  vienne  à 
chaque  instant  changer  sa  direction.  Si  cette  force  cessait 
d'agir  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  le  mobile 
quitterait  la  courbe  à  ce  point  en  marchant  dans  la  di- 
rection du  dernier  élément  parcouru,  c'est-à-dire  suivant 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe,  avec  une  vitesse 
uniforme  qu^on  appelle  la  vitesse  du  mobile  au  point  M. 

Ces  conceplions-là  ne  sont  pas  rationnelles.  On  ne 
peut  pas  justement  considérer  une  courbe  comme  com- 
posée d'un  très-grand  nombre,  d'une  infinité  de  lignes 
droites  extrêmement  ou  infiniment  petites,  ayant  cha- 
cune une  direction  différente. 

On  peut,  par  la  pensée,  la  diviser  en  parties  de  plus  en 
plus  petites,  mais  chacune  des  parties  conçues  en  elle  est 
encore  une  courbe.  Un  mouvement  en  ligne  courbe,  s'il  a 
lieu,  n'est  donc  pas  vraiment  un  mouvement  changeant 
continûment  de  direction;  car  une  direction  implique 
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une  ligne  droite,  si  petite  qu'elle  soit,  et,  je  le  répèle,  une 
courbe  n*est  pas  formée  de  droites.  Un  mouvement  curvi- 
ligne est  un  mouvement  sui  generis^  essentiellement 
différent  du  mouvement  en  ligne  droite. 

M*objectera-t-on  que  la  tangente  à  une  courbe  est  le 
prolongement  d'un  élément  de  cette  courbe  ;  que  par 
conséquent  il  faut  bien  considérer  cet  élément  comme 
une  petite  droite,  comme  une  droite  infiniment  petite  ? 
Bien  vaine  serait  l'objection  :  la  tangente  n'est  point  un 
prolongement  d'élément  de  la  courbe,  la  tangente  est 
une  droite  qui  ne  touche  la  courbe  que  par  un  point  ma- 
thématique. Bien  qu'il  n'y  ait  pas  une  partie  de  la  courbe 
qui  se  confonde  avec  une  partie  de  la  tangente,  elles  se 
touchent  en  ce  sens  qu'elles  ne  se  coupent  pas  et  qu'il 
n'y  a  aucun  espace  entre  elles.  Il  ne  s'agit  pas  ici  d'un 
contact  réel ,  matériel. 

D'après  cela,  il  n'est  pas  plausible  qu'un  mouvement 
curviligne  puisse  être  déterminé  par  des  forces  agissant 
en  ligne  droite.  Supposons  (iig.  64)  qu'un  corps  a  soit  sou- 
mis à  deux  forces,  l'une  agissant  suivant  la  direction  a6, 
l'autre  suivant  la  direction  aCt  et  que  ces  forces  soient 
proportionnelles,  la  première  à  afr,  l'autre  à  ac.  Admet- 
tons que^  dans  un  instant,  la  résultante  de  ces  deux 
actions  soit  de  faire  venir  le  mobile  de  a  en  a\  d'après  la 
règle  du  parallélogramme  des  forces.  Le  mobile  rendu  en  a' 
aura  une  vitesse  proportionnelle  à  aa'  que  je  représente  par 
a'b\  Si  de  plus  le  mobile  au  point  a!  est  soumis  à  une 
force  représentée  par  a'c\  égale  et  parallèle  à  ac,  la  ré-  " 
sultante  de  la  vitesse  a^6'  et  de  la  vitesse  imprimée  par  la 
force  aV  le  portera  en  a'',  et,  en  supposant  que  le  mo- 
bile soit  ainsi  successivement  soumis  à  sa  vitesse  acquise 
et  à  la  vitesse  causée  par  une  force  égale  et  parallèle  à 
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ac,  on  concevra  aisément  qu'il  décrive,  par  son  niouvo- 
ment,  une  ligne  continuellement  brisée.  On  pourra  réduire 
de  plus  en  plus,  par  la  pensée,  la  longueur  des  petites 
droites  inégales  de  la  ligne  totale  ainsi  produite^  mais 
on  ne  peut  admettre  qu'elles  soient  réduites  au  point  de 
former,  par  leur  réunion,  au  lieu  d'une  ligne  brisée, 
une  ligne  essentiellement  coui:be. 

Au  reste,  on  peut  penser  que,  dans  la  réalité,  il  n'y 
a  pas  de  mouvement  curviligne^  que  les  mouvements  qui 
nous  paraissent  tels  décrivent  des  lignes  brisées. 

Dans  ^on  Cours  de  Mécanique^  t.  1",  p.  162^  M.  Sturm, 
traitant  du  mouvement  curviligne  et  des  forces  qui  le 
produisent,  établit  que,  si  la  force  qui  sollicite  le  mobile 
est  constante  d'intensité  et  de  direction,  les  composantes 
de  la  vitesse  suivant  trois  axes  rectangulaires ,  s'obtien- 
nent en  prenant  les  vitesses  des  projections  sur  ces  axe»^ 
et  qu\)n  aura,  pour  ces  projections, 

dx  ihi  ,     ffz  . 

-—  1=  r  COS  OL,   — p-  r=:  V  COS  p,   —r-  =  V  VOS  y, 

fit  dt  dt  * 

a,  p,  Y  étant  les  angles  que  la  direction  de  la  vitesse 
fait  avec  les  axes  x,  y  ^  z. 


et  il  en  déduit 

,        (U*  -h  dy*  -+-  di* 

ds* 
dt*' 

d'où 

ds 

'        dt- 

en  désignant  par  s  la  longueur  d*un  arc  compté  sur  la 
trajectoire  à  partir  d'un  point  fixe. 
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B 

Ensuite,  s'occupant  du  cas  où  la  force  qui  agit  sur 
le  mobile  est  variable,  il  obtient  les  mêmes  formules  que 
dans  le  cas  où  la  force  est  constante. 

c  Dans  tous  les  cas,  dit-il,  on  a 

-jr       dco      (is 
cos  a  =  ai  =  —  :  —  , 

—  dt      dt  ' 

ou 

dx  ^        dy  dz 

cos  a  =  -r-  ,  cos  S  =:  --i  ,  cos  y  =       -  ; 

ds  ds  ds 

donc  la  vitesse  est  dirigée  suivant  la  tangente  MT. 

»  Ces  formules,  poursuit-il,  peuvent  encore  être 
obtenues  par  la  méthode  des  infiniment  petits.  Pendant 
le  temps  infiniment  petit  dt^  le  mobile  parcourt  sur  sa 
trajectoire  un  espace  infiniment  petit  ds.  On  peut  consi- 
dérer son  mouvement  comme  rectiligne  et  uniforme 
pendant  le  temps  dt^  puisque  la  vitesse  ne  varie  qu'in- 
finiment peu  en  grandeur  et  en  direction.  On  aura  donc 

ds  =  vdt,  d  ou  t;  =  ---• 

dt 

D'ailleurs  la  direction  de  la  vitesse  est  celle  de  Télément 
ds  o\x  de  la  tnngente  au  point  M.  )) 

Puis  Tauteur,  au  moyen  de  l'analyse ,  arrive  à  ce 
résultat,  que  si'X,  Y^  Z  représentent  les  composantes 
de  la  force  motrice,  et  m  une  molécule,  on  aura 

formules  qui,  dit-il,  montrent  que  les  projections  du 
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point  mobile  sur  chaque  axe  se  meuvent  comme  des 
points  matériels  de  même  masse  sollicités  uniquement 
par  les  composantes  de  la  force  motrice  suivant  cet  axe. 

Il  ajoute  que  si  X,  Y,  Z  représentaient  les  compo- 
santes accélératrices^  on  aurait  plus  simplement 

^    -  Y      ^'y    —  V     —    —7 

Un  peu  plus  loin,  l'auteur,  sous  ce  titre  :  Décomposilim 
de  la  farce  motrice  en  force  tangentielle  et  force  centri- 
pète, raisonne  ainsi  : 

«  Soit  M  un  point  entièrement  libre  dans  Tespace  et 
sollicité  par  plusieurs  forces  dont  la  résulante  est  P. 
On  sait  que  si  X  désigne  la  composante  de  cette  force 
parallèle  à  Taxe  des  x,  on  a 

X  =  m  — rr  ; 
dt^ 

mais  si  a  est  Tangle  que  la  tangente  à  la  trajectoire  fait 
avec  l'axe  des  œ^  et  v  la  vitesse ,  on  a 


dx 

-—=  V  cosa, 

dt 


d'où 


d*x        d  iv  cos  a)        dv  d  cos  a 

-—  =  — ^ — ' '  =  -—  cos  a  H-  t;  — ; —  ; 

dr  dt  dt  dt 

or 

dœ  dœ 

— ' —  =  —  =  V   — j-  =  —  cos  \ 
dt  dt  .  as         f 

tétant  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite  qui  va 
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du  point  M  au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe  en 
ce  point,  el  p  le  rayon  du  cercle  osculateur:  donc 

^  dv  mr* 

X  =  m  -7—  cos  a  -f-  —  cos  ^. 
dt  f 

r^ette  équation  exprime  que  la  projection  de  la  force  P 

sur  un  axe  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  pro- 

dv 
jections  sur  cet  axe  :  1^  d'une  force  m  —,  dirigée  suivant 

la  tangente  à  la  courbe;  2*  d'une  force ,  dirigée  sui- 

P 
vaut  la  normale  qui  passe  par  le  centre  de  courbure. 

Donc  P  est  la  résultante  de  ces  deux  dernières  forces  ^ 

>  Ainsi,  dans  le  mouvement  d'un  point  en  ligne  cour- 
be, la  force  motrice  P  se  décompose  à  chaque  instant  en 
deux  forces:  l'une,  dirigée  suivant  la  tangente,  est  nom- 
mée la  force  iangentielle  ;  l'autre,  dirigée  suivant  le  rayon 
de  courbure,  se  nomme  la  force  centripète.  En  désignant 
la  première  par  T,  la  deuxième  par  Q,  on  aura  donc 

^       mdv    ^       mv* 
T=— — ,Q= . 

dt  p 

C'est  cette  dernière  force  qui  produit  la  courbure  de  la 
trajectoire  en  écartant  le  mobile  de  la  tangente. 

D  II  résulte  de  là  que  le  plan  qui  passe  par  la  force 
motrice  et  par  la  tangente  est  le  plan  osculateur  au  point 
M ,  puisqu'il  renferme  le  centre  de  courbure. 

>  Quand  le  point  matériel  est  sollicité  par  plusieurs  for- 
ces dont  P  est  la  résultante^  on  peut  décomposer  cha- 
cune des  premières  forces  en  deux  autres  dirigées  l'une 
suivant  la  tangente  et  l'autre  perpendiculairement  à  cette 
tangente,  et  par  conséquent  dans  le  plan  normal  à  la 
courbe.  Les  forces  tangentielles  se  composeront  en  une 
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seule  T,  égale  à  leur  somme  algébrique,  et  les  forces  nor- 
males se  composeront  aussi  en  une  seule  Q,  nécessaire- 
ment dirigée  suivant  le  centre  de  courbure.  Il  résulte  de 
là  que  si  une  des  forces  appliquées  au  point  M  est  nor- 
male à  la  trajectoire,  elle  ne  donnera  pas  de  composante 
suivant  la  tangente  et  n'entrera  pas  dans  la  valeur  de 

dv 
m  —  :  en  d'autres  termes,  elle  n'influera  pas  sur  l'aecé- 
dt  ' 

I  loration  du  mobile.  De  même  une  force  dirigée  suivant 

I  la  tangente  à  la  trajectoire  n'aura  aucune  influence  sur 

!  la  valeur ,  et  par  suite  ne  tendra  pas  à  changer  la 

P 
direction  du  mobile.  » 

Cette  analyse  n'est  point  rationnelle  :  on  y  suppose  des 

rapports  de  quantité  entre  des  droites  et  des  courbes;  on 

y  considère  une  courbe  comme  formée  d'une  infinité  de 

droites  infiniment  petites;  on  y  regarde  un  arc  supposé 

infiniment  petit  comme  une  petite  droite,  et  à  ce  point  de 

vue  Ton  s'y  livre  à  des  calculs  trigonométriques  qui  ne 

peuvent  être  rigoureux. 

J'accorde  qu'au  point  de  vue  où  se  place  M.  Sturm, 
la  force  normale  à  la  courbe  ne  donne  pas  de  composante 
à  la  force  tangentielle;  mais  il  est  certain  que,  par  la 
composition  de  ces  deux  forces,  d'après  la  règle  du  paral- 
lélogramme des  forces,  chacune  d'elles  doit  influer  plus 
ou  moins  sur  la  force  résultante  dans  sa  grandeur  et 
dans  sa  direction,  et  par  conséquent  sur  la  vitesse  et  la 
direction  du  mouvement  résultant,  les  forces  s'appréciant 
sous  le  double  rapport  de  la  direction  et  de  la  vitesse  par 
les  mouvements  qu'elles  peuvent  produire. 

On  dit  que  c'est  la  force  normale  à  la  courbe  qui 
produit  sa  courbure  eu  écaVtant  le  mobile  de  la  tan- 
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gente,  ou  bien  encore  que  la  normale  sert  à  retenir  sur 
la  courbe  le  mobile  qui ,  sans  cela ,  s'échapperait  par  la 
tangente.  Je  reconnais  que  la  normale  à  la  trajectoire 
joue  le  principal  rôle  en  ce  qu'elle  agit  continuellement 
d'un  même  côté  de  la  tangente  et  détermine  ainsi  le  sens 
de  la  courbe,  dont  la  concavité  est  tournée  constam- 
ment vers  la  normale.  Néanmoins  la  forme  de  la  cour- 
bure dépend  non-seulement  de  la  force  normale  à  la 
trajectoire,  mais  encore  de  la  force  ou  vitesse  tangen- 
tielle,  car  elle  dépend  de  la  proportion  existante  entre 
les  grandeurs  de  ces  deux  composan,tes ,  de  sorte  que , 
en  variant  la  grandeur  de  l'une  ou  de  l'autre ,  on  peut 
faire  varier  la  direction ,  la  courbure  de  la  résultante. 

Vainement,  pour  écarter  l'influence  que  j'attribue  aux 
deux  composantes  à  la  fois  sur  la  grandeur  et  la  direction 
de  la  résultante,  dirait-on  qu'il  s'agit  ici  de  composantes 
instantanées,  qui  sont  extrêmement  petites,  d'une  peti- 
tesse infinie.  Qu'importe  la  petitesse,  qui  n*est  que 
relative  et  ne  saurait  apporter  aucun  changement  aux 
lois  concernant  la  composition  des  forces  ou  vitesses,  la 
détermination  de  leur  résultante  ? 

Mais,  si  l'on  applique  aux  composantes  des  courbes 
la  règle  du  parallélogramme  des  forces  ou  vitesses,  il 
s'ensuivra  qu'une  courbe  ne  pourra  pas  être  parcourue 
d'un  mouvement  uniforme  par  un  mobile  qui,  libre  d'ail- 
leurs, sera  animé  d'abord  d'une  vitesse  rectiligne,  et 
soumis  continuellement  à  une  force  Normale  à  la  direction 
de  la  vitesse  tangentielle  ;  car  alors  continuellement  la 
résultante  des  vitesses  sera  plus  grande  que  chacune 
d'elles,  et  ainsi  la  vitesse  du  mouvement  rectiligne  ré- 
sultant croîtra  de  plus  en  plus.  Pourtant  on  professe 
<jue,  dans  riiypothèsc,  le  mouvement  du  mobile  doit 
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être  uniforme,  et  même  on  arrive^  par  l'analyse,  à 
donner  la  valeur  relative  que  doit  avoir  alors  à  chaque 
point  la  composante  normale ,  et  l'on  exprime  cette  va- 
leur par  la  formule  générale  *— ,  m  étant  la  masse  du 

mobile,  v  sa  vitesse  uniforme,  et  p  représentant  le  rayon 
de  la  courbe ,  si  elle  est  un  cercle ,  ou ,  dans  les  autres 
cas ,  le  rayon  du  cercle  osculateur  à  la  courbe. 

On  voit  que ,  dans  cette  spéculation ,  il  y  a  un  vice 
radical;  car  elle  croule  si  l'on  attribue  à  la  normale  une 
influence  sur  la  vitesse  du  mouvement  résultant,  et^ 
d^autre  part,  si  Ton  suppose  que  la  normale  n'influe  pas 
sur  cette  vitesse ,  on  viole  la  règle  du  parallélogramme 
des  forces  ou  vitesses.  La  conséquence  rationnelle  est 
qu'on  doit  abandonner  cette  dernière  hypothèse  et  re- 
garder comme  fausses  les  analyses  et  les  solutions  qui 
l'impliquent. 

On  dit  que  si  deux  forces  ou  vitesses  qui  animent  un 
mobile  sont  perpendiculaires  entre  elles,  l'une  n  altère 
pas  l'autre,  et  l'on  peut  le  dire  en  ce  sens  que  Tune  ne 
donne  pas  de  composante  à  l'autre,  quand ,  pour  la 
décomposition  d'une  force  ou  vitesse ,  on  est  convenu 
de  ne  prendre  que  des  composantes  rectangulaires  entre 
elles.  Toujours  est-il  que  les  deux  forces  normales  l'une 
à  l'autre  se  composent  l'une  avec  l'autre  et  quelles  ont 
une  résultante  oblique  plus  grande  que  chacune  d'elles  ; 
qu'en  ce  sens  elles* s^ altèrent  mutuellement  dans  leur 
grandeur  et  dans  leur  direction  ;  que  si  une  courbe 
est  supposée  décrite  par  un  point  continuellement 
soumis  à  deux  forces  ou  vitesses  perpendiculaires  Tune 
à  l'autre ,  les  résultantes  successives  seront  plus 
grandes  que  leurs  composantes  et  dirigées  entre  elles. 
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Toutes  les  composantes  influeront  sur  la  vitesse  et  la 
direction  de  la  courbe  résultante. 

On  admet  une  force  centrifuge  opposée  à  la  force 
centripète. 

«  Supposons,  dit  M.  Sturm,  même  ouvrage^  t.  I®% 
p.  181  ,  que  le  point  M  (fig.  65)  soit  sollicité  par  une  cer- 
taine force  motrice  P.  On  peut  faire  abstraction  de  la 
courbe,  si  Ton  joint  à  la  force  P  une  certaine  force  N^ 
normale  à  la  courbe,  force  égale  et  contraire  à  la  pression 
que  le  point  M  exerce  sur  elle.  Décomposons  la  force  P 
en  deux  autres  T  et  Q  ^  la  première  dirigée  suivant  la 
tangente,  et  la  seconde  située  dans  le  plan  normal  de  la 
courbe.  Soit  F  la  résultante  des  deux  forces  Q  et  R,  si- 
tuées toutes  les  deux  dans  le  plan  normal.  La  force  F 
agira  suivant  le  rayon  de  courbure,  et  l'on  aura 

La  force  F,  dirigée  suivant  le  rayon  du  cercle  obscula- 
teur  et  qui  agit  à  chaque  instant  pour  empêcher  le  mo^ 
bile  de  s'écarter  de  la  courbe  suivant  la  tangente,  est  la 
force  centriphe.  Une  force  F',  égale  et  contraire  à  la  force 
F,  qui  la  détruit  à  chaque  instant ,  est  appelée  la  force 
centrifuge.  La  force  N  étant  égale  et  contraire  à  la  pres- 
sion exercée  à  chaque  instant  par  le  mobile  sur  la  courbe, 
cette  pression  s'obtiendra  en  cherchant  la  résultante 
des  deux  forces  Q  et  P  qui  font  équilibre  à  la  force  N. 
On  aura 

F  :  Q  =  sin  QMN  :  sin  FMN, 
ce  qui  donne  la  position  de  MN. 
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,  >  Dans  le  cas  géoéral,  la  force  centrifuge  en  chaque 

poiot  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile 

et  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

1»  Si  la  force  motrice  était  normale  à  la  courbe,  on 

aurait 


dv 

T  =  o,  ou  m  ^  =  0; 

al 


par  suite 


t;  =  constante 


le  mouvement  serait  uniforme. 

»  Si  la  force  motrice  était  dirigée  suivant  la  tangente 
à  la  courbe^  on  aurait  Q  =  o.  Alors  la  force  N  se  con* 
fondrait  en  grandeur  et  en  direction  avec  la  force  cen- 
tripète F,  et  la  pression  exercée  sur  la  courbe  par  le  mo- 
bile avec  la  force  centrifuge  F.  > 

On  établit  encore  le  principe  des  forces  centripète  et 
centrifuge  de  la  manière  suivante  : 

a  Soit  un  point  matériel  parcourant  une  circonférence 
d'un  mouvement  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  résultante  des 
forces  agissant  sur  le  mobile  doit  passer  par  le  centre  de 
la  circonférence  (  1  )  ;  car ,  autrement ,  cette  force  serait 
décomposable  en  deux  autres ,  Tune  suivant  le  rayon, 
l'autre  dans  un  plan  perpendiculaire  à  ce  rayon  ."^  L'effet 
de  cette  dernière  composante  serait  de  détourner  le 
point  du  plan  du  cercle  décrit^  ou  de  modifier  sa  vi- 
tesse, et  en  ce  cas  le  mouvement  ne  serait  pas  uniforme. 
De  plus ,  la  résultante  des  forces  doit  avoir  une  inten- 

(I)  Ici,'  bien  entendu,  l'on  ne  comprend  pas  la  vitesse  tangentielle  dans 
les  forces  agissant  snr  le  mobile. 
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site  constante,  car  elle  fait  dévier  à  chaque  instant  le 
mobile^  dont  la  vitesse  est  supposée  invariable,  d'une 
quantité  constante ,  par  rapport  à  TSiément  qu'il  vient 
de  parcourir.  Or  la  force  qui  empêche  le  mobile  de 
quitter  la  circonférence  suivant  la  tangente ,  et  le  ra^ 
mène  sans  cesse  vers  le  centre ,  se  nomme  force  centri-^ 
pete^  et  Ton  nomme  force  centrifuge  la  tendance  du  mo- 
bile à  s'éloigner  du  centre. 

9  Considérons  Télément  infiniment  petit  me  de  la  cir- 
conférence (fig.  66),  faisant  avec  la  direction  c'ma  un 
angle  amc  infiniment  petit.  Joignons  au  centre  du  cercle 
les  extrémités  de  l'élément  me  ,  et  menons  cb  parallèle  à 
ma.  La  Ggure  macb  est  un  parallélogramme;  car,  me 
étant  un  infiniment  petit,  ac  peut  être  considéré  comnifi 
parallèle  à  mb.  On  voit ,  d'après  la  règle  du  parallélo- 
gramme des  vitesses,  que ,  pendant  que  le  mobile  par- 
court l'arc  me,  il  parcourrait  Tespace  ma^  en  vertu  de  sa 
vitesse  suivant  c'm ,  s'il  n'était  soumis  à  aucune  force  ; 
et  l'espace  mb ,  sous  l'influence  d'une  force  dirigée  de  m 
au  centre  ,  si  la^vitesse  suivant  cfm  n'existait  pas.  Cette 
force  est  la  force  centripète;  son  effet,  composé  avec 
l'impulsion  suivant  ma  ,  produit  le  mouvement  résultant 
dans  la  direction  me. 

9  Menons  ad  parallèle  à  me  ;  nous  formons  le  nou- 
veau parallélogramme  mcad.  La  vitesse  du  mobile  sui- 
vant la  diagonale  ma  peut  être  décomposée  en  deux  au- 
tres ,  l'une  suivant  me  dans  la  direction  du  mouvement 
circulaire ,  l'autre  suivant  le  prolongement  md  du  rayon. 
Cette  dernière  représente  la  force  centrifuge  ,  et  comme 
on  a  mi=ac=mb ,  on  voit  qu'elle  est  à  chaque  instant 
contrebalancée  par  la  force  centripète ,  qui  lui  est  égale 
et  opposée  ,  ce  qui  fait  que  la  vitesse  suivant  me  reste 

20* 
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Beule.  Si  la  force  centripète  cessait  d'agir,  la  résultante 
ma  des  vitesses  me ,  md ,  entraînerait  le  mobile  dans  la 
direction  de  la  tangente.  » 

On  établit  comme  il  suit  ce  qu'on  appelle  les  lois  de  la 
force  centrifuge  : 

La  force  centrifuge  dans  le  mouvement  circulaire  est  : 
1*  proportionne llel  au  carré  de  la  vitesse;  2^  proportion- 
nelle à  la  masse  du  mobile;  3®  en  raison  inverse  du  rayon 
du  cercle  décrit.  Supposons  d'abord  le  mouvement  uni- 
forme ,  et  soit  me  (fig.  67)  un  arc  infiniment  petit  de 
circonférence,  décrit  pendant  un  temps  infiniment  petit6, 
par  un  mobile  dont  la  masse  est  égale  à  l'unité.  Pen- 
dant le  même  temps,  le  mobile  parcourrait,  sous  l'in- 
fluence seule  de  la  force  centripède  F,  l'espace  mb  d'un 
mouvement  uniformément  accéléré  ;  car  cette  force  agit 
avec  une  intensité  constante  pendant  le  temps  infini- 
ment petit  6.  On  aura  donc  wî6  ^=  7  F9*.  Or,  l'arc  me  se 

confondant  avec  sa  corde ,  on  a  m6  1=  wc  :  2  R  ;  de 
plus  ,  le  mouvement  étant  uniforme  ,  on  a  twc  :=  v  x  Ô ,  w 
étant  la  vitesse  du  mobile.  En  éliminant  me  et  mb  entre 
les  trois  égalités  ci-dessus,  il  vient  ¥  =  v*  :  R;  formule 
qui  donne  la  valeur  de  la  force  centripète,  ou  de  la  force 
centrifuge  qui  lui  est  égale. 

€  Nous  avons  supposé  la  masse  du  mobile  égale  à 
l'unité.  Si  cette  masse  est  m  ,  il  faudra  multiplier  le' se- 
cond membre  de  la  formule  par  m;  car  chaque  unité  de 
masse  du  mobile  tend  à  fuir  le  centre  avec  la  même 
énergie  ;  et  la  formule  devient 

(1)        p  =  »»^- 
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»  Cette  formule  contient  les  lois  énoncées  ci-dedsns. 
On  peut  la  mettre  sous  une  autre  forme.  SoitT  le  temps 
employé  par  le  mobile  à  parcourir  la  circonférence  en- 
tière, d'un  mouvement  uni  forme.  Ves^ce  2  icR  parcouru 
pendant  ce  temps  est  égal  kvT;  on  a  donc  27c  R=  oT. 
Portant  la  valeur  de  v  tirée  de  cette  égalité  dans  la  for- 
mule (1),  elle  devient. 

(2)  F  =  m— -. 

»  On  voit  donc  que,  lorsque  plusieurs  corps^de  mime 
masse  décrivent  pendant  le  même  temps  des  circonférences 
de  différent  rayon^  les  forces  centrifuges  sont  proportion- 
nelles aux  rayons  de  ces  circonférences. 

»  Supposons  maintenant  que  le  mouvement  circulaire 
ne  soit  pas  uniforme,  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  de- 
vra toujours  être  dans  le  plan  du  cercle^  sans  quoi  elle 
donnerait  une  composante  perpendiculaire  à  ce  plan  qui 
en  détournerait  le  mobile.  Supposons  cette  force  décom- 
posée à  chaque  instant  en  deux  autres^  Tune  suivant  le 
rayon,  Tautre  tangente  à  la  circonférence.  La  première 
n'a  pas  d'effet  pour  modifier  la  vitesse,  puisqu'elle  est 
perpendiculaire  à  sa  direction  ;  c'est  la  force  centripète 
F,  qui  sert  à  maintenir  le  mobile  sur  la  circonférence. 
L'autre  fait  varier  la  vitesse^  on  la  nomme  force  tangen- 
tielle^  elle  a  pour  mesure  la  masse  du  mobile  multipliée 
par  Taccélération  qu'elle  produirait  si  la  force  restait 
constante  pendant  l'unité  de  temps.  La  force  centripète 
et  la  force  centrifuge  qui  lui  est  égale  à  chaque  instant, 
sont  toujours  représentées  par  la  formule  F  =  mv*  =  R. 
Il  faut  remarquer  ici  que  la  vitesse  variant  d'un  moment 
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à  Tautre,  la  force  centripète  doit  varier  aussi  de  manière 
à  être  toujours  égale  à  la  force  centrifuge,  sans  cela  le 
mobile  quitterait  la  circonférence. 

0  La  formule  (2)  s  applique  au  cas  général  où  le  mo- 
bile parcourt  une  courbe  quelconque  ;  seulement  il  faut 
alors  remplacer  le  rayon  R  par  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  considéré  «  En  effet,  le  mobile  peut 
être  regardé  comme  parcourant  l'arc  commun  à  la 
courbe  et  à  son  cercle  osculateur  en  ce  point.  La  force 
centrifuge,  toujours  normale  à  la  courbe,  variera  d*in- 
tensité  avec  la  vitesse  et  le  rayon  de  courbure^  et  il  faudra 
que  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  ait  une  compo- 
sante centripète  qui  soit  égale  à  la  force  centrifuge  à  cha- 
que instant.  > 

On  sait  tous  les  efiTets  que  la  physique  attribue  à  la 
force  centrifuge. 

Diaprés  mes  critiques  précédentes,  on  comprend  que 
je  ne  puis  regarder  la  théorie  des  forces  centrifuge  et 
centripète  comme  rigoureuse. 

Poisson ,  dans  la  partie  de  son  Traité  de  Mécanique 
relative  à  la  détermination  des  effets  du  choc  des  corps 
de  forme  quelconque,  attribue  aux  mobiles  un  mouve- 
ment de  rotation ,  et  il  fait  entrer  cet  élément  dans  les 
équations  de  son  analyse.  L*on  peut  se  demander  :  1®  si 
le  mouvement  rotatoire  est  nécessaire  ;  2^^  qu'elle  en 
est  la  cause ,  comment  on  peut  lexpliquer,  quand  il  se 
produit,  dans  les  différents  cas. 

Théoriquement  du  moins ,  le  mouvement  rotatoire 
n*est  pas  nécessaire.  Supposons  qu'un  corps  de  forme 
quelconque  soit  lancé  dans  le  vide,  un  vide  absolu,  par 
une  seule  impulsion  rectiligne,  et  qu'aucune  autre  force 
n'agisse,  n'influe  sur  ce  mobile ,  il  sera  projeté  en  ligne 
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droite;  il  ne  tournera  pas  sur  lui-même,  il  n'aura  qu'un 
mouvement  de  translation. 

Mais  si  nous  plaçons  une  bille  sur  une  table  de  mar- 
bre, par  exemple,  et  donnons  à  cette  bille  une  seule 
impulsion  parallèlement  à  la  surface  de  la  table,  diamé- 
tralement à  la  bille  ou  un  peu  au-dessus  de  la  direction 
diamétrale,  ce  mobile  se  mouvra  en  tournant  sur  lui- 
même;  il  aura  simultanément  un  mouvement  de  trans- 
lation et  un  mouvement  de  rotation.  Pourquoi  cela? 
Pourquoi  la  bille  ne  glisse-t-elle  pas  sur  la  surface  du 
marbre  en  restant  toujours  en  contact  avec  elle  par  le 
même  point  de  sa  propre  surface?  Ce  phénomène  ne 
peut  s'expliquer  qu^au  moyen  de  la  pesanteur. 

Les  molécules  de  la  bille,  par  l'impulsion,  sont  d'abord 
animées  de  vitesses  inégales  -.celles  placées  dans  la  direc- 
tion de  l'impulsion  l'emportent,  sous  ce  rapport,  sur  les 
autres,  surtout  sur  les  molécules  qui  peuvent  toucher  la 
table  et  y  sont  plus  ou  moins  retenues  par  la  cohésion.  En 
même  temps ^  la  pesanteur  tend  continuellement  aies 
porter  vers  la  surface  de  la  table,  et^  opérant  ainsi  prin- 
cipalement sur  les  molécules  moins  comprimées,  plus 
libres,  situées  au  delà  du  centre  du  côté  opposé  au  point 
où  l'impulsion  a  eu  lieu,  leur  fait  décrire  une  courbe  et 
imprime  ainsi  un  mouvement  de  rotation  à  la  bille  ^  au 
moyen  de  la  cohésion  de  ses  molécules  et  de  son  élasticité. 

I^  courbe  décrite  alors  par  la  bille  un  peu  déformée 
doit  être  d'abord  irrégulière ,  mais  elle  se  régularise  par 
la  tendance  des  molécules  à  se  mettre  en  équUibre,  et  le 
mouvement  rotatoire  se  continue,  ayant,  pour  se  produire, 
la  vitesse  tangentielle  de  chaque  molécule  et  la  force  de 
cohésion  qui  est  exercée  sur  elle  et  dont  la  résultante  peut 
être  regardée  comme  normale  à  la  vitesse  tangentielle. 

20** 
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On  s'expliquerait  de  même  le  mouvement  rotatoire 
des  roues  d'une  charrette,  bien  que  ce  véhicule  soit  tiré 
en  avant  ou  poussé  par  derrière  en  droite  ligne,  hori- 
zontalement, parallèlement  au  chemin  qu'il  parcourt.  Les 
molécules  de  ses  roues  étant  inégalement  soumises  à 
cette  impulsion ,  et,  en  même  temps ,  sollicitées  par  la 
pesanteur ,  il  s*ensuit  un  mouvement  de  rotation  ana- 
logue à  celui  de  la  bille. 

Un  frottement  à  la  surface  de  la  bille  peut  aussi  déter- 
miner en  elle  un  mouvement  rotatoire  :  alors  ce  mou- 
vement résulte  de  la  vitesse  tangentielle  imprimée  par 
le  frottement»  de  la  cohésion  moléculaire  et  de  l'élasticité. 

On  admet ,  il  est  reconnu  qu'un  boulet  lancé  décrit 
une  courbe,  une  parabole,  et  ce  mouvement  doit  résulter 
de  la  pesanteur  du  boulet  et  de  la  force  de  projection 
qui  lui  est  imprimée.  On  admet  aussi  que  le  projectile 
tourne  sur  lui-même,  exécute  une  succession  de  mouve- 
ments rotatoires  pendant  son  trajet,  et,  pour  expliquer 
cet  effet,  il  faut  encore  attrtt)uer  un  rôle  à  la  pesanteur 
qui,  sous  ce  rapport,  opère  alors  sur  le  boulet  comme 
elle  opère  sur  la  bille  dans  le  premier  exemple  que  j'ai 
présenté,  avec  le  concours  de  la  cohésion  et  de  l'élasticité. 

Si  un  corps  tourne  sur  un  axe  fixe,  c'est  que  plusieurs 
de  ses  molécules  ont  reçu ,  dans  une  direction  excen- 
trique, une  impulsion  tendant  à  les  éloigner  de  l'axe 
fixe,  et  que  cet  axe  tend  au  contraire  à  les  retenir. 

Je  le  répète,  un  corps  qui  serait  de  forme  absolument 
invariable,  qui  ne  serait  pas  formé  de  parties  distinctes, 
séparées,  individuellement  mobiles,  ne  pourrait  avoir 
un  mouvement  de  rotation,  tourner  sur  lui-même.  Cou- 
séquemment,  les  parties  élémentaires  d'un  corps  ne 
peuvent  tourner  sur  elles-mêmes. 
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Dans  le  chapitre  où  je  traiterai  de  la  Mécanique 
céleste,  je  présenterai  une  hypothèse  qui  explique  le 
mouvement  de  rotation  du  soleil  et  des  planètes^  en 
même  temps  que  leur  mouvement  de  translation. 


CHAPITRE  XIII 


DU   PENDULE 

En  général»  on  définit  le  pendule  en  disant  que  c'est 
un  corps  solide»  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  qui 
ne  passe  pas  par  son  centre  de  gravité^  de  sorte  que 
si  la  position  du  corps  est  telle  que  la  verticale  qui  passe 
par  ce  centre  rencontre  Taxe  de  suspension,  le  corps  est 
en  équilibre»  et  que,  si  on  le  dérange  de  cette  position, 
il  exécute»  sous  Tinfluence  de  la  pesanteur»  de  part  et 
d^autre  de  la  position  d'équilibre»  des  mouvements  al- 
ternatifs. 

L'on  distingue  le  pendule  simple  et  le  pendule  com- 
posé. 

Le  premier»  purement  idéal»  consisterait  en  un  point 
matériel  pesant»  suspendu  à  un  point  fixe,  au  moyen 
d'un  fil  sans  masse  ni  poids,  inextensible  et  parfaite- 
ment flexible. 

Pour  établir  la  théorie  de  ce  pendule,  on  a  présenté  ce 
raisonnement  : 

oc  Soit  OÂ  (fig.  68)  un  pendule  simple  en  équilibre. 
Âmenons-le  dans  la  position  OB  ;  la  pesanteur  B^»  agis- 
sant en  B^  pourra  être  décomposée  en  deux  forces»  Tune 
suivant  le  prolongement  de  OB»  détruite  par  la  résis- 
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tance  du  fil  ;  Tautre  suivant  Bfr  perpendiculaire  à  OB,  qui 
tendrait  à  ramener  le  pendule  à  la  position  d'équilibre. 
Cette  dernière  composante  est  égale  à  g  sin  a,  en  appelant 
a  Tangle  BOA  =  6jB.  On  voit  qu'elle  diminue  avec  l'an- 
gle a,  c'est-à-dire  à  mesure  que  le  pendule  se  rapprocher 
de  la  position  d'équilibre  OA,  pour  laquelle  cette  com- 
posante est  nulle.  Le  mouvement  accéléré  qui  se  pro- 
duit est  donc  dû  à  une  force  continue,  mais  non  cons- 
tante. 

»  Arrivé  dans  la  position  verticale,  le  pendule  la  dé- 
passe en  vertu  de  la  vitesse  acquise^  et  remonte  de  A 
en  B'  avec  un  mouvement  retardé  ;  car  la  composante 
de  la  pesanteur  tangente  à  l'arc  décrit,  est  alors  dirigée 
en  sens  contraire  du  mouvement.  Gomme  tout  est  symé- 
trique de  part  et  d'autre  de  la  verticale,  cette  compo- 
sante diminue  la  vitesse  en  chaque  point  de  l'arc  AB' 
d'une  quantité  égale  à  celle  dont  elle  l'avait  augmenté 
aux  points  de  l'arc  BA  situés  à  égale  distance  du  point 
A  ;  de  sorte  que  la  vitesse  ne  sera  complètement  détruite 
que  l'orsque  le  pendule  aura  parcouru  Tare  AB'  égal  à 
ÂB.  Arrivé  en  B\  il  y  aura  un  moment  imperceptible 
de  repos^  après  lequel  le  pendule  retournera  sur  ses  pas 
pour  remonter  en  B,  revenir  de  nouveau  en  B',  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucune 
résistance.  > 

Chacun  des  mouvements  de  B  en  B'  ou  de  B'  en  B 
(même  figure)  s'appelle  une  oscillation.  On  nomme  am- 
plitiide  de  l'oscillation,  l'angle  BOB'  ou  l'arc  BAB'  qui  le 
mesure. 

On  admet  non-seulement  que  les  oscillations  résultant 
d'un  même  écart  primitif  s'accomplissent  dans  un  même 
temps^  sont  isochrones,  mais  encore  que  ce  temps  reste 
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encore  le  même  quand  on  change  l'amplitude ,  pourvu 
qu'elle  soit  infiniment  petite /pet  qu'il  reste  sensiblement 
le  même,  quand  l'amplitude  est  très-petite,  quand  elle 
est  de  trois  ou  quatre  degrés,  par  exemple. 
«.  Pour  se  rendre  compte  de  l'isochronisme  ,  on  suppose 
deux  amplitudes  appartenant  à  deux  pendules  égaux  et 
assez  petites  pour  qu'on  puisse  prendre  l'arc  pour  son 
sinus,  a  Supposons,  dit-on,  ces  amplitudes  différentes, 
doubles  l'une  de  l'autre^  par  exemple.  La  composante 
de  la  pesanteur  perpendiculaire  au  pendule  sera  a,  puis- 
que l'angle  a  se  confond  avec  sin.  a.  Divisons  les  deux 
amplitudes  en  un  nombre  égal  de  parties  infiniment 
petites,  telles  qu'on  puisse  les  considérer  comme  parcou- 
rues d'un  mouvement  uniforme.  Ces  parties  seront^  dans 
l'un  des  axes,  doubles  de  ce  qu'elles  sont  dans  l'autre; 
mais  les  composantes,  qui  sont  proportionnelles  à  a, 
c'est-à-dire  aux  distances  au  point  le  plus  bas  comptées 
sur  l'arc,  sont  aussi  doubles  pour  deux  subdivisions  de 
même  rang  ;  les  temps  employés  à  parcourir  d'un  mou- 
vement uniforme  ces  subdivisions  sont  donc  les  mêmes; 
et,  par  suite,  les  temps  employés  à  parcourir  l'amplitude 
entière.  > 

On  juge  que  les  propriétés  du  pendule,  dans  le  cas  de 
l'amplitude  infiniment  petite,  sont  renfermées  dans  la 
formule 

^    9 

dans  laquelle  t  représente  la  durée  de  l'oscillation ,  /  la 
longueur  du  pendule,  tt le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  égale  à  3,  1416,  et  ^  l'intensité  de  la  pesan- 
teur. D'après  cette  formule,  la  durée  de  l'oscillation  ne 
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dépend  pas  de  l'amplitude;  elle  est  proportionnelle  à  la 
racine  carrée  de  la  longueur  divisée  par  la  pesanteur. 

On  est  parvenu  à  cette  formule  par  divers  procédés , 
notamment  par  celui  que  je  vais  reproduire. 

On  a  d'abord  calculé  la  vitesse  du  point  B  (fig.  69)  à 
une  distance  donnée  Âm  =  ^  du  point  le  plus  bas. 
L*amplitude  étant  supposée  infiniment  petite^  on  a  conçu 
Tare  Bm  comme  se  confondant  avec  sa  corde ,  et  ju- 
geant que  le  mobile  arrive  en  m  avec  la  vitesse  qu'il  au- 
rait acquise  en  tombant  perpendiculairement  de  B  en 
Df  on  a  trouvé,  pour  Texpression  de  cette  vitesse, 


V=  y/2gXhD. 
D'autre  part,  on  a 

BD  =  6d  =  6A  — dA, 

et,  la  corde  étant  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre et  sa  projection  sur  le  diamètre,  on  a  aussi 

Am        0?"  .         a* 

en  désignant  par  a  Tare  AB.  La  valeur  de  V  devient 
donc 


V  =  y  5.(a«  —  X*);  et  pour  le  point  A,  V,  =«  Vî' 

en  posant  x:=o.  An  point  B^  on  a  o)  =  a,  d'où  V  =  o. 
Cela  posé,  prenons  sur  une  ligne  droite  une  longueur 
Bt  B\  (fig.  70)  égale  à  BAB'  (fig.  69)  ;  décrivons  une 
demi-circonférence  sur  cette  longueur  comme  diamètre, 
et  supposons  qu'un  mobile  parcoure  l'arc  A^  AB\  (fig.  70) 
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avec  une  vitesse  uniforme  \^=a  y  -|-.  La  projection  sur 

B^  B\  de  ce  mobile  possédera  un  mouvement  varié,  et 
la  vitesse  de  cette  projection,  aune  même  distance  œ  du 
point  Â,,  sera  égale  à  la  vitesse  du  pendule  sur  Tare 
BâB'  (fig.  69),  à  une  même  distance  x  du  point  A. 

<  Ene£Fet,  dit-on,  soit  M  une  position  du  mobile,  et 
m,  sa  projection  située  à  une  distance  m^A^  :=  a?  du 
point  milieu  Â^.  Pendant  que  le  mobile  parcourt  un 
espace  infiniment  petit  MM',  sa  projection  parcourt  pen- 
dant le  même  temps  l'espace  infiniment  petit  m^m^,  d'un 
mouvement  qui  doit  être  regardé  comme  uniforme,  le 
temps  étant  infiniment  petit.  La  vitesse  V^  du  mobile 
et  celle,  y,  de  sa  projection,  sont  donc  etftre  elles  comme 
les  espaces  MM'  et  m\m^  =  M  p  ;  on  a  donc 

y:W^  =  Mp  :  MM';  on  a  aussi  Mp  :   MM'  =  Mm, 


:  MA.  =  Va*  — 


.» . 


X  :  a, 


dans  les  triangles  semblables  M'pM,  Am^M  ;  a=  MA^ 
étant  la  demi-amplitude.  En  combinant  ces  deux  pro- 
portions, et  remplaçant  V^   par  sa  valeur  a  \^*  on 

trouvey  =  y i.  (a«_^«),  qui  est  précisément  la  vi- 
tesse du  pendule  a  une  distance  x  du  point  le  plus  bas. 
»  Le  temps  t  que  met  le  pendule  à  accomplir  une  os- 
cillation est  donc  égal  à  celui  que  met  la  projection  à 
aller  de  B^  en  B'^,  c'est-à-dire  au  temps  que  met  le 
mobile  considéré,  à  parcourir  l'arc  B'AB'^  avec  la  vitesse 
constante  V,.  Ce  temps  (,  sera  donné  par  la  formule  du 


—  347  — 

mouvement  uniforme  e  =.  vty  d'où  t  =  — .Or,  ici,  on  a 

e  =  ïT  a,  V  =  Vj  =  a  y  iL;  donc  t=  iç    V  ""  ' 

>  Quand  Tamplitude  n'est  pas  infiniment  petite^  mais 
seulement  très-petite,  la  durée  de  l'oscillation  augmente 
avec  l'amplitude,  et  on  démontre  en  mécanique  qu'elle 
est  donnée  approximativement  par  la  formule. 

i=.  Vr(l+isin«|-);ou(==.yi(l+^), 


g  'fr  a  •    jf  16 

en  prenant  Tare  à  la  place  de  son  sinus. > 

Le  pendule  composé,  comme  on  sait,  est  formé  d'un 
fil  supportant  une  masse  en  forme  de  lentille  pour  fen- 
dre plus  facilement  l'air.  La  suspension  est  formée  soit 
par  l'arête  légèrement  arrondie  d'un  prisme  en  acier, 
nommé  couteau ,  reposant  sur  un  plan  horizontal  en 
acier  ou  en  agathe,  soit  par  une  lame  métallique  très- 
flexible  qui  se  trouve  pincée  suivant  une  ligne  horizon- 
tale dans  une  sorte  d'étau  fixe. 

Toutes  ces  spéculations-là  ne  sont  point  rigoureuse- 
ment vraies  ;  car  l'infiniment  petit  est  chimérique ,  et , 
si  petit  que  soit  un  arc,  il  ne  peut  être  égal  à  son  sinus. 

Pour  expliquer  les  oscillations  du  pendule^  il  n'est 
point  exact ,  après  avoir  décomposé  la  pesanteur  'Rg  , 
agissant  en  B  (fig.  68)  en  deux  forces ,  l'une  suivant  le 
prolongement  de  OB,  l'autre  suivant  B6  perpendiculaire 
à  OB^  de  ne  tenir  aucun  compte  de  la  première,  en  la 
considérant  comme  détruite  par  la  résistance  du  fil,  du 
point  fixe.  Cette  composante  doit  avoir  quelque  part  dans 
l'action,  dans  le  phénomène;  elle  n*est  pas  détruite  par 
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le  point  fixe,  en  ce  sens  que  le  pendole  soit  libre,  comme 
le  serait  un  corps  soumis  ^  deux  forces  directement  op- 
posées. Seulement ,  le  fil  étant  supposé  absolument  inex- 
tensible, le  point  auquel  il  est  fixé  doit  empêcher  que  la 
composante  suivant  OB  puisse  l'entraîner  dans  sa  direc- 
tion. S'il  était  vrai  que  la  composante  suivant  OB  fût  ici 
de  nul  effet ,  il  s'ensuivrait  qu'on  pourrait ,  sans  rien 
changer ,  appliquer  une  force  qndconque  suivant  cette 
direction.  Or  je  ne  saurais  souscrire  à  une  conséquence 
si  étrange.  Je  crois,  au  contraire,  que  cette  force  pour- 
rait être  assez  considérable  pour  que  le  pendule  restât 
sensiblement  en  repos  dans  la  direction  dont  il  s'agit. 
Supposons  qu'il  soit  appliqué,  attaché  à  deux  points 
fixes,  au  point  de  suspension  0  et  au  point  B.  Dans 
l'hypothèse  où  les  corps  sont  des  composés  de  molécules 
à  distance  les  unes  des  autres ,  retenues  par  leur  cohé- 
sion mutuelle ,  le  pendule  ne  serait  attaché  aux  deux 
points  fixes  que  par  la  cohésion,  qu'en  ce  sens  que  les 
molécules  4e  ses  extrémités  seraient  retenues  à  leur 
place  par  la  cohésion  ou  attraction  existante  entre  elles  et 
les  molécules  des  points  fixes.  Or  cette  cohésion  ou  attrac- 
tion doitpouvoir  être  remplacée  par  une  force  égale  agissant 
dans  le  même  sens.  Si  donc  le  pendule,  déjà  retenu  par  un 
point  fixe  de  suspension,  recevait,  dans  la  direction  OB, 
une  impulsion  ou  une  attraction  tendant  à  Téloigner  du 
point  de  suspension,  rien  n'empêcherait  de  supposer 
cette  force  assez  grande  pour  le  fixer  sur  OB,  comme  si 
son  extrémité  Â  était  retenue  par  un  point  fixe;  et,  si 
elle  n'était  pas  assez  grande  pour  cela,  elle  tendrait  tou- 
jours plus  ou  moins  à  retarder  le  mouvement  que  toute 
autre  force  tendrait  à  lui  donner  dans  une  autre  direc- 
tion. 
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Même,  dans  le  cas  impossible  du  pendule  simple ,  où 
le  fil  est  supposé  sans  massé  ni  poids ,  le  point  matériel 
qui  lui  serait  attaché  et  qui  constituerait  le  poids  pour- 
rait être  soumis  à  une  force,  soit  d'impulsion  ,  soit 
d'attraction,  telle  qu'il  resterait  sensiblement  en  repos, 
fixé  au  point  B  ,  comme  je  viens  de  l'expliquer,  et  une 
force  quelconque,  dans  la  môme  direction  OB,  devrait 
logiquement  avoir  quelque  influence  sur  le  mouvement 
qu'il  prendrait ,  s'il  pouvait  en  avoir  un  en  ce  cas. 

Au  reste  ,  supposer  que  le  fil  est  absolument  inexten- 
sible, c'est  lui  enlever  la  faculté  de  tourner  sur  le  point 
fixe  auquel  il  est  suspendu.  Un  fil  inextensible  ne  sau- 
rait être  flexible.  Pour  être  flexible  ,  il  devrait  être  com- 
posé de  parties  à  distance  les  unes  des  autres,  et,  eq^ce 
cas  ,  il  ne  serait  pas  inextensible.  Son  inextensibilité 
supposée  exclut  la  rotation ,  le  mouvement  oscillatoire 
qu'on  attribue  au  pendule. 

En  réalité,  le  fil  d'un  pendule  n'est  point  inextensi- 
ble ,  et  c'est  ce  qui  explique  qu'il  puisse  osciller  autour 
de  l'axe  de  suspension.  Quand  le  pendule  est  éloigné  de 
la  position  de  repos  OA  ,  lorsqu'il  est  en  OB ,  par  exem- 
ple (fig.  68) ,  pour  concevoir  qu'il  puisse  revenir  dans  la 
position  OA ,  il  faut  admettre  que  le  fil  s'allonge  et  se 
courbe  par  l'effet  de  la  traction  opérée  par  le  poids , 
c'est-à-dire  dans  le  sens  normal.  Il  n'y  a  pas  vraiment 
lieu  de  décomposer  cette  force  normale  en  deux  autres, 
comme  on  le  fait ,  car  il  faudrait  toujours  venir  à  attri- 
buer une  part  d'action  à  toutes  les  composantes  qu'on 
y  concevrait. 

Lorsque' le  pendule  est  dans  la  situation  normale, 
c*est-à-dire  au  point  le  plus  bas  de  sa  rotation,  c'est  le 
moment  où  le  poids  agit  le  plus  sur  lui,  et  où«  par  suite. 
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il  doit  être  le  plus  capable  de  résister  à  l'impulsion  qui 
lui  serait  donnée  dans  un  autre  sens  que  de  haut  en  bas. 
Au  contraire,  quand  le  pendule  est  dans  une  autre  posi- 
tion, le  poids  tend  à  le  faire  revenir  à  la  position  verti- 
cale, et  il  est  visible  que  plus  le  poids  sera  fort,  plus  sera 
grande  la  tendance  du  pendule  à  y  revenir;  tandis  que, 
au  contraire,  plus  sera  grande  sa  tendance  à  rester  dans 
la  position  verticale  quand  il  y  sera  en  repos. 

On  voit  que  les  expériences  du  pendule,  au  moyen 
desquelles  on  a  prétendu  démontrer  que  la  réaction  est 
toujours  égale  à  l'action,  dans  le  choc  des  corps,  ne  peu- 
vent être  concluantes;  et  j'ai  montré  précédemment  que, 
théoriquement,  cette  égalité,  supposée  absolue,  n'est  pas 
admissible. 

On  admet  ce  qu'on  appelle  le  centre  (T oscillation  ;  on 
a  dit  : 

«  Les  points  du  pendufe  composé  les  plus  rapprochés 
de  Taxe  de  suspension,  tendant  à  osciller  plus  vite  que 
ceux  qui  en  sont  plus  éloignés,  le  mouvement  commun 
de  tous  ces  points  sera  intermédiaire  entre  celui  qui 
convient  aux  plus  rapprochés  et  celui  qui  convient  aux 
plus  éloignés  de  l'axe;  de  sorte  que  les  premiers  oscil- 
lent plus  lentement ,  et  les  derniers  plus  rapidement 
que  s'ils  étaient  libres.  De  plus  le  ralentissement  du 
mouvement  des  uns,  et  l'accélération  de  celui  des  au- 
tres, sont  d'autant  moins  marqués  que  ces  points  sont 
plus  éloignés  des  deux  extrémités.  Il  y  a  donc  entre  les 
points  qui  oscillent  trop  vite  et  ceux  qui  oscillent  trop 
lentement  une  ligne  droite  parallèle  à  Taxe,  où  se  fera 
le  rpassage  des  uns  aux  autres,  et  dont  tous  les  points 
oscillent  comme  s'ils  étaient  libres.  Cette  droite  se 
nomme  axe  (T oscillation;  le  point  où  elle  coupe  le  plan 
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vertical  perpendiculaire  à  Taxe  de  suspension  passant 
par  le  centre  de  gravité  du  pendule  s'appelle  centre 
d'oscillation ,  et  la  distance  de  l'axe  d'oscillation  à  Taxe 
de  suspension,  longueur  cV oscillation.  »  L'on  en  a  conclu 
qu'un  pendule  composé  est  synchrone  avec  le  pendule 
simple  dont  la  longueur  serait  égale  à  la  longueur  d'os- 
cillation ;  qu'ainsi  on  peut  appliquer  la  formule  du  pen- 
dule simple  au  pendule  composé ,  en  y  mettant  à  la 
place  de  / ,  la  longueur  d'oscillation. 

Je  ne  regarde  point  comme  exacte  •  comme  rigou- 
reuse ,  cette  spéculation  sur  l'axe  et  le  centre  d'oscilla- 
tion ;  je  conteste  le  raisonnement  que  je  viens  de  repro- 
duire ,  et  je  ne  vois  pas  qu'il  doive  y  avoir  dans  le 
pendule  composé  un  point  central  qui  oscille  exacte- 
ment comme  s'il  était  libre. 

La  haute  analyse  s'est  appliquée  à  la  détermination 
des  principes  et  de  la  formule  du  pendule  ;  mais  je  ne 
vois  pas  l'utilité  de  reproduire  ici  ces  calculs.  Là  aussi, 
Ton  conçoit  la  pesanteur  comme  entièrement  détruite 
par  le  point  de  suspension  lorsque  le  pendule  est  verti- 
cal, et  comme  décomposé,  dans  les  autres  positions,  en 
deux  forces,  l'une  sur  le  prolongement  du  pendule ,  qui 
serait  totalement  détruite  par  la  résistance  du  fil  ou 
pojnt  fixe,  et  l'autre  suivant  une  perpendiculaire  au  pen- 
dule. 

Au  reste,  cette  analyse  ne  peut  être  exacte,  car  on  y 

considère  une  courbe  comme  formée  de  droites  infini- 
ment petites,  certaines  aires  comme  des  infiniments  pe- 
tits du  second  ordre,  qu'on  néglige  à  ce  titre;  on  y 
regarde  des  aires  curvilignes  comme  des  triangles  rec- 

tilignes,  à  cause  de  leur  petitesse. 
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CHAPITRE  XIV 


DE    l'hydrostatique 


L'hydrostatique  est  généralement  définie  :  la  partie 
de  la  statique  qui  traite  de  l'équilibre  des  fluides.  Un 
fluide  y  est  regardé  comme  un  amas  ou  assemblage  de 
points  matériels»  de  molécules  cédant  au  moindre  effort 
tendant  à  les  séparer  les  unes  les  autres.  Les  fluides  ap- 
prochent plus  ou  moins  de  cet  état  ;  il  existe  entre  leurs 
molécules  une  certaine  adhérence,  qu'on  nomme  viscosité 
et  qui  s'oppose  plus  ou  moins  à  leur  séparation,  maison 
admet  que  l'on  peut  généralement  sans  erreur  sensible 
ne  pas  tenir  compte  de  cet  obstacle  dans  l'application  des 
lois  de  féquilibre  auxquelles  on  est  parvenu. 

On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  les  liquides  et  les 
gaz  ou  fluides  aéri formes.  L'air  et  les  gaz  sont  des  fluides 
permanents  par  opposition  aux  vapeurs,  mais  on  pense 
qu'ils  pourraient  être  liquéfiés  par  une  très-grande  pres- 
sion ou  par  un  très-grand  refroidissement ,  ce  qui 
d'ailleurs  a  été  vérifié  pour  plusieurs  d'entre  eux.  Les 
fluides  aériformes  sont  compressibles  et  doués  d'une 
très-grande  élasticité,  et,  à  ce  point  de  vue,  on  les 
nomme  aussi  fluides  élastiques.  Les  liquides,  ne  se  corn- 
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primant  sensiblement  que  sous  des  pressions  très-con- 
sidérablesy  sont  aussi  nommés  fluides  incompressibles, 

II  est  admis  que  quand  un  fluide  contenu  dans  un  vase 
ouvert  ou  fermé  de  toutes  parts  est  en  équilibre  sous 
l'action  de  forces  quelconques  »  il  exerce  une  pression 
sur  chaque  portion  des  parois  du  vase  qui  le  contient,  et 
que  cette  pression  peut  varier  d'un  point  à  un  autre. 
Or^  pour  la  définir  et  la  mesurer,  on  considère  un  point 
M  de  la  surface  du  vase  et  une  portion  infiniment  petite  &> 
de  cette  surface  comprenant  ce  point  M.  Le  fluide  ,  dit- 
on,  exerce  sur  cette  petite  surface  &>  certaines  actions  dont 
la  résultante  peut  être  représentée  par  fco,  si  Ton  imagine 
une  aire  plane  égale  à  Tiinité  de  surface  et  dont  tous  les 
élémei:\|3  égaux  à  co  supportent  la  même  pression  que  tù. 
La  quantité  p  est  ce  qu'on  appelle  la  pression  du  point  M. 
On  dit  encore  que  la  pression  au  point  M  est  la  limite 
du  rapport  de  la  pression  exercée  sur  l'élément  co  qui 
comprend  le  point  M  à  l'aire  co ,  quand  cette  aire  &> 
tend  vers  zéro  en  comprenant  toujours  le  point  M. 

On  attribue  aux  fluides  la  faculté  de  transmettre  éga- 
lement, en  tous  sens,  les  pressions  exercées  à  leurs  sur 
faces.  Supposons,  par  exemple,  qu'un  vase  prismatique 
droit  et  posé  sur  un  plan  horizontal,  dont  ABCD  (fig.  71) 
représente  une  section  verticale ,  soit  rempli  d'eau  jus- 
qu'en EF,  et  qu'on  recouvre  cette  eau  d'un  piston  hori- 
zontal fermant  exactement  le  vase.  Faisons  abstraction 
de  la  pesanteur  de  l'eau ,  de  sorte  que  ce  fluide  n'exerce 
par  lui-même  aucune  pression  sur  les  parois  du  vase, 
et  posons  sur  le  piston  un  poids  donné  P,  y  compris  le 
poids  du  piston.  On  dit  que  la  base  horizontale  du  pris- 
me sera  pressée  de  la  même  manière  que  si  le  poids  P 
était  posé  immédiatement  sur  cette  base,  et  qu'il  fût  dis- 
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tribué  uniformément  sur  toute  son  étendue;  que  tous 
ses  points  éprouveront  des  pressions  verticales  égales 
entre  elles  ;  qu'ainsi  la  pression  qui  en  résultera,  pour 
une  portion  quelconque  a  de  cette  base,  sera  proportion- 
nelle à  a,  et  qu'elle  équivaudra  à  une  force  verticale  ap- 
pliquée au  centre  de  gravité  de  Taire  a  et  exprimée  par 

Pa 

— ,  en  désignant  par  a  l'aire  de  la  base  du  prisme,  qui 

est  aussi  celle  de  la  base  du  piston  en  contact  avec  le  li- 
quide. Or,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en 
tous  sens^  la  pression  que  le  poids  P  exerce  à  la  partie 
supérieure  de  l'eau  se  transmet^  par  l'intermédiaire  du 
fluide,  non-seulement  sur  la  base  du  vase,  mais  eticore 
sur  ses  faces  latérales,  tous  les  points  étant,  dit-on, 
également  pressés  dans  des  directions  perpendiculaires 
aux  parois,  et  une  aire  a,  prise  sur  une  des  faces  latérales 

Pa 

du  prisme,  éprouvant  la  même  pression  —  que  si  elle 

faisait  partie  de  sa  base  horizontale. 

Quelle  que  soitla  forme  du  vase,  s'il  estfermé  de  toutes 
parts  et  fixement  attaché,  et  qu'il  soit  rempli  exacte- 
ment d'un  liquide  supposé  sans  pesanteur  ;  si  l'on  en- 
lève une  face  de  ce  vase  et  qu'on  la  remplace  par  un 
piston  auquel  on  applique  une  force  donnée  P  perpendi- 
culaire à  la  surface  du  liquide  adjacent,  le  vase  et  le  li- 
quide demeureront  en  repos,  et,  d'après  le  principe 
dont  il  s'agit,  l'on  admet  que  la  pre^ion  exercée  par  la 
force  P  sur  la  surface  adjacente  se  transmet,  par  l'inter- 
médiaire du  liquide^  sur  toutes  les  faces  du  vase  ;  que 
tous  les  points  du  vase,  en  y  comprenant  les  points  de  la 
base  du  piston^  seront  également  pressés  de  dedans  en 
dehors  suivant  les  directions  perpendiculaires  aux  parois; 
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et  que  relativement  à  une  aire  a ,  prise  sur  une  de  ces 
parois  ,  eu  sur  la  surface  du  piston^  la  pression  sera  une 
force  perpendiculaire  à  son  plan,  appliquée  à  son  centre 

Pa 

de  gravité  et  égale  à  —  ,  a  étant  l'aire  entière  de  la  base 

du  piston,  en  contact  avec  le  liquide. 

Ou  professe  que  cette  pression  s'exerce  de  la  même 
manière  dans  l'intérieur  du  liquide  ;  que,  si  l'on  y  con- 
sidère une  portion  intérieure  du  liquide  terminée  par  des 
surfaces  planes,  ou  un  polyèdre  solide  qui  y  soit  plongé, 
chaque  partie  a  de  l'une  des  faces  éprouvera  aussi  de 

Pa 

dehors  en  dedans  la  pression  normale  égale  à  —  ;  et  si 

l'on  considère  une  surface  infiniment  petite  co  passant 
par  un  point  M  pris  à  volonté  dans  le  fluide,  la  pression 
exercée  par  le  fluide  sur  chaque  face  de  l'élément  w  sera 
toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  position  que  Ton 
donne  à  l'élément  o),  en  le  faisant  tourner  autour  du 
point  M. 

Pour  démontrer  ce  principe,  on  a  raisonne  ainsi; 

«  Faisons  passer  par  le  point  M  (fig.  72)  deux  plans 
quelconques;  prenons  sur  leur  intersection  une  longueur 
MN  très-petite,  et  menons  dans  ces  plans  perpendiculai- 
rement à  leur  intersection  les  quatre  droites  MI,  NK, 
MI',  NK'  égales  à  la  longueur  MN.  Il  s'agit  do  démontrer 
l'égalité  des  pressions  p  et/)'  rapportées  à  l'unité  de  sur- 
face que  le  fluide  exerce  sur  les  surfaces  planes  égales 
MIKN,  MI'K'N.  ^ 

»  La  masse  fluide  contenue  dans  le  prisme  droit 
MIl'NKK'  sera  encore  en  équilibre  si  on  la  suppose  soli- 
difiée. Les  pressions  que  le  fluide  extérieur  exerce  con- 
tre les  cinq  faces  de  ce  prisme,  perpendiculairement  à 
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ces  faces,  font  équilibre  aux  forces  (analogues  à  la  pe- 
santeur) qui  sollicitent  toutes  les  molécules  intérieures. 
Donc  la  somme  de  leurs  composantes  parallèles  à  un 
axe  quelconque  est  nulle. 

»  Menons  par  le  point  M  un  axe  ML  parallèle  à  la 
droite  II'.  Le  fluide  exerce  sur  les  deux  surfaces  planes 
MIKN  et  MrK^,  que  nous  désignerons  par  co  et  co'  et  qui 
sont  égales,  des  pressions  pt»^,  pV  dont  les  composantes 
suivant  Taxe  ML  sont  pw  cos  a  et  pV  cos  a  ;  a  et  a'  dési- 
gnant les  angles  que  les  normales  à  ces  deux  plans  bu 
aux  droites  MI,  MF  font  avec  ML.  Ces  angles  sont  sup- 
pléments Tun  de  l'autre.  Les  pressions  normales  aux 
autres  faces  MIT,  NKK'  et  IKK'l'  ont  leurs  directions  per- 
pendiculaires à  ML,  et  par  conséquent  ne  donnent  pas 
de  composantes  suivant  cette  droite.  Quant  aux  forces 
qui  agissent  sur  les  molécules  intérieures^  si  Ton  dési- 
gne par  X  la  somme  de  leurs  composantes  parallèles  à 
ML,  la  somme  de  toutes  ces  composantes  devant  être 
nulle,  on  a 

jtxocosa+pw'cosa'  -|-X=o 


ou 


X 

(•)  (P  —  /^COSaH =  0, 

co 


à  cause  de 


Oi 


=  Ci)',   cos  0L= cos  CL, 


)>  Si  la  longueur  MN  diminue  indéfiniment,  «>  décroit 
comme  le  carré  de  MN  et  X  décroît  à  très-peu  près 
comme  le  volume  du  prisme  ou  proportionnellemebt  au 
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cube  de  MN.  Donc —  tend  vers  zéro;  d'ailleurs  cos  a 

est  constant.  Donc  p  et  p'  tendent  vers  l'égalité  quand 
les  surfaces  (o  et  o)'  tendent  vers  zéro.  D'ailleurs  cos  a 
est  constant;  les  valeurs  de  />  =  p'  tendent  vers  des 
limites  déterminées  qui,  d'après  l'équation,  doivent  être 
égales  ;  de  sorte  qu'on  ap  =p',  quand  les  surfaces  égales 
oj,  (s/  deviennent  infiniment  petites.  » 

Si  le  liquide  est  plus  ou  moins  visqueux,  on  admet 
encore  la  propriété  de  presser  également  en  tous  sens. 
On  professe  que  la  pression  ne  se  transmet  pas  latéra- 
lement avec  la  même  rapidité  que  suivant  la  direction 
même  de  la  force  P  ;  mais  qu'après  un  temps  conve- 
nable, la  pression  latérale  devient  égale  à  la  pression 
directe,  et  que  c'est  à  cet  instant  qu'il  faut  considérer 
l'équilibre  du  liquide. 

Si  le  liquide  contenu  dans  un  vase  est  considéré 
comme  pesant,  il  doit,  dit-on,  transmettre  les  pressions 
exercées  à  sa  surface,  de  la  même  manière  que  s'il  était 
dénué  de  pesanteur,  mais  il  exerce  en  outre  sur  les  pa- 
rois du  vase  une  pression  due  à  son  poids  et  variable 
d'un  point  à  un  autre.  On  décide  qu'il  en  est  de  même 
à  regard  d'un  liquide  dont  les  points  sont  sollicités  par 
la  pesanteur  et  par  d'autres  forces  données^  et  qui  de- 
meure en  équilibre  dans  un  vase.  Si  les  parois  du  vase 
sont  nécessaires  à  l'équilibre,  en  sorte  qu'on  n'y  puisse 
pas  faire  une  ouverture  sans  que  le  liquide  ne  s'échappe 
aussitôt,  on  en  conclut  que  les  parois  éprouvent,  en 
chaque  point,  une  pression  particulière,  dirigée  de  de- 
dans en  dehors,  suivant  une  normale  à  la  surface  du 
vase;  car,  dit-on,  ce  n'est  que  suivant  cette  direction 
qu'une  surface  peut  empêcher  de  se  mouvoir  un  point 
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matériel  en  contact  avec  elle,  et  déterminer^  par  sa  ré- 
sistance, la  force  motrice  de  ce  mobile. 

L'on  ajoute  que  la  même  chose  a  lieu  dans  Tintérieur 
du  liquide,  soit  sur  des  portions  du  liquide  même,  soit 
sur  des  corps  qui  y  sont  plongés.  La  pression  en  un 
point  quelconque  est,  d'après  cela,  une  quantité  inconnue 
qui  dépend  de  la  position  de  ce  point  et  des  forces  mo- 
trices appliquées  au  fluide.  Changeant,  en  général,  d'un 
point  à- un  autre^  on  ne  la  suppose  rigoureusement  con- 
stante que  dans  une  étendue  infiniment  petite;  or,  pour 
mesurer  la  pression  exercée  sur  un  élément  déterminé 
d'une  surface,  on  conçoit  une  aire  plane,  que  l'on  prend 
pour  unité  ,  et  qui  éprouve  dans  toute  son  étendue  ia 
même  pression  que  cet  élément  :  p  étant  la  pression 
totale  que  cette  aire  supporte,  et  w  l'étendue  infiniment 
petite  de  cet  élément,  le  produit  pw  est  la  pression  cor- 
respondante de  cet  élément  et  normale  à  la  surface  dont 
il  fait  partie  ;  le  coeflîcient  p  est  une  fonction  des  coor- 
données de  ce  même  élément,  que  l'on  appelle  la  pres- 
sion rapportée  à  Vunité  de  surface. 

L'on  admet  que  le  principe  d'égalité  de  pression  en 
tous  sens  convient  aux  fluides  élastiques  comme  aux 
liquides;  mais  que,  relativement  aux  premiers,  il  n'est 
pas  nécessaire  que  des  forces  motrices  agissent  sur  leurs 
molécules ,  ou  que  des  pressions  soient  exercées  sur 
leurs  surfaces  pour  qu'ils  pressent  eux-mêmes  les  parois 
des  vases  qui  les  contiennent;  que,  pour  cela»  leur 
élasticité  sufiit,  parce  que,  en  vertu  de  leur  élasticité, 
ces  fluides  font  continuellement  effort  pour  occuper  un 
plus  grand  volume  ;  qu'ainsi ,  en  supposant  qu'une 
masse  d'air ,  d'un  gaz  ou  d'une  vapeur  soit  contenue 
dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts,   et  qu'on  fasse 
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abstraction  de  la  pesanteur  du  fluide,  les  parois  du  vase 
éprouveront  des  pressions  égales  en  tous  leurs  points^  et 
dirigées  de  dedans  en  dehors ,  suivant  les  normales  à 
ces  parois. 

Pour  traiter  la  question  de  l'équilibre  des  fluides  de 
la  manière  la  plus  générale,  on  a  raisonné  ainsi  : 

a  Considérons  une  masse  fluide  ABCD  (fig.  73)  homo- 
gène ou  hétérogène,  compressible  ou  incompressible, 
dont  tous  les  points  matériels  sont  sollicités  par  des 
forces  données,  et  proposons-nous  d'exprimer  par  des 
équations  les  conditions  de  son  équilibre. 

»  Soient  Xj  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
m  de  cette  masse,  parallèles  aux  axes  rectangulaires 
Oj?,  Oy,  Oz  ;  nous  supposerons ,  pour  fixer  les  idées,  le 
plan  des  a?  et  y  horizontal,  l'axe  Oz  dirigé  dans  le  sens 
de  la  pesanteur ,  et  la  masse  ABCD  comprise  au-des- 
sous du  plan  des  ^  et  y ,  dans  l'angle  trièdre  des  trois 
plans  des  coordonnées  positives.  Partageons  la  masse 
fluide  en  parties  que  nous  traiterons  comme  des  élé- 
ments infiniment  petits  ;  supposons  ces  éléments  compris 
entre  des  plans  infiniment  rapprochés  l'un  de  l'autre 
et  parallèles  à  ceux  des  coordonnées  ;  de  sorte  que  ces 
éléments  soient  des  parallélipipèdes  rectangles,  dont  les 
côtés  adjacents  seront  parallèles  aux  axes  et  égaux  aux 
différentielles  des  coordonnées  :  les  deux  bases  horizon- 
tales de  celui  qui  répond^au  point  quelconque  w,  et  qui 
est  représenté  dans  la  figure,  seront  égales  à  dxily\  il 
aura  dz  pour  sa  hauteur  verticale  me  et  dxdydz  pour  son 
volume. 

»  En  appelant  p,  la  densité  du  fluide  en  ce  point  m,  et 
désignant  par  dm  l'élément  différentiel  de  la  masse  cor- 
respondant à  ce  même  point,  on  aura  donc 
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dm  =  fdxdydz. 

M  Le  facteur  p  sera  une  quantité  constante  dans  les 
liquides  homogènes^  abstraction  faite  des  petites  com- 
pressions qu'ils  éprouveront  et  qui  pourront  être  inégales 
en  des  points  différents  ;  p  sera  une  fonction  connue  ou 
inconnue  des  coordonnées  x,  y,  z  dans  les  liquides  hétéro- 
gènes ,  et  dans  les  fluides  élastiques  qui  ne  seront  pas 
partout  également  comprimés. 

»  Soient  aussi  Xdm^  YdrUy  Zdm  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  des  x,  y^  z  de  la  force  motrice  donnée  qui 
agit  sur  l'élément  dm,  de  sorte  que  X,  Y,  Z,  soient  les 
composantes  de  cette  force  rapportée  à  l'unité  de  masse, 
ou  de  la  force  accélératrice  relative  au  point  m.  Chacune 
de  ces  trois  quantités  sera  une  fonction  de  x^  y,  z^  dont 
on  regardera  les  valeurs  comme  positives  ou  comme 
négatives,  selon  que  la  force  qu'elle  représente  tendra 
à  augmenter  ou  à  diminuer  la  coordonnée  à  laquelle  elle 
est  parallèle.  L'élément  dm  sera ,  en  outre  ,  pressé  de 
dehors  en  dedans  sur  ses  six  faces,  parle  fluide  environ- 
nant ;  et  pour  qu'il  demeure  en  repos ,  ces  pressions 
extérieures  devront  faire  équilibre  aux  forces  intérieures 
Xtfm,  Y  dm,  Zdm. 

»  Cela  étant,  désignons  par  pdxdy^  la  pression  ver- 
ticale  qui  s'exerce  sur  la  base  supérieure  dxdy ,  dans  le 
sens  de  la  pesanteur,  de  manière  que  p  exprime  la  pres- 
sion rapportée  à  l'unité  de  surface,  qui  répond  à  cette 
base  infiniment  petite.  Cette  quantité  p  sera  une  fonction 
inconnue  des  coordonnées  05,  j/,  z;  au  point  M',  dont  les 
coordonnées  sont  x,  j/,  2  +  dz^  elle  deviendra  p -4- 

j-dz,  et  elle  exprimera  la  pression  verticale,  rapportée 
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à  Tunité  de  surface  et  relative  à  la  base  inférieure  de  dm. 
Cette  seconde  base  éprouvera  donc,  dans  le  sens  de  la 

pesanteur,  une  pression  égale  à  (p  -t-  ~-  dz)  dxdy  ;  la 

dz 

résistance  du  fluide  sur  lequel  Télément  dm  est  appuyé, 

sera  une  force  égale  et  contraire  à  cette  pression  ;  en 

sorte  que  cet  élément  sera  poussé  verticalement  par  les 

dj) 
deux  forces  contraires  pdxdy  et  {p  +       dz)  cExety ,  ou  par 

dz 

une  force  égale  à  leur  différence  -j-  dxdydz  et  dirigée 

du  bas  en  haut.  Or,  pour  que  cet  élément  dm  ne  s^élève 
ni  ne  s'abaisse^  il  faudra  que  cette  force  soit  égale  à 
la  composante  verticale  Zrfm  de  la  force  motrice,  qui  agit 
dans  le  sens  opposé;  par  conséquent  on  aura  d*abord 

dp 

—  dxdydz^=.lLdm. 

dz 

On  trouvera  de  même  les  équations 

do  df 

—  dxdydz  =  Y  dm ,  j^  dxdydz  =  Xdm, 

qui  seront  nécessaires  pour  que  l'élément  (im  ne  se  meuve 
ni  dans  le  sens  des  y,  ni  dans  le  sens  des  x,  et  dans 
lesquelles  9  et  r  représentent  les  pressions  rapportées  à 
l'unité  de  surface,  qui  répondent  aux  faces  de  dm^  paral- 
lèles aux  plans  des  â?  et  js  et  des  y  et  z,  ei  les  plus  voi- 
sines de  ces  plans.  En  substituant,  dans  ces  trois  équa- 
tions, la  valeur  précédente  de  dm.  et  supprimant  le  fac- 
teur commun  dxdydz^  elles  deviennent 
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Ces  spéculations  de  l'hydrostatique  que  je  viens  de 
reproduire  ne  sont  pas  rationnelles  à  divers  points 
de  vue. 

Premièrement.  L'on  ne  peut  admettre  dans  un  espace 
fini  une  infinité  de  parties  égales,  si  petites  qu'elles  soient: 
riufiniment  petit  est  inadmissible  ^  et  pourtant  Ton  en 
use  largement  dans  les  analyses  dont  il  s'agit. 

Secondement.  Le  principe,  que  la  pression  exercée  sur 
un  fluide  se  transmet  dans  tous  les  sens,  de  manière 
qu'elle  s'exerce  également  sur  les  parois  d'un  vase  con- 
tenant ce  fluide,  n'est  point  rigoureusement  établi.  Sans 
doute,  dans  la  réalité ,  il  y  a  quelque  différence,  des 
inégalités  entre  les  pressions  produites  alors  sur  les 
diverses  parois.  Pour  le  voir,  il  suffit  de  se  reporter  à  ce 
que  j'ai  dit  sur  la  constitution  des  corps. 

Troisièmement.  A  vrai  dire,  les  liquides  ne  sont  pas 
incompressibles  ;  ils  doivent  être  plus  ou  moins  corn- 
|)ressibles  ;  autrement,  étant  formés  de  molécules  à  dis- 
lance les  unes  des  autres,  je  ne  m'expliquerais  pas  que 
leurs  poids  soienten  raison  de  leurs  quantités  de  matière, 
de  leurs  masses.  Cela  se  conçoit,  au  contraire,  si  leurs 
molécules  peuvent  cesser  de  garder  entre  elles  la  même 
dislance,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  en  traitant  de  la  gra- 
vité et  du  poids  des  corps.  Dans  le  cas  d'un  liquide  placé 
dans  un  vase,  les  molécules  de  ce  liquide,  par  l'effet 
de  la  pesanteur,  sont  un  peu  plus  rapprochées  les  unes 
des  autres  vers  la  base  inférieure  du  vase  que  vers  sa 
partie  supérieure. 

A  un  autre  point  de  vue,  il  faut  bien  que  les  liquides 
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soient  plus  ou  moins  compressibles.  On  admet,  en  effet, 
que  la  pression  d'un  liquide  se  transmet,  même  latéra- 
lement à  la  direction  de  la  pression,  aux  parois  du  \ase 
qui  le  contient.  Or  cela  serait  incompréhensible,  dans 
l'hypothèse  d'une  incompressibilité  absolue.  Supposons 
qu'un  liquide  contenu  dans  un  vase  cylindrique  ou  pris- 
matique soit  comprimé  à  sa  surface  par  un  piston  fer- 
mant hermétiquement  le  vase  ,  et  animé  d'une  force  P 
dirigée  perpendiculairement  à  la  surface  pressée.  Si  le 
liquide  est  supposé  incompressible,  on  conçoit  encore 
que  la  pression  se  transmette  suivant  la  direction  de  P  ; 
mais  il  n'est  pas  concevable  que^  dans  la  même  hypo- 
thèse, la  pression  soit  transmise  aux  parois  latérales  du 
vase. 

On  a  voulu  démontrer  que  les  trois  quantités  p,  7,  r, 
qui  figurent  dans  les  équations  (1),  doivent  être  égales 
entre  elles,  qu'il  ne  peut  exister  entre  elles  qu'une  difle- 
rence  infiniment  petite,  négligeable  dans  ces  équa- 
tions. 

a  En  effet,  a-t-on  dit,  la  pression  que  le  fluide  envi- 
ronnant exerce  sur  chacune  des  faces  du  parallélipipède 
dxdydz,  se  transmet  sur  les  autres  faces,  par  l'inter- 
médiaire du  fluiJe,  dont  l'élément  dm  est  composé;  cette 
transmission  se  fait  de  la  manière  que  l'on  a  expliquée 
précédemment,  et  d'oii  il  résulte  qu'ayant  appelé  pdxdy 
la  pression  qui  a  lieu  de  dehors  en  dedans  sur  la  base 
horizontale  supérieure^  il  faudra  représenter,  en  même 
temps^  par  pdœdz  et  pdydz ,  les  pressions  transmises  sur 
les  faces  latérales,  et  qui  s'exerceront  de  dedans  en  de- 
hors ;  de  phis,  à  ces  pressions  transmises^  il  faudra  ajou- 
ter celles  qui  résultent  de  la  force  motrice  du  fluide  dm  ; 
par  conséquent,  si  l'on  appelle  y  la  pression  due  à  cette 


--  384  — 

force,  et  exercée,  par  exemple^  sur  la  face  dydz^  la  plus 
voisine  du  pian  des  y  et  «,  on  aura  pdydz-+^y  pour  la 
pression  totale,  qui  a  lieu  de  dedans  en  dehors,  ou  de 
droite  à  gauche  sur  cette  même  face.  D'un  autre  côté,  la 
pression  provenant  du  fluide  environnant,  et  exercée  de 
dehors  en  dedans,  ou  de  gauche  à  droite,  sur  cette  face 
dydz^  a  été  repriésentée  par  rdydz  ;  cette  force  est  la  ré- 
sistance que  le  fluide  environnant  oppose  à  la  pression 
intérieure  pdj/dz-f- y;  par  conséquent  il  faut  qu'on  ait 

rdydz  ==z  pdydz  H-  y. 

>  Or,  quoique  la  valeur  de  y  soit  inconnue ,  nous 
sommes  certain,  néanmoins,  que  cette  quantité  ne  peut 
être  qu'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  comme 
la  force  motrice  de  dm^  dont  elle  provient;  en  négligeant 
donc  Y  par  rapport  k pdydz ^  nous  aurons  r=^p;  et  l'on 
prouvera  de  même  que  l'on  doit  aussi  avoir  q=:p,n 

Mais  cette  argumentation,  entachée  d'infiniment  petit, 
ne  peut  être  rigoureuse. 

Appliquant  cette  solution  à  un  élément  quelconque  (/m, 
présentant  la  forme  d'un  polyèdre  quelconque  dont  toutes 
les  dimensions  seraient  infiniment  petites^  on  conclut  que 
tous  les  éléments  de  surface  qui  passent  par  le  point  m 
éprouvent  une  même  pression  rapportée  à  Tunité  de  sur- 
face, et  que  si  &>  est  l'aire  de  Tun  d^entre  eux,  la  pression 
normale  qu'il  supporte,  sur  l'un  ou  sur  Tautre  de  ses 
deux  côtés,  est  égale  à  pco,  quelle  que  soit  la  direction 
du  plan  auquel  il  appartient.  Or,  d'après  la  condition 
rz=zq=zp^  les  équations  (1)  deviennent 

dp_       dp        y  dp  _ 
d^=^^'d^=^^^lz='^^-  (^^ 
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et,  ainsi  converties,  elles  constituent  ce  qu'on  appelle 
les  équations  générales  de  l'hydrostatique. 

En  les  ajoutant,  après  les  avoir  multipliées  par  dœ^ 
dy^  dzy  on  a  obtenu 

dp  =  f{Xdx-^Ydy'hZdz);  (3) 

d'où  Ton  a  conclu  que  la  valeur  de  p  n'est  possible  qu'à 
la  condition  que  le  produit  de  p  et  de  la  formule  Xdœ 
-h  \dy  -h  ZdZy  soit  une  différentielle  exacte  d'une  fonc- 
tion de  trois  variables  indépendantes  a? ,  y,  «;  et  qu'en 
mettant  dans  cette  valeur  de  p  ainsi  obtenue,  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  surface  de  ABCD, 
on  obtiendra  la  pression  qui  aura  lieu  en  ce  point  sur 
la  paroi  du  vase  contenant  la  masse  fluide  ;  pression  qui 
sera  toujours  détruite,  si  cette  paroi  est  fixe  et  indéfini- 
ment résistante  ;  mais  que,  dans  les  endroits  ou  le  vase 
est  ouvert,  et  où  le  fluide  est  entièrement  libre,  rien  ne 
pouvant  détruire  la  pression  p,  il  faudra  que  sa  valeur 
soit  nulle,  pour  tous  les  points  de  la  surface  libre  d'une 
masse  libre  en  équilibre  ;  ce  qui  donnera 

XrfcD-hYrfî/  +  Zdz=:o  (4) 

pour  l'équation  différentielle  de  cette  surface. 

De  Téquation  (4)  on  tire  cette  conséquence,  que  la  ré- 
sultante des  forces  accélératrices  X,  Y^  Z,  qui  agissent 
sur  chaque  point  d'un  liquide  en  équilibre,  appartenant 
à  sa  surface  libre,  est  perpendiculaire  à  cette  surface , 
soit  qu'il  n'y  ait  aucune  pression  extérieure,  soit  qu'on 
exerce  à  cette  surface  une  pression  constante  d'un  point 
à  un  autre.  Pour  le  montrer,  on  suppose  qu'une  courbe 
quelconque  soit  tracée  sur  la  surface  libre,  et  en  appe- 
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lant  ds  Télément  différentiel  de  cette  courbe,  correspon- 
dant au  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  j/,  z,  on  re- 

,    rf.r   dy    dz  .  •         ,  , 

garde —-,  -—,  -7-  comme  les  cosinus  des  aneles  que  la 
^  ds     ds     ds  o       T 

tangente  à  cette  courbe  en  ce  même  .point,  fait  avec  des 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées.  En  appelant  R  la 
résultante  des  forces  X,  Y,  Z,  les  cosinus  des  angles  que 

X    Y      Z 

sa'direction  fait  avec  ces  parallèles  sont  —,  -^,  -^  ,  et 

R    R      R 

si  Ton  divise  l'équation  (4)  par  Rrfs,  on  a 

Xdx      \du       Zdz 

^    '  =0: 


Rffe      Rrf5        Rrfs 

résultat  qu'on  regarde  comme  une  preuve  que  la  direc- 
tion de  la  force  R,  et  la  tangente  à  la  courbe  qu'on  a 
tracée  arbitrairement  sur  la  surface ,  sont  perpendicu- 
laires l'une  à  l'autre,  et  que,  par  conséquent,  cette  di- 
rection coïncide  avec  la  normale  au  point  considéré. 

Je  ferai  remarquer  que,  dans  cette  analyse,  on 
met  en  rapport  des  courbes  et  des  droites,  contraire- 
ment à  la  raison,  qui  proclame  qu'il  n'y  a  aucun  rai)- 
port  de  quantité  entre  ces  grandeurs  essentiellement 
différentes. 

En  intégrant  Téquation  (4),  et  en  donnant  à  la  cons- 
tante arbitraire  de  son  intégrale  autant  de  valeurs  par- 
ticulières qu'on  voudra,  les  équations  déterminées  qui 
en  résulteront,  appartiendront  à  autant  de  surfaces,  dont 
cbacune  aura  l'équation  (4)  pour  équation  différentielle, 
et  conséquemment,  dit-on,  jouira  des  propriétés  d'être 
également  pressée"  dans  toute  son  étendue  et  de  couper 
à  angle  droit,  en  tous  ses  points,  la  résultante  des  forces 


L 
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Xy  Y,  Z.  On  appelle  surfaces  de  niveau  celles  de  ces  sur- 
faces qui  passent  dans  Tintérieur  du  fluide  selon  la  va- 
leur de  la  constante  arbitraire.  En  d'autres  termes»  une 
surface  de  niveau  est  une  surface  dont  tous  les  points 
sont  supposés  éprouver  la  même  pression. 

Une  couche  de  niveau  est  la  masse  du  fluide  comprise 
entre  deux  surfaces  de  niveau. 

Soit  un  fluide  pesant  contenu  dans  un  vase  de  forme 
quelconque,  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour 
d'un  axe  vertical  Qz.  On  professe  qu'au  bout  d'un  cer- 
tain temps  la  masse  fluide  prend  une  figure  permanente 
d'équilibre.  Pour  déterminer  cette  figure,  voici  comment 
on  procède  : 

a  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice P. d'un  point  quelconque  m.  La  molécule  m  dé- 
crit une  circonférence  de  cercle  autour  de  l'axe  Oj5,  et 
sa  force  effective  est  la  force  centripète  mrco*,  (o  étant  la 
vitesse  angulaire  et  r  le  rayon  du  cercle.  D'après  le  prin- 
cipe de  d'Alembert^  il  y  aurait  constamment  équilibre  en- 
tre les  forces  motrices  et  les  forces  centrifuges  de  toutes 
les  molécules  du  fluide,  c'est-à-dire  que  ces  forces  ne 
troubleront  pas  le  mouvement  commun  de  rotation  uni- 
forme en  déplaçant  les  molécules  les  unes  par  rapport 
aux  autres.  Donc,  en  appliquant  à  l'état  d'équilibre  ac- 
tuel l'équation  dp=^^Ç^dx  -\-\dy -\-Zdz)y  et  observant 
que  les  composantes  de  la  force  centrifuge  sont  moko'^ 
mytù^  eto,  on  a 

dp  =  p(Xrfa?  H-  Yrfy  -t-  Zda)  +  p<«)*  {xdx  -h  ydy). 

Or,  si  les  forces  motrices  se  réduisent  à  la  pesanteur,  on 
aX  =  o,  Y=a,  Z  =  —  ,9,  et  il  vient 
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dp  =  —  p^da  H-  pw*  {xdx  -h  ydy), 
d'où,  en  intégrant  et  représentant  la  constante  par^pC^ 

(1)  p=^p(C_z)-h  P^((r*-Hy«). 

En  donnant  à  p  des  valeurs  constantes,  on  aura  diffé- 
rentes surfaces  de  niveau.  Leur  équation  peut  s'écrire 

(2)  5  =  C-A  +  .^-(a;«  -ht/*). 

go        2g^ 

Elle  représente  un  paraboloïde  de  révolution  dont  la  pa- 
rabole méridienne  a  pour  équation  dans  le  plan  des  zx 

P  ^*  3 

z=ze — —  -4-  — -  ,r\ 


^P        2g 

Cette  parabole  ne  change  pas  de  grandeur  avec  p^  mais 
la  position  de  son  sommet  sur  Taxe  de  rotation  est  va- 
riable avec  p,  car  il  est  à  une  distance  de  Torigiqe  égale 

P 
ac .» 

9P 
On  conclut  que,  dans  Tespèce,  les  surfaces  de  niveau 

sont  toujours  des  paraboloïdes,  quelle  que  soit  la  forme 

du  vase,  et  celle  de  la  surface  supérieure  qui  termine  le 

fluide. 

Dans  cette  démonstration ,  on  invoque  le  principe  de 
d'Alembert  que  ma  critique  a  précédemment  renversé. 
D'ailleurs,  on  se  fonde  sur  une  équation  qu'on  n'a  pas 
justement  établie. 

Considérant  un  liquide  pesant  et  incompressible,  sou- 
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mis  seulement  à  l'action  de  la  pesanteur,  et  prenant  les 
mêmes  axes  que  dans  le  cas  général,  on  pose 

dp  =  g^dz, 
d'où,  en  intigrant, 

vi  étant  une  constante,  et  Ton  y  voit  que  la  pression,  en 
ce  cas,  varie  seulement  avec  jz,  qu'elle  croît  proportion- 
nellement avec  la  profondeur,  et  que  les  surfaces  de 
niveau  sont  des  plans  horizontaux.  En  faisant  s=  o,  on 
a  p  =:  vi;  donc,  conclut-on,  cette  constante  représente 
la  pression  qui  s*exerce  sur  la  surface  libre,  c'est-à-dire 
ordinairement  la  pression  atmosphérique. 

En  posant  simplement  p  =  g^z ,  on  y  voit  que  si  b 
est  Taire  de  la  base  supposée  horizontale  et  h  la  hauteur 
du  liquide,  la  pression  totale  P  que  supporte  cette  base 
est 

P  =  gfbh, 

ce  qui  montre,  dit-on,  qu'elle  est  égale,  quelle  que  soit 
la  forme  du  vase,  au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  dont 
la  base  est  b  et  la  hauteur  h,  en  sorte  qu'elle  ne  peut 
être  plus  grande  ou  plus  petite  que  le*  poids  total  du 
liquide. 

Ces  égalités  sont  contestables.  L'on  peut  contester  la 
première  égalité  posée,  dp  =gfdz,  et  par  suite  les  inté- 
grales p=  fgz  eiV=  gfbh ;  car,  indépendamment  du 
vice  résultant  ici  de  l'application  de  Tinfiniment  petit, 
on  peut  douter  que  la  pression  croisse  exactement  en 
proportion  de  la  profondeur  z,  ou  de  la  hauteur  h. 
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comme  on  Tadmet  en  posant  de  prime  abord  dp  =  g^z. 

On  arrive  à  décider  que  si  deux  liquides  sont  contenus 
dans  le  même  vase  et  qu'ils  ne  se  mélangent  pas^  leur  sur« 
face  de  séparation  sera  nécessairement  un  plan  horizon- 
taL  En  effet,  dit-on,  les  surfaces  de  niveau  doivent  être 
des  plans  horizontaux  offrant  une  même  densité  dans 
toute  leur  étendue,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  un  même 
plan  horizontal  pouvait  rencontrer  les  deux  liquides. 

On  calcule  comme  il  suit  la  pression  d'un  liquide  sur 
une  paroi  plane. 

a  Soient  AB  (fig.  74)  une  paroi  plane,  placée  comme 
on  voudra  dans  le  liquide ,  co  Taire  d'un  élément  de  la 
surface  ÂBet  z  la  distance  déco  au  niveau  supérieur  NN'. 
La  pression  que  supporte  co  est  ^psco,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  pression  atmosphérique.  Les  pressions  exer- 
cées par  le  fluide  sur  tous  les  éléments  co  étant  normales 
au  plan  AB ,  ont  une  résultante  égale  à  leur  somme, 
^pzso)  et  normale  au  même  plan  AB.  En  désignant  par 
b  l'aire  de  la  paroi  AB  et  par  z^  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  au  plan  NN',  on  a  lzia  =  bz^.  Donc  la  pres- 
sion totale  sur  la  paroi  AB  est  égale  à  ^p6z,  c'est-à-dire 
égale  au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  qui  aurait  une 
base  égale  à  la  surface  de  la  paroi  et  une  hauteur  égale 
à  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  paroi  au 
niveau  supérieur  du  liquide.  » 

Le  point  d'application  de  la  résultante  des  pressions 
exercées  sur  la  surface  AB  est  appelé  centre  de  pression. 
On  professe  que  ce  centre  coïncide  avec  le  centre  de  gra- 
vité si  le  plan  AB  est  horizontal,  qu'il  est  au-dessous  du 
centre  de  gravité  quand  le  plan  est  incliné,  parce  que  les 
pressions  exercées  sur  les  éléments  augmentent  en  in- 
tensité avec  la  profondeur  de  ces  éléments. 
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Pour  montrer  comment  on  peut  déterminer  le  centre 
de  pression,  on  présente  Texemple  suivant  : 

«  Supposons  que  la  paroi  immergée  ait  la  forme  d'un 
trapèze  dont  les  côtés  parallèles  AB,  CD(fîg.  75)  soient 
horizontaux.  Le  centre  de  pression  doit  évidemment  se 
trouver  sur  la  droite  GH  qui  joint  les  milieux  de  ces  deux 
côtés.  Décomposons  ce  trapèze  en  une  infinité  d'élé- 
ments tels  que  EFE'F'  par  des  droites  parallèles  à  AB. 
Désignons  EF  par  v  et  par  u  la  perpendiculaire  MN 
abaissée  du  point  M  sur  AB.  On  a  EFF'E'  =  vdu  et  la 
pression  supportée  par  cet  élément  est  gfzvdu.  En 
nommant  u^  la  distance  du  centre  de  pression  I  à  AB  et 
A  la  hauteur  du  trapèze,  on  déterminera  u^  par  Téquation 

w,    /    g^zvdu  ■=   j    gfzvudu 


ou 


(1)  M,  /     zt)du=  / 

J  0  J    0 


h  rh 

ZVfAdU, 


»  Il  faut  maintenant,  poursuit-on^  exprimer  z  et  t;  en 
fonction  de  u.  Or  si  Ton  désigne  par  a  l'angle  que  le 
plan  du  trapèze  fait  avec  un  plan  horizontal  et  par  c  la 
distance  du  côté  AB  à  la  surface  du  liquide,  prise  pour 
plan  des  xy^  on  a,  en  projetant  MN  sur  la  verticale  élevée 
par  le  point  M, 

(2)  z  =  c-^u  sin  a. 

»  D'ailleurs,  menons  BK  parallèle  à  AC  et  prolongeons 
EF  et  CD  jusqu'en  L  et  en  K;  les  triangles  semblables 
BDK,  BFL  donnent,  en  posant  AB  =  a,  CD  =  6, 
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a  —  b  h 

a — V        u  ' 


d'où 


b — a 
(3)  i;  =  aH 7 — u. 

fv 

»  Substituant  les  valeurs  précédentes  de  2  et  de  v 
dans  léquation  (1)  et  intégrant,  on  en  tire 

2hc  [a-hM)  +  /i  '  (g  ■+•  3  a6)  sin  g 

^  ^       ^'         6c(a+6)H-2A(a-t-26)sin  a 

»  Si  le  côté  AB  est  à  fleur  d'eau,  on  ac=oet 

_  A(a-+-36) 
^'  ~  2(a-|-26)  ' 

Quand  le  trapèze  est  horizontal,  on  a 

A(a-t-26) 
s,n«  =  o,u.=  ^3^^^-^, 

et  le  centre  de  pression  coïncide  avec  le  centre  de  gra- 
vité. » 

Dans  ces  démonstrations,  on  invoque  cette  proposition 
contestable,  qu'on  n'a  pas  régulièrement  établie,  qu^ 
les  pressions  exercées  par  le  fluide  sur  tous  les  éléments 
du  plan  AB  sont  normales  à  ce  plan;  et  Ton  suppose, 
contrairement  à  la  possibilité,  une  infinité  d'éléments 
dans  ce  plan,  dans  ce  trapèze.  De  plus,  la  théorie  d" 
centre  de  gravité  n'étant  pas  rationnelle,  celle-ci  qn'^n 
y  rapporte,  qui  s'y  trouve  liée,  ne  peut  être  non  plus  ri- 
goureuse. 
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D'après  un  principe  d'Arcliiraède,  quand  un  corps  pe- 
sant est  plongé  dans  wi  liquide  ,  les  pressions  exercées  sur 
sa  surface  ont  une  résultante  unique^  égale  au  poids  du  li- 
quide déplacé  ;  en  d'autres  ttrmes  un  corps  plongé  dans  un 
liquide  en  équilibre  perd  une  partie  de  son  poids  égale  au 
poids  du  liquide  quil  déplace.  \ 

On  a  procédé  de  diverses  manières  pour  démontrer 
ce  principe. 

«*  Supposons,  a-t-on  dit,  que  nous  sortions  le  corps 
du  liquide  dans  lequel  il  est  plongé  et  considérons  par 
la  pensée  la  masse  du  liquide  qui  a  pris  sa  place.  Cette 
masse  est  en  équilibre.  Nous  pouvons  dotic ,  sans  rien 
changer  à  Tétat  d'équilibre  de  tout  le  liquide,  ni  aux 
pressions  qui  existent  en  ses  différents  points,  supposer 
cette  masse  solidifiée.  Or,  elle  est  sollicitée  de  haut 
en  bas  par  une  force  égale  à  son  poids  ;  et  comme  elle 
ne  descend  pas,  il  faut  qu'il  existe,  pour  lui  faire  équi- 
libre, une  autre  force  verticale  de  bas  en  haut  égale  à  ce 
même  poids.  Cette  dernière  force  ne  peut  provenir  que 
du  jeu  des  pressions  exercées  à  Texte  rieur  de  la  masse 
solidifiée.  Supposons  maintenant  que  le  corps  soit  porté* 
de  nouveau  dans  le  liquide  et  à  la  même  place  qu'il  oc- 
cupait d'abord.  Ce  corps  sera  soumis  aux  mêmes  efforts 
extérieurs  que  la  masse  solidifiée  dont  il  occupe  exacte- 
ment la  place,  c'est-à-dire  qu'il  sera  soumis  à  un  effort 
de  bas  en  haut  égal  au  poids  du  liquide  qu'il  déplace.» 

Je  rejette  ce  raisonnement.  On  se  place  dans  une  hy- 
pothèse chimérique,  impossible.  Quand  le  corps,  sup- 
posé plus  lourd  que  le  liquide,  s'y  trouve  plongé,  il 
presse,  comprime  plus  ou  moins  la  partie  qui  est  au-des- 
sous de  lui  :  cette  partie  n'est  pas  dans  le  même  état 
que  celle  qui  peut  rester  au-dessus  ou  même  latérale- 
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ment,  et  elle  est  plus  comprimée  parle  corps  qu'elle  oe 
Tétait  par  le  volume  égal  de  liquide  qui  occupait  la  place. 
Autrement,  je  ne  saurais  m*expliquer  que  le  corps,  mal* 
gré  son  poids  supérieur  à  celui  du  liquide,  y  demeurât 
en  équilibre.  La  pression  que  le  poids  du  corps  produit 
sur  la  partie  inférieure  du  fluide,  en  accroît  l'élasticité, 
et  c*est  de  là  que  vient  cet  effort  de  bas  en  haut  dont  on 
admet  Texistence.  Or,  quand  le  corps  plongé  est  enlevé, 
le  surcroît  de  compression  qu'il  causait  cesse,  la  partie 
comprimée  du  liquide  s'élève,  s'étend,  occupe  un  peu 
plus  de  place  qu'elle  n^en  occupait  auparavant,  et, 
quand  on  rétablit  le  corps  à  sa  première  place^  il  com- 
prime de  nouveau  le  fluide  comme  je  viens  de  le  dire. 
Et  puis,  en  plongeant  le  corps  dans  le  liquide,  on  force 
le  liquide  ou  du  moins  une  grande  partie  du  liquide  dont 
il  prend  la  place,  à  monter  au-dessus  de  lui,  de  telle 
sorle  que  le  corps  plongé  se  trouve  subir  la  pression  d'une 
quantité  de  liquide  plus  grande  que  celle  dont  le  liquide 
qui  occupait  sa  place  avant  qu'il  fût  retiré  éprouvait  la 
pression ,  et  la  différence  peut  être  considérable,  si  le 
corps  plongé  est  d'un  grand  volume  relativement.  L'on 
n'est  donc  pas  autorisé  à  dire,  comme  on  le  fait,  que  le 
corps  plongé  est  soumis  aux  mêmes  efforts  extérieurs  que 
ceux  qui  étaient  exercés  sur  la  partie  liquide  qu'il  a  rem- 
placée. 

Voici  une  autre  démonstration  plus  compliquée,  plus 
savante,  mais  qui  n'est  pas  plus  juste  que  la  précé- 
dente. 

«  Soit  un  corps  plongé  ww'w"  (fig.  76)  et  trois  axes 
perpendiculaires  entre  euxOX,  OY,  OZ,  dont  deux  sont 
horizontaux.  L'élément  infiniment  petit  co  supporte  de 
dehors  en  dedans  une  pression  normale 7)=(otô,  tétant 
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la  densité  du  liquide  et  h  la  distance  de  sa  surface  au 
centre  de  gravité  de  l'élément  &>.  Décomposons  la  pres- 
sion p  en  trois  forces  co^y^z^  parallèles  aux  trois  axes 

OX,  OY,  OZ,  et  désignons  par  p,  x,  Tangle  de  la  force 

p  avec  la  composante  x  ;  on  aura  a?  =  p  cos  p,  a?,  =  A^w 

co^p^x.  Or,  co  cos  p,  X  n'est  autre  chose  que  la  projec- 
tion de  l'élément  o)  sur  un  plan  faisant  avec  cet  élément 

un  angle  égal  àp,x,  c'est-à-dire  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  iùx.  Cette  projection  n'est  donc  autre  chose  que 
la  section  droite  d'un  cylindre  engendré  par  une  droite 
parallèle  à  OX,  en  s'appuyant  constammept  sur  le  con- 
tour de  l'élément  o).  En  appelant  r  cette  section  droite, 
la  composante  devient  x=.h^r.  Or,  la  pression  exercée 
sur  l'élément  w",  intercepté  par  le  même  cylindre,  don- 
nera aussi  une  composante  égale  à  hhr  qui  détruira  celle 
qui  s'exerce  sur  l'élément  co.  On  verrait  de  même  que 
la  conaposante  y  parallèle  à  OY  sera  détruite  par  une 
composante  opposée  et  égale  provenant  de  la  pression 
sur  l'élément  w"  intercepté  par  un  cylindre  parallèle  à 
OY  et  s'appuyant  sur  l'élément  u.  Quand  à  la  composante 
z,  parallèle  à  OZ,  elle  est  égale  à  h^s,  s  étant  la  section  . 
droite  du  cyUndre  vertical  coco'^  el  dirigée  de  bas  en  haut. 
La  composante  verticale  provenant  de  la  pression  p'= 
hfSfù'y  que  supporte  l'élément  w',  sera  2'= A' ^5  et  dirigée 
de  haut  en  bas.  Le  filet  vertical  (imo'  du  corps  est  donc 
soulevé  par  une  force  égale  à  la  différence  de  ces  pres-»- 
sions,  c'est-à-dire  kz  —  2'=  {h —  A')^s,  qui  représente 
le  poids  d'un  filet  liquide  de  hauteur  A — h!,  c'est-à-dire 
ayant  le  volume  du  petit  cylindre  oko'.  On  raisonnerait 
de  même  pour  les  cylindres  verticaux  infiniment  minces 
dans  lesquels  on  pourrait  décomposer  le  corps   qui  se 
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trouve  dès  lors  soulevé  par  la  résultante  de  toutes  les 
forces  verticales  appliquées  aux  cylindres  élémentaires, 
résultante  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  par  le  corps. 
Si  le  corps  n'était  pas  entièrement  plongé,  il  suffirait  de 
supposer  la  pression  sur  l'élément  supérieur  égale  à 
zéro.^» 

Cette  argumentation  pèche  d'abord  sous  le  même  rap- 
port que  la  précédente  :  elle  suppose  que  la  densité  du 
liquide  est  la  même,  est  égale  à  (î  au-dessus  et  au-des- 
sous du  corps  plongé,  ce  qui  ne  peut  être,  par  la  raison 
que  j'en  ai  donnée.  Et  puis,  quand  même  le  liquide  se- 
rait partout  d*égale  densité,  il  ne  s'ensuivrait  pas  que 
{h — A')^5,  considéré  comme  représentant  le  poids  d'un 
filet  liquide  de  hauteur  h — V  fût  aussi  la  juste  mesure 
de  la  pression  s'exerçant  de  bas  en  haut  sur  le  filet  ver- 
tical a)(i)'  du  corps  plongé.  Etant  supposé  que  le  filet  ver- 
tical (Mù  du  corps  est  soumis  à  une  pression  de  haut  en 
bas  égal  à  p'  et  a  une  pression  plus  grande  de  bas  en 
haut  égale  à  p,  il  s  ensuit  qu'il  subit  une  pression  totale 
et  finale  de  bas  en  haut  égale  k  p —  p':  mais  je  ne  vois 
pas  et  je  conteste  que  Ton  ait 

p — p'  =  z — 2'=  (A — h')^s\ 

car  je  ne  vois  pas  que  les  pressions  du  liquide  sur  les 
points  (o^co'  s'exercent  précisément  enraisondes  quantités 

'  Sans  rejeter  absolument  le  principe  d'Ârchimède ,  je 
pense  qu'il  ne  saurait  se  démontrer.  Il  peut  y  avoir  sen- 

(I)  Dans  mon  livre  inUtulé  :  Discussions  sur  les  principes  de  laphpique, 
p.  226,  en  critiquant  cette  même  démonstration,  j'ai  dit,  par  inadvertance 
et  contrairement  à  la  vérité,  que{h—h')^s  ne  représenterait  pas  un  filet  li- 
quide de  hauteur  h  —  k\  quand  même  le  liquide  serait  partout  de  la  mèm^ 
densité.   Je  ne   remarquais  pas  que  S  exprime  la  densité   du  liquide  1 
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siblement  égalité  entre  ie  poids  du  volume  du  liquide  dé- 
placé et  le  poids  que  perd  le  corps  plongé ,  mais  sans 
doute  il  n*y  a  pas,  à  cet  égard,  une  égalité  absolue  ;  il  y 
a  du  plus  ou  du  moins,  qui  dépend  du  degré  d'élasticité, 
de  compressibilité  du  fluide. 

On  prétend  déterminer  rigoureusement  la  position 
d'équilibre  d'un  corps  solide  plongé  en  partie  dans  un 
liquide.  Cela  revient,  dit-on,  à  couper  ce  corps  par  un 
plan  en  deux  segments^  dans  un  rapport  déterminé,  de 
telle  sorte  que  le  centre  de  gravité  du  corps  et  celui  d'un 
des  deux  segments  soient  sur  une  même  perpendiculaire 
au  plan  sécant. 

Ainsi,  par  exemple,  voici  comment  on  résout  le  pro- 
blème pour  un  prisme  triangulaire  droit  dont  on  sup- 
pose les  arêtes  horizontales: 

«  Une  section  ABC  (fig.  77)  perpendiculaire  aux  arêtes 
étant  faite  dans  le  prisme,  le  niveau  du  liquide  devra 
partner  le  triangle  par  une  droite  DE  en  deux  segments 
CDE,  ADEB  tels  que  l'on  ait 

CDË  _ 
ABC  "*"' 

r  étant  le  rapport  de  la  densité  du  prisme  à  celle  du  li- 
quide. Il  faudra  en  outre  que  les  centres  de  gravité  G  et 
H  de  ces  deux  triangles  soient  sur  une  même  perpendi- 
calaire  à  DE.  Soient 

CA=  a,  CB=r6,  CK=h,  CDrr=  jj, DE=t/; 

—  J'ai  dit  aussi,  en  cet  endroit,  que  les  valeurs  relatives  de  h  eih'  étant  varia- 
bles, fc.—  h'  est  une  quantité  essentiellement  variable.  Or  c'était  là  une  er- 
reur, car  bien  que  le  rapport  géométrique  de  h  et  h'  «puisse  varier  ici,  leur 
différence  ou  rapport  arithmétique  no  change  pas,  du  moins  dans  l'hy- 
pothèse où  le  corps  plongé  ne  change  pas  de  forme,  de  volume. 
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â?  et  y  sont  les  deux  inconnues  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Or  on  a 

surf  CAB  =  i  ai  sin  C,  surf  CDE  =i  a?y  sin  C, 

d'où 

(1)  xy=rab. 

D'un  autre  côté,  GH  est  perpendiculaire  à  DE,  ainsi  que 
FK  qui  lui  est  parallèle,  et  comme  DF  =  FE,  il  s'ensuit 
qu'on  a  KD=  KE.  Réciproquement,  si  KD«z:KE  ,  la 
droite  KF  et  par  suite  GH  sera  perpendiculaire  à  DE.  Or, 
si  l'on  nomme  a  et  ê  les  angles  ÂCK  et  BGR^  on  a 

KD  =zz  ûd"H-  fc*  —  2hx  cos  a  =  y'  -+-  fc*  — 2fcy  cosê; 
donc,  puisque  KD  =  KE, 

(2)  X*  —  2ha)  cos  a  =  y  *  —  2%  cos  ê. 

En  éliminant  y  entre  les  équations  (1)  et  (2)^  on 
trouve 

(3)  co*  —  2Acosa.  X*  -h'SLrhabco^è.x — r*a'6*  =  o. 

Cette  solution  >  fondée  sur  la  théorie  du  centre  de  gra- 
vité que  j'ai  critiquée,  ne  peut  être  rigoureuse. 

Il  en  est  de  même  des  spéculations  où  l'on  veut  dé- 
terminer les  conditions  de  stabilité  d'un  corps  flottant. 
L'on  y  fait  d'ailleurs  usage  du  principe  des  forces  vives 
qui,  nous  l'avons  vu,  n'est  pas  non  plus  incontestable. 


CHAPITRE  XV 


DE  L*HTDRODTNÀHIQl}E.    ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU    MOUVEMENT 

On  a  fondé  les  équations  d'équilibre  des  fluides  sur  la 
propriété  qu'on  leur  attribue,  de  transmettre  également 
en  tous  sens  les  pressions  appliquées  à  leur  surface,  et 
sur  celle  qu'on  leur  attribue  aussi,  d'exercer  sur  chaque 
élément  de  surface  autour  d'un  point  quelconque  de  leur 
masse ,  en  vertu  des  actions  moléculaires,  une  pression 
égale  en  tous  sens  et  normale  à  l'élément  de  surface.  Je 
conteste  ces  propriétés.  L'on  convient  d'ailleurs  que  la 
dernière  n'a  pas  toujours  lieu  quand  le  fluide  est  en 
mouvement  :  on  reconnaît  que,  dans  ce  cas,  la  pression 
peut  n'être  pas  normale  à  l'élément  sur  lequel  elle 
s'exerce,  ni  être  la  même  dans  toutes  les  directions  au- 
tour d'un  même  point;  mais  on  pense  que  cette  même 
propriété  des  fluides  a  encore  lieu  quand  le  mouvement 
est  peu  rapide,  en  se  fondant  sur  ce  que  les  expériences 
s'accordent  assez  bien  avec  les  résultats  théoriques  qu'on 
a  déduits  de  cette  hypothèse. 

«  Soient,  dit-on,  or,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point 
m,  p.  la  masse  de  la  molécule  fluide  qui  se  trouve  au  point 
m  après  le  temps  t.  Désignons  par  X,  Y,  Z  les  compo- 
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santés  rapportées  à  Tunité  de  masse,  de  la  force  qui  agit 
sur  la  molécule  [x.  Les  composantes  de  la  force  motrice 
seront  Xpi,  Ypi.  Zpt..  Il  faudra  cinq  équations  pour  déter- 
miner les  composantes  u,  t%  w  de  la  vitesse  du  point,  sa 
pression  p  et  sa  densité  p. 

a  Le  principe  de  d*Âlembert  fournit  d'abord  trois 
équations.  Soient  u'dt^  v'dt,  xjc'dt  les  accroissements  de 
u,  i;,  to,  lorsque  le  temps  i  augmente  de  di.  Les  compo- 
santes de  la  force  perdue  sont  (X — w')!^,  (Y — o')|i., 

(Z  — to')(iL,  et  celle  delà  force  effective  —  |x,  -p-u,  -7-  |x. 

dx     dy      dz 

Donc,  d'après  les  équations  déquilibre  des  fluides,  on 
aura 


(1) 


dp 

dx 

:(X- 

-  «')P . 

dp 
dy 

:(Y- 

-«')P. 

dp 
dz 

:(Z- 

to')p- 

9  Pour  obtenir  u',  v\  w\  on  doit  différentier  u,  r,  m), 
en  regardant  ô?,  1/,  z  comme  des  fonctions  de  /,  dont  les 
*  accroissements  sont  udty  vdt^  todtj  en  sorte   que  dx  = 
udt,  etc.  On  aura  donc 

dp        du  du  du 

u=^  — — \-u \-v \-U)  — , 

dt  dx         dy  dz 

dv  dv  do  dv 

,       dw         dw         dw  du> 

w  =—.-\-u  —  -hVr—-^w—  , 
dt  dx  dy  dz 

et,  par  conséquent, 


—  351  — 

f    idp  du  du  du  du 

'    p  rfa?  dt  dœ  dy  dz  ' 

1  dp  '  dv  dv  dv  do 

^   p  dy  dt  dx  dy  dz* 

f  i  dp '  dw  dw  dw  dw 

\    p  dz  dt  dx'  dy  dz  ' 

»  H  reste  encore  à  trouver  deux  équations  d'équilibre 
ou  une  seule  si  p  est  constante.  Nous  trouverons  cette 
équation  en  exprimant  que  le  fluide  est  continu. 

»  Concevons  dans  l'espace  occupé  par  le  fluide  un 

petit  parallélipipède  me  (fig.  73  ci-dessus).  A  chaque 

instant  une   partie   du   fluide  sort  de  ce  volume,  et 

une    autre   y    rentre..  La  masse   du  fluide    contenue 

dans  ce  parallélipipède,  ^dxdydz,  au    temps  t,  devient 

dp 
(pH-~d/)  âxdydz   au  temps  i  -\-  dl.  L'accroisement  de 
'** 

dp 
masse  est  donc-j-d(.da?dydz.  En  vertu  du  mouvement  il 

passe  par  la  face  dydz  une  tranche  fluide  fudtdydz.  Il 

passe  par  la  face  opposée  une  masse  (puH — j-  didyaz. 

L'excès  de  la  quantité  qui  entre  sur  celle  qui  sort  est 

donc j^dœdydzdiy  en  supposant  pu  constant  dans 

toute  rétendue  de  la  face  mabg  et  de  sa  parallèle. 
Or  celte  supposition  est  permise ,  car  si  Ton  consi- 
dère deux  points  h  Qi  k  pris  sur  les  faces  md  et  ae,  la 
différence  des  valeurs  de  pu  en  ces  deux  points  surpasse 
la  différence  des  valeurs  de  pu  aux  points  m  et  a  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle-même.  On 
obtiendrait  des  expressions  analogues  pour  les  quantités 
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de   fluides  acquises  par  les  autres   faces.   En  expri- 
mant que  Taccroissement  total  de  la  masse  est  égal  à 
dp 
•jT  dxdydz  et  divisant  par  dxdydzdl ,  on  aura  donc 

dp       d.ptt      défv      d,fw 
^  '  dt  dx        dy  dz 

»  Si  la  densité  du  fluide  est  constante,  ce  qui  arrive 
pour  les  liquides  homogènes  et  incompressibles»  Téqua- 
tion  précédente  devient 

du        dv        dw 
dx         dy  dz 

Elle  suffit  avec  les  équations  (3)  pour  déterminer  toutes 
les  inconnues  en  fonction  de  a?,  ;/,  z,  t.  » 

Pour  contester  cette  analyse,  il  me  suffit  de  faire  ob- 
server qu*ou  y  applique  le  principe  de  d'Alembert  que 
je  crois  avoir  renversé,  et  que  de  plus  on  y  fait  usage  du 
chimérique  infiniment  petit. 

Si  le  fluide  n'est  pas  indéfini,  est  terminé,  pour  trou- 
ver son  mouvement^  on  suppose  que  les  molécules  en 
contact  avec  une  paroi  fixe  ou  mobile  y  restent  indéfini- 
ment et  que  les  molécules  qui  appartiennent  à  la  surface 
libre  ne  cessent  jamais  d'en  faire  partie:  hypothèses  qui 
sans  doute  ne  sont  pas  conformes  à  la  vérité. 

tt  Soit  f  ((,  X,  y^  z)=  0  Téquation  d'une  surface  sur 
laquelle  un  point  du  fluide  doit  toujours  demeurer, 
on  a 

{ {t  -^  dty  X  -h  ui,  y  -h  vdt,  z  -f-  wdt)  =r=  o, 

équation  qui  exprime  que  la  molécule  sera  encore  sur 
cette  surface  au  bout  du  temps  /  +  dt^  et  qui  donne 
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dt       dcc  dy  dz 

Si  la  paroi  est  fixe,  -j- disparaît,  et  l'équation  se  rédui- 
sant  à 

df         df         df 
dx  dy  dz 

montre  que  la  vitesse  du  point  est  a  chaque  instant  diri- 
gée suivant  une  tangente  à  la  surface. 

Dans  la  détermination  du  mouvement  d'un  fluide  ho- 
mogène qui,  renfermé  dans  un  vase,  s'écoule  par  un 
orifice  horizontal  pratiqué  au  fond  du  vase,  on  y  conçoit 
le  liquide  divisé  en  tranches  horizontales  infiniment  min- 
ceSf  et  Ton  fait  usage  du  principe  de  d'Alembert. 

Dans  la  suite  de  Thydrodynamique  on  commet  aussi 
des  irrationalités  de  ce  genre. 


â3 


CHAPITRE  XVI 

DE   LA    MÉCANIQUE   CÉLESTE 

Je  rends  hommage  à  la  sagacité,  à  la  studieuse  persé- 
vérance, au  génie  des  hommes  qui  ont  concouru  à  faire 
la  science  astronomique;  mais  peut-on  bien  regarder 
comme  absolument  vraies  les  notions,  les  propositions 
qu^elle  a  consacrées  et  qui  ont  reçu  le  nom  de  loist 
Doit- on  bien,  notamment,  regarder  comme  incontesta- 
bles, comme  rigoureusement  prouvées  par  les  observa- 
tions, comme  mathématiquement  démontrées,  celles 
qu'on  appelle  les  lois  de  Kepler  et  la  loi  de  la  gravita- 
tion? 

Kepler  déduisit  de  l'observation  et  reconnut  les  trois 
lois  suivantes  : 

1^  Les  planètes  se  meuvent  dans  des  courbes  planes, 
et  leurs  rayons  vecteurs  décrivent  autour  du  centre  du 
soleil,  des  aires  proportionnelles  au  temps; 

2^  Les  orbites,  c'est-à-dire  les  trajectoires  des  pla- 
nètes, sont  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  un  des 
foyers  ; 

S**  Les  carrés  du  temps  des  révolutions  des  planètes 
autour  du  soleil  sont  entre  eux  comme  les  cub^s  des 
grands  axes. 
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Ces  lois  se  rapportent  au  centre  de  gravité  de  chaque 
planète,  et  nous  avons  vu  que  la  théorie  du  centre  de 
gravité  ne  peut  être  exacte. 

D'après  la  loi,  ou,  si  l'on  veut,  les  lois  de  la  gravita- 
tion, 1®  les  corps  s'attirent  en  raison  directe  des  mas- 
ses ;  2^  Tattraction  varie  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances. 

Les  lois  de  Kepler  ont  conduit  à  celles  de  Tattraction 
universelle,  et  l'analyse  s'est  attachée  à  montrer  la 
liaison  existant  entre  elles. 

Suivant  la  première  loi  de  Kepler,  la  force  qui  retient 
chaque  planète  dans  son  orbite  est  constamment  dirigée 
vers  le  centre  du  soleil.  Pour  montrer  que  c'est  là  une 
conséquence  de  la  proportionnalité  des  aires  au  temps, 
on  a  dit  (Poisson,  t.  1«';  p.  428)  : 

(f  Soit,  MiM  (fig.  78)  le  côté  de  la  trajectoire  que  le 
mobile  décrit  pendant  un  temps  t  infiniment  petit.  Ar- 
rivé au  point  M,  si  aucune  force  n'agissait  sur  ce  mo- 
bile, il  décrirait  dans  un  autre  temps  t,  une  partie  Mm 
du  prolongement  MT  de  MiM,  égale  à  MiM;  mais  à 
cause  de  la  force  à  laquelle  il  est  soumis,  il  se  transpor- 
te, dans  ce  second  instant,  en  un  autre  point  M^  Soit 
MK  la  direction  de  cette  force  au  point  M  ;  pendant  le 
temps  T,  on  pourra  supposer  qu'elle  reste  parallèle  à 
elle-même,  et  alors,  si  Ton  tire  la  droite  mM^  elle  sera 
parallèle  à  MK.  Or,  si  G  est  le  centre  fixe  autour  duquel 
le  rayon  vecteur  CM  décrit  des  aires  proportionnelles  au 
temps^  les  triangles  MtCM  et  MCM^  qui  sont  les  aires 
décrites  dans  deux  instants  égaux^  seront  équivalents  ; 
mais  les  triangles  M'CM  et  MCm  le  sont  aussi,  puisqu'ils 
ont  leurs  sommets  au  même  point  C,  et  leurs  bases  MiM 
et  Mm  égales  et  sur  une  même  droite  ;  les  triangles  MCm 
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et  MCM'  sont  donc  équivalents  ;  et  comme  ils  ont  une 
même  base  MC,  il  faut  que  la  droite  rnW  qui  joint  leurs 
sommets  soit  parallèle  à  cette  base;  par  conséquent  la 
droite  MK,  parallèle  à  mM\  coïncide  avec  MC.  Donc  en 
chaque  point  M  de  la  trajectoire,  la  direction  MK  de  la 
force  sera  celle  du  rayon  vecteur  MC  ;  ce  qu'il  s'agissait 
de  démontrer. 

»  Réciproquement f  si  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  , 
au  point  quelconque  M,  est  dirigée  suivant  MC»  la  droite 
mW  sera  parallèle  à  ce  rayon  vecteur,  les  deux  triangles 
M'CM  et  MCm  seront  équivalents,  et,  par  conséquent 
aussi,  les  deux  triangles  M'CM  et  M^CM.  Les  aires  dé- 
crites par  le  rayon  vecteur  autour  du  point  C,  en  deux 
instants  consécutifs  et  égaux,  étant  égales,  et  cela  ayant 
lieu  dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire,  si  la  force  qui 
agit  sur  le  mobile  est  constamment  dirigée  vers  ce  point, 
il  s'ensuit  que  les  aires  décrites  en  temps  égaux  seront 
égales,  et,  en  des  temps  quelconques,  proportionnelles  à 
ces  temps. 

»  Soit  M  la  position  de  la  planète  au  bout  du  temps  t 
(fig.  79)  ;  soient  r  et  0  le  rayon  vecteur  OM  et  l'angle 
MOB  ;  désignons,  en  outre^  par  a;  et  y  les  deux  coor- 
données rectangulaires  OP  et  PM  rapportées  à  des  axes 
Oœ  et  Oy,  dont  le  premier  passe  par  le  périhélie  B  ;  nous 
aurons 

x=r  cosÔ,  y  =  r  sin  9,  x*-hy'=r'. 

Soil  aussi  R  la  force  accélératrice,  inconnue  en  grandeur, 
qui  agit  sur  la  planète.  Cette  force  est  dirigée,  comme  on 
vient  de  le  voir,  suivant  le  rayon  vecteur,  et  elle  agit  du 
point  M  vers  le  point  0,  à  cause  que  la  trajectoire  tourne 
sa  concavité  du  côté  du  soleil  ;  les  cosinus  des  angles 
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qu'elle  fait  avec  les  prolongements  de  x  et  y  sont  donc 

jc  y 

—  -,  et  — i  ;  par  conséquent  les  équations  du  mouve- 
ment seront 

de  t'  de  r  ^  ^ 

0  En  appelant  toujours  t;  la  vitesse  au  point  M ,  nous 
aurons 

dx*         dv* 

de  ^  de' 

et  en  différentiant 

1  ^  .        d'x  ^        d'y  ^ 
^dv  =^.dx^-^dy; 

par  conséquent,  si  l'on  ajoute  les  équations  (1)  après 
les  avoir  multipliées  par  dx  et  dy^  et  si  Ton  observe  que 
xdx  -h  ydy  =  rdr^  il  en  résultera 

\d.v'=—Mr. 

Mais,  dans  le  mouvement  elliptique,  on  a 

9 


en  faisant 


r         a 


T* 


on  aura  donc 
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ce  qui  montre  que  la  force  qui  agit  sur  chaque  planète 
suit  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  du 
soleil . 

»  La  grandeur  de  cette  force  est  [a  à  Tunité  de  distance  : 
soit  \»!  ce  qu'elle  devient  pour  une  autre  planète^  dont  le 
demi-grand  axe  et  le  temps  de  la  révolution  seront  re- 
présentés par  a!  et  T;  on  aura  de  même 

Or,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  on  a 

r:T'*::a*:a'*; 
d'où  il  résulte 

^  — ^      —  '. 

par  conséquent,  à  l'unité  de  distance  ,  et  généralement 
à  la  même  distance  du  soleil,  la  force  accélératrice  R  est 
la  même  pour  deux  planètes  différentes. 

»  La  force  motrice  de  deux  planètes  est  donc  indé- 
pendante de  sa  nature  particulière,  et  proportionnelle  à 
sa  masse,  comme  les  poids  à  la  surface  de  la  terre.  Elle 
varie  d'une  planète  à  une  autre,  suivant  la  même  loi 
que  d'une  position  à  une  autre  de  la  même  planète  ; 
et  si  deux  planètes  étaient  situées  à  la  même  distance  du 
soleil,  et  abandonnées  à  elles-mêmes,  sans  vitesse  ini- 
tiale, elles  tomberaient  d*un  même  mouvement  vers  cet 
astre,  et  l'atteindraient  dans  le  même  intervalle  de 
temps. 
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3  Ainsi  les  trois  lois  de  Kepler  nous  font  connaître 
complètement  la  force  qui  retient  les  planètes  dans  leurs 
orbites  :  la  loi  des  aires  proportionnelles  au  temps  nous 
fait  voir  que  cette  force  est  constamment  dirigée  vers  le 
centre  du  soleil  ;  celle  du  mouvement  elliptique ,  ou 
Texpression  de  la  vitesse  qui  se  déduit  de  cette  loi  et 
de  la  précédente ,  nous  montre  que  son  intensité  varie , 
pour  une  même  planète  ,  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances  au  soleil  ;  enfin  nous  contluons  de  la  loi  des 
carrés  des  temps  des  révolutions  proportionnels  aux 
cubes  des  grands  axes^  qù*à  égalité  de  distance  au  centre 
de  cet  astre ,  l'intensité  de  la  force  motrice  est  propor- 
tionnelle aux  masses  de  chaque  planète,  et  indépendante 
de  sa  nature  particulière.  » 

On  prétend  d'ailleurs  démontrer  qu'une  sphère  homo- 
gène ou  composée  de  couches  excentriques  homogènes  ^ 
étant  supposée  douée  d'une  force  attractive  en  raison 
inverse  du  carré  des  distances ,  doit  attirer  comme  si 
toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre  :  l'attraction  du 
soleil  serait  donc  en  raison  directe  de  sa  masse ,  dana 
l'hypothèse  de  l'homogénéité  de  ses  couches. 

L'analyse  mathématique  est  revenue  aux  lois  de  Kepler 
en  partant  de  la  gravitation  définie  par .  Newton ,  et  eu 
supposant  une  impulsion  fHÎmitive  donnée  aux  pla- 
nètes. 

On  montre  comme  il  suit  le  principe  des  aires  : 

<c  l^oit  M  (fig.  80)  un  point  mobile  sollicité  à  chaque 
instant  par  une  force  dont  la  direction  passe  con- 
stamment par  un  même  point  0.  Les  composantes  de  la 
force  accélératrice,  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires  menés  par  le  point  0,  seront  proportionnelles  aux 
coordonnées  du  point  M.  On  aura  donc 


d*x  _d^y  _  d*s 

dt*  ~  de  ■"  dt* 

^^m^mm  aa^^aKMA  ^mm^mm 

œ  y  z 


ou  bien 


(1) 


axi^y  —  yd^x  =  o, 

ûrâ^X  —  X(Pz  =  0> 

yrf  *z  —  zd^y  =  o^ 


équations  dont  chacune  est  une  conséquence  des  deu^ 
autres.  En  les  intégrant  et  désignant  par  c,  af^  t^  trois 
.  constantes  arbitraires»  on  aura 

Iœdy  —  ydx  =  cdtf 
zdx  —  œdz  =  c'dt^ 
ydz  —  zày  =  c^dt. 

»  Les  constantes  c,  c\  cf  se  détermineront  (^uand  on 
connaîtra  la  position  initiale  et  la  vitesse  initiale  du  mo- 
bile, en  grandeur  et  en  direction,  c'est-à-dire  les  valeurs 

..,.,%  dx  dy   d% 

mitiales  ^^  ^^  »»  *  >  -^^  ";§••  ^  • 

»  Si  Ton  ajoute  les  équations  (2)  après  les  avoir  respec- 
tiveinent  multipliées  par  z,  y ,  r ,  on  a 

(3)  .  0  !=r  c«  4-  c'y  4-  (fx, 

équation  d*un  plan  passant  par  Toriginedes  coordonnées* 
Ainsi  ta  trajectoire  est  une*  courbe  plane»  En  eifet,  on 
voit  bien  à  priori  que  le  point  mobile  ne  doit  pas  sortir 
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du  plan  mené  par  le  rayop  vecteur  initial  et  par  la  direc- 
tion de  la  vitesse  initiale. 

t  Interprétons  maintenant  les  équations  (2).  Soit  OP 
=  r  la  projection  du  rayon  vecteur  OM  sur  le  plan  des 
xy,  et  soit  POx=0,  on  aura 

tang  6  =  ^, 

d'où»  en  differentiant  par  rapport  à  t^ 

dô    xdy  —  ydx œdy  —  ydx 

y  cos  *  6  œ*  r*  cos*  6 

d'où  Ton  tire 

r"  db=xdy  —  ydœ. 

Maïs  si  Ton  appelle  1  Taire  BOP  parcourue  par  la  pro- 
jection du  rayon  vecteur,  pendant  le  temps  t,  on  a 

donc 

(A  =  1  {xdy  —  ydx)  ou  dX  =  i  cdt^ 

d'où  l'on  tire  • 

Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter;  car  tétant  la  pro- 
jection de  Taire  pendant  le  temps  ^  on  doit  avoir  >  o 
pourf  =  o. . 

»  .On  conclut  de  là  que  le  secteur  engendré  par  le  mou- 
vement de  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  un  plan  quel- 
conque est  proportionnel  au  temps.  La  constante  c  est  le 
doublé  du  secteur  parcouru,  pendant  l'unité  de  temps. 
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par  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  œy. 
On  aura  des  résultats  analogues  pour  les  deux  autres 
axes.  On  aura  donc , 

X=  icr,  V  =^  c'^  V  =  i-  c% 

si  Ton  projette  le  rayon  vecteur  sur  le  plan  même  de 
la  courbe.  On  en  conclut  que  l'aire  engendrée  par  le 
rayon  vecteur  lui-même  est  proportionnelle  au  temps.» 

Au  moyen  de  l'analyse,  on  a  déterminé  le  mouve- 
ment d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance. 

c  Supposons,  a-t-on  dit ,  toute  la  masse  d'une  planète 
réunie  à  son  centre  de  gravité ,  et  cherchons  le  mouve- 
ment que  prendra  ce  point,  sollicité  à  chaque  instant 
par  une  force  dont  la  direction  passe  constamment  par 
un  point  fixe  0,  et  dont  l'intensité  varie  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  OM  =  r  (fig.  81). 

0  En  premier  lieu ,  la  trajectoire  est  plane  et  située 
dans  le  plan  qui  passe  par  le  point  fixe  et  par  la  di- 
rection de  la  vitesse  initiale.  Prenons  le  point  0  pour 
pôle  et  Ox  pour  axe  polaire ,  et  soient  r  et  0  les  coor- 
données du  point  M,  au  bout  du  temps  {  :  on  aura,  par 
le  principe  des  aires  ^ 

(1)  r*dO=cdt. 

Or, 

— ,—  =  rX  —-i^rxvsmtf; 
at  ai  » 

en  appelant  v  la  vitesse  du  mobile  et  ^  l'angle  que  forme 
le  rayou  vecteur  avec  la  tangente  à  la  trajectoire.  Don^ 
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(2)  c=t?XrBin 

Ainsi  on  peut  dire  que  la  constante  c,  qui  représentait 
déjà  le  double  du  secteur  engendré  par  le  rayon  vec- 
teur, pendant  Tunité  de  temps,  la  trajectoire  étant  sup- 
posée connue,  sera  pour  nous,  dans  la  question  actuelle, 
le  produit  de  la  vitesse  du  mobile  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  fixe  sur  la  tangente,  à  un  ins- 
tant quelconque,  par  exemple  à  l'origine  du  temps. 

»  Soit  maintenant  R  la  force  accélératrice  à  l'instant 
que  Ton  considère.  On  a 

(3)  rf.v«  =  — 2Rdr, 

et  comme  ici  R=  -^,  en  appelant  [a  la  force  accéléra- 
trice à  l'unité  de  distance,  il  vient 

et,  par  suite,  en  intégrant, 

(4)  ««=  ^  -  6. 

La  valeur  de  la  constante  arbitraire  6  se  déterminerait 
en  cherchant  la  valeur  de  — —  t?l,  à  une  époque  quel- 
conque du  mouvement,  par  exemple  à  l'origine  du  temps. 
D'aill6urs  puisque 

1 . 5 


-=4^Hm 
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Téquation  difTérentielle  de  la  trajectoire  est 

(=>)       4s-^(s)']=t'-* 

>  Pour  intégrer  plus  facilement,  posons  --  =  « ,  d'où 
résulte 


s] — 6-h2(jL«  —  (?z^ 


*  dz 
On  voit  que  -r-  devant  être  <oou>  o,  suivant  que  r 

croît  ou  décroît  lorsque  6  augmente,  il  faudra  prendre 
au  numérateur  le  signe  —  ou  le  signe  -h ,  suivant  que 
le  premier  ou  le  second  cas  aura  lieu.  Si  donc  nous  sup- 
posons que  r  croisse  en  même  temps  que  6,  on  aura 

—  cdz  — (?dz 

d9=- 


ou  bien 

— (?dz 


d^= 


^(,»_6c'y^_(A 


1-) 


t  • 


pi«— 6c* 


de 

»  On  a  toujours  (jl* — 6(?>o,  sans  quoi -p serait  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  6.  Donc  si 
Ton  pose 
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6  -=q^ 


il  vient 


(?dz  — dq 

r  =  dq,di=: 


d'où,  en  intégrant  et  appelant  co  un  angle  constant,  on 
a  enfin 

6  =  eu  H-  arc  cos  q 

ou 


(7)  cos  (e  —  co)  = 


^(i.*—  bc^ 


>  En  remplaçant  z  par  -,  dans  Téquation  (7) ,  il 
vient,  pour  Téquation  de  la  trajectoire. 


(8)         r  = 


■•  > 


1    ^     yi ^C08(e  —  co) 


On  voit  que  celte  courbe  est  toujours  une  section 
conique,  car  l'équation  générale  d'une  section  conique, 
rapportée  à  un  foyer  et  à  un  axe  polaire,  faisant  un 
angle  a>  avec  Taxe  qui  passe  par  le  foyer,  est 


1  H-  e  cos  (6  —  w) 


X      • 
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La  courbe  est  une  ellipse,  si  <?  <[  1  ;  une  parabole,  si 
c  =  1,  et  une  hyberbole,  si  e  ]>  1.  Par  conséquent,  en 
se  rappelant  que  b  est  égal  à  la  valeur  initiale  de 

— î-  —  V*,  on  voit  que,  si  à  une  époque  quelconque  du 

mouvement  on  a 

V*  <  — ^  la  courbe  est  une  ellipse  ; 
r 

V*  =  — !-  »  elle  est  une  parabole  ; 
r 

t;*  ]>  — î-  *  elle  est  une  hyberbole. 

T 

>  Ainsi  l'espèce  de  la  courbe  dépend  uniquement  de 
la  grandeur  de  la  vitesse  à  l'origine  du  temps,  mais  nul- 
lement de  sa  direction,  en  sorte  que  difiTérents  mobiles, 
lancés  successivement  du  même  point  de  l'espace,  avec 
des  vitesses  égales,  mais  de  directions  différentes,  par- 
courraient tous  des  courbes  de  même  espèce. 

»  En  appelant  2a  le  grand  axe  et  e  l'excentricité, 
Téquation  de  l'ellipse  est 

__       a(l-é^) 
1  -f  e  C08  (6  —  w) 

Identifiant  avec  l'équation  (8),  on  a 


formules  qui  déterminent  les  éléments  de  l'ellipse,  en 
fonction  des  données  du  problème. 


—  367  — 

>  Il  reste  encore  à  déterminer  t),  r  et  6  en  fonction  du 
temps  (,  afin  de  connaître  la  vitesse  et  la  position  du 
mobile  à  une  époque  donnée.  On  a  d'abord 

(2)  ^=^—b, 

r 

d'ail  y  à  cause  de 

on  a 

'.  rf r»  -h  r^d^  ._  |a' 

I  di^  r 

m 

I 

!  En  éliminant  d^  entre  cette  équation  et  Téquation  r^d^ 

=  cdt^  il  vient 

lîi  rrff 
dt  z= 


yj  —  6rs  +  2(JLr  —  c 

ou 

rdr 


(3)         d^=:  — 

V^  — 6r*-t-2iJLr— c* 

en  supposant  d'abord  que  r  croisse  avec  f.  En  rem- 

plaçant  6  par  -  et  c*  par  (xa  ( — c*),  cette  différentielle 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

rdr 
(3)  dt  = 


I 


y-^^a«e»  — (a  — r)" 


—  368  — 

>  Si  ÂMB  (fig.  82)  est  Tellipse  parcourue,  le  mobile 
est  le  plus  près  du  point  0,  pôle  et  foyer  de  Tellipse,  à 
Textrémité  A  du  grand  axe  nommée  périhélie  de  la  pla- 
nète, et  il  est  le  plus  loin  de  0,  à  l'autre  extrémité  B, 
que  Ton  nomme  aphélie  de  la  planète.  Par  conséquent, 
le  rayon  vecteur  r  varie  de  OA  =  a  (i  —  e)  à  OB 
=  a  (1  H-  c).  Il  est  donc  permis,  pour  la  commodité  de 
l'intégration,  d'introduire  une  variable  auxiliaire  u,  telle 
que 

r  =  a  (1  — e  cos  u). 
on  en  tire 

dr  =  ac  si  n  urfw, 

et  l'équation  (3)  devient 

— =  dt  z={l  —  e  cos  u)  du 

a  ^  a 

ou 

ndt  =  (t  —  e  cos  u)  du, 

* 

en  posant,  pour  abréger 

_  ^^ 
ay]  a 

En  intégrant,  on  a  Téquation 

ni-=u — c;  sin  u^ 

Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  si  l'on  compte  le 
temps  à  partir  du  moment  où  la  planète  est  à  son  péri-- 
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hélie  ;  car  alors  r  =  a  (  1  —  c) ,  et  par  conséquent  cos 
u=i,  d*où  u=o  en  même  temps  que  l  =  o. 

>  Pour  construire  l'angle  auxiliaire  u,  sur  BÂ  (fig.  82), 
comme  diamètre,  décrivons  une  circonférence  de  cercle. 
Soient  M  la  position  actuelle  du  mobile  et  c  le  centre  de 
Tellipse.  Prolongeons  l'ordonnée  MP  jusqu'au  point  K  où 
elle  rencontre  la  circonférence.  Je  dis  que  l'angle  KGA 
=  u.  En  effet,  on  a 

r  =  a  —  eXCP:^a —  eXa  cosKCA 

=^a{i  —  ccosKCA);       • 


mais 


d'où 


r  =  a(i  — e  cos  w) , 


cos  KCA=cos  u  et  KCA=:u. 


L'angle  u  est  appelé  V anomalie  excentrique  delà  planète, 
tandis  que  l'angle  MOA  =  6  —  (o  se  nomme  Vanomalie 
vraie.  On  pourrait  maintenant  éliminer  u  entre  les  équa- 
tions (l)et  (2)  ;  mais  il  vaut  mieux  conserver  ces  deux 
équations  avec  la  variable  auxiliaire  u.  En  donnant  à 
cette  variable  toutes  les  valeurs  possibles,  on  en  déduira 
ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  r  et  de  (. 

»  La  durée  T  de  la  révolution  entière  de  la  planète 
se  déduit  de  la  formule  nt=zu  —  c  sin  ti,  en  y  faisant 
u=2ir,  ce  qui  donne 

7iT=:2ir 
ou 

« 

^tiza^a 


14 


—  370  — 

en  remplaçant  n  par  ^\l.  On  en  déduit,  pour  la  valeur 

de  la  force  accélératrice,  à  l'unité  de  distance ,  commune 
à  toutes  les  planètes, 

1^  =  -^^* 

En  appelant  M  et  m  les  masses  respectives  du  soleil  et 
d'une  planète,  r  la  distance  de  leur  centre  de  gravité,  et 
f  le  coefficient  de  l'attraction  universelle,  on  juge  que 

^— ^est  la  mesure   de  l'attraction  qu'un  de  ces  deux 

corps  exerce  sur  l'autre  ;  que,  par  suite,  abstraction  faite 

ni     fm  .1 

de  toute  autre  cause  -— ,  —  sont  respectivement  les 

forces  accélératrices  de  la  planète  et  du  soleil  ;  et,  comme 
,  '  elles  sont  en  raison  inverse  des  masses  de  ces  corps,  on 
en  conclut  que,  s'ils  n'avaient  aucune  vitesse  initiale, 
ils  viendraient  se  réunir  sur  la  droite  qui  joint  leurs 
centres  au  centre  de  gravité  du  système  de  ces  deux 
corps.  On  le  montre  ainsi  : 

0  S  et  s  étant  les  espaces  rectilignes  parcourus  par  le 
soleil  et  par  la  planète,  jusqu'à  leur  point  de  rencontre, 
on  aura 

^  (PS       fy\m         (JPs      fMm 


d'où  résulte 


„<PS  dPs 

M  -Tï  =  m  -ri 

dfi  dt* 
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par  suite 

^,dS  ds 

dt  dt 


et  enfin 


MS  =  fns. 


»  Il  n^y  a  pas  de  constante  à-  ajouter^  car  on  suppose 
que  le  soleil  et  la  planète  partent  en  même  temps,  sans 
vitesse  initiale.  De  Téquation  MS  ==  ms,  on  déduit 

S  :  5  =  m  :  M , 

ce  qui  démontre  la  proposition  éfioncée.  » 

Pour  obtenir  le  mouvement  relatif  d'une  planète  au- 
tour du  soleil,  c'est-à-dire  le  mouvement  apparent  de 
cette  planète  pour  un  observateur  placé  à  la  surface  du 
soleil,  on  suppose  appliquée  au  centre  de  gravité  du  so- 
leil une  force  égale  et  contraire  à  celle  qui  le  fait  mou- 
voir dans  l'espace,  afin  de  pouvoir  le  considérer  comme 
fixe;  mais  en  même  temps,  afin  de  ne  pas  altérer  le 
mouvement  de  la  planète  par  rapport  au  soleil,  on  sup- 
pose aussi  qu'une  force  égale  et  parallèle  à  cette  der- 
nière est  appliquée  au  centre  de  gravité  de  la  planète. 
Ainsi  ce  dernier  point  serait  constamment  sollicité  par 
une  force  dirigée  vers  le  centre  du  soleil  et  égale  à 

« 

en  appelant  \l  le  coefficient  /"  (M  +  m)  constant  pour 
toutes  les  positions  de  la  planète. 


D'un  autre  côté»  on  a  obtenu,  comme  on  Ta  vu,  la 
formule 

— fi- 

a  étant  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse,  et  T  la  durée 
d'une  révolution  entière.  Paj*  conséquent 


et,  comme  la  masse  m  varie  d'une  planète  à  l'autre,  on 

a* 
voit  que  -;;  n'est  réellement  pas  constant  pour  toutes  les 

planètes.  Mais  considérant  que,  d'après  les  observations, 
la  troisième  loi  de  Kepler  est  extrêmement  approchée, 
on  conclut  que  m  est  très-petit  par  rapport  à  M^  ou  que 
les  masses  des  planètes  sont  très-petites  relativement  à 
la  masse  du  soleil.  En  effet,  dit-on,  la  masse  de  Jupiter, 
qui  est  la  plus  considérable  de  toutes  les  planètes,  n'est 
pas  77J7  de  celle  du  soleil. 

Toutes  ces  analyses  laissent  à  désirer  au  point  de  vue 
de  la  rigueur  mathématique,  en  ce  qu'on  y  met  en  rapport 
réel  de  quantités  des  courbes  et  des  droites,  et  parfois  des 
courbes  qui  diffèrent  essentiellement  entre  elles.  Il  en 
est  de  même  généralement  des  analyses  concernant  les 
autres  parties  de  la  mécanique  céleste ,  notamment  de 
celles  qui  se  trouvent  dans  le  grand  ouvrage  de  Laplaee. 
D'ailleurs  on  y  néglige  souvent  des  quantités  qu'on  ne 
peut  faire  figurer  dans  les  calculs  :  bien  que  ces  quan- 
tités soient  très-petites,  leur  négligence  exclut  la  possi- 
bilité d'une  rigueur  absolue  dans  les  résultats. 
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Si  je  porte  mes  investigations  sur  les  observations  au 
moyen  desquelles  on  a  édifié  l'astronomie,  je  n'y  trouve 
pas  non  plus  des  raisons  suffisantes  pour  attribuer  le 
caractère  de  certitude  absolue  aux  principes  de  cette 
science. 

Je  vais  résumer  ici  dans  leurs  points  principaux  ces 
observations  et  les  explications  ou  considérations  qu'elles 
ont  suggérées.  Je  ne  crois  pas  pouvoir  mieux  faire  que 
de  puiser  ce  résumé  dans  l'astronomie  populaire  du 
savant  Ârago. 

Mouvement  apparent  du  soleil.  —  Si  la  lunette  du 
cercle  mural  est  fixée  daus  le  plan  de  l'équateur  ^  le 
soleil  est  austral  lorsqu'il  passe  au  méridien  au-dessous 
de  la  direction  de  la  lunette,  et  boréal  quand  il  passe 
au-dessus.  On  a  reconnu  ainsi  que  le  soleil  est  pendant 
six  mois  au  midi  de  l'équateur,  et  pendant  six  mois  au 
nor{}  de  ce  plan. 

En  visant,  chaque  jour  de  l'année,  au  centre  du  soleil, 
au  moment  où  cet  astre  arrive  au  méridien,  on  a  sa  dé- 
clinaison ,  c'est-à-dire  la  position  du  cercle  parallèle  à 
l'équateur  qu'il  occupe  ^  en  comparant  le  degré  où  la 
lunette  s'est  arrêtée  à  celui  qui  correspond  à  l'équateur. 
On  a  trouvé  ainsi  que  c'est  dans  une  zone  comprise  entre 
23<»  2r  1/2  de  déclinaison  australe  et23o  27'  1/2  de  dé- 
clinaison boréale  qu'est  contenue  tout  entière  la  courbe 
décrite  par  le  soleil  en  vertu  de  son  mouvement  appa- 
rent. Les  365  observations  au  cercle  mural  faites  dans 
les  365  jours  de  Tannée,  comparées  à  la  position  inva- 
riable de  l'équateur  ont  fait  connaître  les  365  parallèles, 
sur  lesquels  le  soleil  s'est  successivement  transporté.  Â 
ces  365  résultats  on  a  ajouté  les  365  positions  des  cercles 
horaires  du  soleil  qu'on  a  obtenues  en  comparant  chaque 
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jour  le  moment  du  passage  de  Tétoile  Sirius  par  le  mé- 
ridien «  au  moment  du  passage  du  centre  du  soleil  par  le 
même  plan  ;  et  les  intersections  de  ces  cercles  horaires 
avec  les  parallèles  correspondants,  aux  mêmes  jours»  ont 
donné  les  365  places  que  le  soleil  occupe  dans  Tannée. 
On  a  donc  pu  dessiner  les  positions  du  soleil  sur  une 
sphère  offrant  une  représentation  du  ciel  étoile. 

Or ,  ces  positions  ont  paru  se  maintenir  sur  une 
courbe  continue  formant  un  grand  cercle  de  la  sphère, 
dont  une  moitié  était  située  au  nord  de  Téquateur  et 
Tautre  au  midi.  Le  plan  de  cette  courbe  s'appelle  le  plan 
de  Yécliptiqae^  parce  que  la  position  du  soleil  et  de  la 
lune,  relativement  à  ce  plan,  détermine  les  époques  des 
éclipses  de  soleil  et  de  lune. 

Mouvements  apparents  des  planètes.  —  En  observant 
chaque  jour  les  planètes  avec  la  lunette  méridienne  et  le 
cercle  mural ,  elles  ont  paru  stationnaires  à  certaines 
époques,  puis  se  dirigeant,  par  rapport  aux  étoiles,  tan- 
tôt de  Toccident  à  Torient,  et  tantôt  de  l'orient  à  Tocci- 
dent,  avec  des  vitesses  fort  inégales.  Mais  on  a  remarqué 
en  rapprochant  leurs  mouvements  apparents  de  ceux  du 
soleil,  que  les  plus  grandes  vitesses,  soit  du  mouvement 
direct  (1),  soit  du  mouvement  rétrograde,  avaient  tou- 
jours lieu  quand  les  centres  de  la  terre,  du  soleil  et  de  la 
planète  observée  semblaient  être  sur  une  même  ligne 
droite. 

Puis  on  a  reconnu  que  les  planètes  inférieures,  Mer- 
cure et  Vénus,  ne  s'éloignaient  jamais  du  soleil  qu'à  des 
distances  angulaires  assez  petites,  tandis  que  les  planètes 


(I)  Le  mouvement  direct  a  liea  de  Toccident  à  l'orient;  le  moaremeot 
rétrograde  a  lien  en  sens  contraire. 
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supérieures  s'en  écartaient  à  des  distances  angulaires 
beaucoup  plus  grandes. 

Lors  de  ses  plus  grandes  élongations»  une  planète  in- 
férieure offre  l'apparence  d'un  demi-disque  lumineux 
dont  le  bord  curviligne  est  tourné  vers  le  soleil.  Entre 
ses  élongations  extrêmes»  la  planète  se  présente  comme 
un  croissant  dont  la  convexité  regarde  le  soleil. 

Les  planètes  supérieures  ne  présentent  pas  ces  phases, 
ce  qu'on  explique  par  leur  grand  éloignement. 

Mouvements  réels  des  planètes.  —  Pour  déterminer  ces 
mouvements ,  on  a  transformé  fictivement  les  positions 
géocentriques  en  positions  héliocentnques.  On  a  supposé 
d'abord  que  les  planètes  se  meuvent  dans  le  plan  de 
l'écliptique,  ce  qui  n'est  pas  bien  loin  de  la  vérité,  du 
moins  pour  les  planètes  principales.  Dans  cette  hypo- 
thèse ,  quand  une  planète  est  en  opposition  ,  la  ligne 
droite  menée  du  soleil  à  la  terre  projette  la  planète  sur 
l'étoile  à  laquelle  aboutit  la  ligne  menée  du  soleil  à  la 
même  planète  :  de  cette  manière  on  a  obtenu^  par  une 
observation  terrestre  ,  la  place  de  la  plapète  sur  le  ciel 
étoile,  comme  si  on  l'eût  observée  du  soleil. 

Quelques  mois  après,  le  soleil,  la  terre  et  la  planète 
s'étant  trouvés  de  nouveau  en  ligne  droite,  la  planète 
répondait  à  une  autre  étoile  ,  ce  qui  pfocurait  une 
seconde  position  héliocentrique.  Bientôt  une  troisième 
opposition  vint  donner  la  position  de  la  planète  pour  un 
observateur  qui  serait  placé  dans  le  soleil. 

Au  moyen  d'un  très-grand  nombre  d'observations  de 
cette  sorte  et  d'une  interpolation,  on  a  pu  déterminer  le 
temps  que  la  planète  vue  du  soleil  emploie  à  revenir  à  la 
même  étoile,  c'est-à-dire  le  temps  de  sa  révolution  com- 
plète. 
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Les  mêmes  planètes  ayant  été  observées  à  leurs  con- 
jonctions «  on  a  trouvé  de  même  les  moments  où»  vues 
du  soleil,  elles  correspondaient  à  d'autres  étoiles,  et 
obtenu  ainsi  de  nouvelles  déterminations  des  temps 
qu'elles  emploient  à  Taccomplissement  de  leurs  révo- 
lutions. 

Or,  d'après  les  faibles  valeurs  trouvées  par  les  paral- 
laxes des  étoiles ,  on  a  supposé  que  les  constellations 
auraient  la  même  grandeur  pour  un  observateur  placé 
sur  la  terre  et  pour  celui  qui  occuperait  le  centre  du 
soleil  ;  que,  par  conséquent ,  la  distance  angulaire  de 
deux  étoiles  quelconques  serait  à  très-peu  près  la  même 
pour  les  deux  observateurs.  Les  angles  sous-tendus  par 
ces  étoiles  ayant  donc  sensiblement  la  même  valeur,  dans 
les  deux  situations  respectives  des  observateurs  supposés, 
on  a  pu,  en  discutant  toutes  les  positions  héliocentriques 
données  par  les  oppositions  et  les  conjections,  arriver  à 
la  détermination  du  mouvement  angulaire  de  la  planète 
vue  du  soleil.  Il  est  résulté  de  cette  discussion  et  de  cette 
détermination,  que,  pour  un  observateur  placé  dans  le 
soleil,  les  stations  et  les  rétrogradations  des  planètes  supé- 
rieures n'existent  pas;  que  toutes  ces  planètes  se  meu- 
vent constamment  dans  le  même  sens^  mais  que  leur 
mouvement 'angulaire  n'est  pas  uniforme.  Des  résultats 
analogues  ont  été  fournis  par  les  observations  de  Mer- 
cure et  de  Vénus  ,  prises  dans  leurs  conjonctions  supé- 
rieures et  inférieures. 

Soient  maintenant  (fig.  83)  S  le  soleil,  T  la  terre  et 
M  une  planète,  prise  vers  les  quadratures,  c'est-à-dire 
lorsque  l'angle  MST  est  à  peu  près  droit.  La  ligne  ST 
aboutit  à  une  certaine  étoile  E,  la  ligne  SM  aboutit  à  une 
^utre  étoile  E',  l'angle  en  S  (E'SE)  compris  entre  ces 
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deux  étoiles ,  est  le  même  que  s'il  était  mesuré  en  T 
(ETE),  par  conséquent  il  est  connu.  L  angle  MTS,  dont 
le  sommet  est  situé  sur  la  terre ,  peut  toujours  être  dé- 
terminé directement;  donc  le  troisième  angle  TMS  du 
triangle  formé  par  les  droites  ST^  TM  et  SM,  sera  connu, 
puisquMl  sera  le  complément  à  1 80^  de  la  somme  des 
debx  précédents.  En  construisant  graphiquement  un 
triangle  ayant  les  mêmes  angles  que  celui  qui  est  formé 
par  les  lignes  joignant  la  terre,  le  soleil  et  la  planète , 
les  côtés  de  ce  triangle  seront  proportionnels  aux  côtés 
du  triangle  STM.  On  obtiendra  donc  le  rapport  de  TS 
à  SM,  conséquçmment  des  distances  de  la  terre  au  soleil 
et  du  soleil  à  la  planète. 

Il  a  fallu,  il  est  vrai,  tenir  compte  de  la  variation  du 
côté  TS,  mais  des  calculs  antérieurs  avaient  fait  connaître 
les  variations  des  distances  du  soleil  à  la  terre,  c'est-à- 
dire  deTS,  pour  tous  les  jours  d'une  année  quelconque. 
En  marquant  sur  un  tableau  le  point  S  représentant  le 
soleil,  et  les  rayons  vecteurs  SM,  SM',  SM"....,  sur  les- 
quels telle  planète ,  vue  du  soleil ,  devrait  paraître  située 
aux  différents  jours  de  l'année,  et  à  l'aide  de  la  résolu- 
tion des  triangles  STiM,  STM',  STM".... ,  on  a  déterminé 
les  distances  du  point  S  auxquelles  la  planète  doit  se 
trouver  successivement,  et  en  faisant  passer  une  courbe 
par  les  positions  M,  M',  xM''....,  on  a  obtenu  l'orbite  dé- 
crite par  la  planète  autour  du  soleil  ;  orbite  qui  n'est  pas 
circulaire,  mais  une  ellipse  dont  le  soleil  occupe  l'un  des 
foyers. 

On  a  reconnu  que  la  terre  elle-mênie  décrit  une  ellipse 
autour  du  soleil;  que  le  mouvement  de  cet  astre  autour 
de  notre  globe  n'est  qu'apparent.  On  sait  les  considéra- 
tions qui  militent  si  victorieusement  en  faveur  de  cette 
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opinion  maintenant  consacrée  dans  la  science.  On  suit 
notamment  les  expériences  si  concluantes  de  M.  Fou- 
cault. 

A  l'aide  des  nombres  proportionnels  qu'on  a  obtenus 
pour  l'expression  des  distances  moyennes  des  planètes 
au  soleil,  des  durées  de  leurs  révolutions  sidérales  en 
jours  moyens,  et  de  leurs  moyens  mouvements  diurnes, 
on  a  trouvé  la  liaison  qui  existe  entre  les  temps  des  révo- 
lutions des  planètes  et  leurs  distances  au  soleil.  C'est  la 
troisième  loi  de  Kepler. 

Loi  de  V attraction.  —  Appliquée  à  la  lune ,  cette  loi 
s'est  vérifiée  ainsi  : 

Soit  C  (fig.  84j  le  point  occupé  par  la  terre,  autour 
duquel  la  lune  circulerait  de  droite  à  gauche  ;  A  la  place 
actuelle  de  la  lune.  Au  moment  de  quitter  le  point  A,  la 
lune  se  meut  dans  la  direction  du  petit  élément  de  son 
orbite  curviligne  qui  passe  par  le  point  A ,  c'est-à-dire 
dans  la  direction  de  la  ligne  droite  tangente  AT.  On 
observe  que  la  lune ,  au  lieu  de  suivre  cette  ligne  pour 
aller  rencontrer  la  direction  du  rayon  CT,  va  en  M,  et 
l'on  attribue  à  une  force  d'attraction  sa  déviation  de  AT; 
on  dit  que  cette  force  fait  tomber  la  lune  de  la  quantité 
TiM.  A  l'aide  d'une  opération  directe,  on  détermine  l'an- 
gle formé  par  le  rayon  GA  mené  de  la  terre  à  la  lune 
à  une  certaine  époque,  avec  le  rayon  CM,  dirigé  vers  le 
même  astre,  après  une  seconde  de  temps.  Le  rayon  CA, 
distance  de  la  l'une  à  la  terre^  étant  connu,  on  calcule, 
pour  l'angle  ACM,  mesure  du  déplacement  angulaire  de 
la  lune  dans  une  seconde,  de  combien  le  point  T,  extré- 
mité de  la  tangente,  est  éloigné  du  point  M,  c'est-à- 
dire  de  quelle  fraction  de  mètre  la  lune  est  tombée  vers 
la  terre  en  une  seconde.  Ce  calcul  donna  0°^.001360. 


—  879  — 

Or  l'espace  que  parcourt,  à  Paris,  pendant  une  seconde, 
un  corps  abandonné  à  lui-même  à  la  surface  de  la  terre, 
c'est-à-dire  quand  il  est  à  1591  lieues  du  centre,  est  de 
i^^9.  Pour  avoir  la  quantité  dont  il  tomberait  si  on  Té- 
loignait  de  ce  même  centre  jusqu'à  la  région  de  la  lune, 
on  a  réduit  le  nonibre  précédent  dans  le  rapport  des 
carrés  des  distances^  et  Ton  a  trouvé  que  la  valeur  nu- 
mérique MT  est  conforme  à  celle  déduite  de  la  vitesse 
de  la  lune,  et  des  dimensions  de  son  orbite.  On  a  trouvé, 
en  effet,  0°^,001352  pour  la  chute  de  la  lune  vers  la 
terre  en  une  seconde.  C'est,  de  cette  manière  que  Newrton 
est  arrivé  à  la  découverte  du  principe  de  la  gravitation 
universelle. 

Il  avait  démontré  déjà  qu'une  force  attractive  émanée 
d'un  point  et  agissant  réciproquement  au  carré  des  dis- 
tances fait  décrire  au  corps  qu'elle  sollicite,  une  ellipse, 
ou  en  général  une  section  conique  dont  le  point  d'où 
émane  la  force  occupe  un  des  foyers.  Il  voulut  vérifier 
ce  principe  sur  le  mouvement  de  la  lune.  L'ignorance 
où  Ton  était  alors  de  la  grandeur  de  la  terre  introduisit 
une  erreur  dans  son  calcul,  mais  ultérieurement  une 
mesure  plus  exacte  lui  permit  d'obtenir  une  solution  sa- 
tisfaisante. 

Satellites  de  Jupiter. — On  a  pu  faire  des  observations  et 
des  calculs  de  ce  genre  au  sujet  des  satellites  de  Jupii^er. 

On  a  trouvé  par  une  discussion  très-minutieuse  des 
éclipses  de  ces  satellites,  que  le  premier  et  le  second  dé- 
crivent des  courbes  à  peu  près  circulaires.  Par  le  même 
moyen  on  a  reconnu  que  Torbite  du  troisième  est  sensi- 
blement elliptique,  mais  que  son  excentricité  est  variable. 
L'ellipticité  de  l'orbite  du  quatrième  est  plus  considé- 
rable. Les  extrémités  des  grands  axes  de  ces  ellipses  les 
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plus  voisines  de  la  planète  ne  sont  pas  toujours  dirigées 
vers  les  mêmes  étoiles.  Ces  extrémités,  qu'on  nomme  des 
p^rt/oncs,  paraissent  avoir  un  mouvement  direct  ou  di- 
rigé de  l'occident  à  l'orient 

Le  plan  de  l'orbe  du  premier  satellite  semble  coïncider 
avec  celui  de  Jupiter.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  orbes 
du  second,  du  troisième  et  du  quatrième  satellite  : 
ils  font  avec  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  des  angles 
appréciables. 

Les  inclinaisons  des  plans  dans  lesquels  ces  satellites 
se  meuvent,  rendent  compte  de  phénomènes  qui,  sans 
cela^  seraient  inexplicables  :  de  la  non  disparition ,  par 
exemple,  du  quatrième  satellite  dans  un  grand  nombre 
de  ses  oppositions  avec  le  soleil. 

De  plus,  les  intersections  des  plans  des  orbites  des 
satellites  avec  le  plan  de  l'orbite  de'Jupiter,  ouïes  lignes 
qu'on  a  appelées  lignes  des  nœuds,  ne  sont  pas  toujours 
dirigées  vers  les  mêmes  étoiles. 

Si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  de  l'équateur  de 
Jupiter^  les  distances  moyennes  des  satellites  au  centre 
de  la  planète  et  les  durées  de  leurs  révolutions  sidérales 
seront  : 

Distance  Duréet 

au  eentre  des  révolutiops 

de  Jupiter  sidérales 

Premier  satellite.  G  05         1  j.  77  ou  1  j.  18  h.  28  m. 

Deuxième.  ...  9  62         3     55       3     13       14 

Troisième.  ...  15  35         7     15       7       3       43 

Quatrième..   .   .  26  00  16     69     16     16       32 

Il  résulte  de  ces  nombres  que  les  habitants  de  Jupiter 
voient  circuler  autour  du  centre  de  leur  planète  et  à  une 
distance  de  108,000  lieues,  une  lune  ayant  un  dia- 
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mètre  apparent  plus  grand  que  celui  de  la  lune  ter- 
restre, qui  s'éclipse  régulièrement  après  des  intervalles 
égaux  à  1  jour  3/4  environ. 

En  examinant  attentivement  ces  mêmes  nombres,  on 
a  trouvé  que  les  carrés  des  temps  des  révolutions  de 
deux  quelconques  de  ces  satellites  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  de  leurs  distances  moyennes  à  Jupiter,  confor- 
mément.à  la  troisième  loi  de  Kepler. 

Des  observations  très-délicates  ont  paru  conduire  à 
cette  conséquence,  que  chaque  satellite  tourne  sur  lui- 
même  dans  un  temps  égal  à  celui  qu'il  emploie  à  faire 
sa  révolution  autour  de  la  planète;  en  sorte  que  ces 
lunes,  comme  la  lune  terrestre  relativement  à  la  terre, 
montreraient  toujours  la  même  face  au  centre  de  Jupiter. 

Masse  du  soleil.  —  Pour  déterminer  cette  masse  com- 
parée à  celle  de  la  terre,  on  a  raisonné  ainsi  : . 

«  Un  astre  qui,  à  la  même  distance,  produirait,  vers 
son  propre  centre,  dans  la  première  seconde,  une  chute 
double,  triple...,  centuple^  aurait  évidemment  une 
masse  double,  triple...  ,  centuple,  de  celle  de  la  terre. 
La  question  se  trouve  donc  ramenée  à  celle-ci  :  de  com- 
bien le  soleil,  dans  l'intervalle  d'une  seconde,  fait-il 
tomber  vers  son  centre  un  corps  qui  en  est  éloigné  au- 
tant que  notre  globe  ?  Or,  cette  dernière  question  trouve 
sa  solution  directe,  immédiate,  dans  les  circonstances 
du  mouvement  annuel  de  la  terre.  En  vertu  de  ce  mou- 
vement, notre  globe  décrit  autour  du  soleil,  en  365  jours 
1/4,  une  courbe  presque  circulaire  dont  le  rayon  est  su- 
périeur à  38  millions  de  lieues.  Divisons  les  360  degrés 
que  cette  circonférence  de  cercle  renferme,  par  le  nombre 
de  secondes  de  temps  contenues  dans  365  jours  1/4.  Le 
quotient  sera  la  très-petite  fraction  de  degré  que  la 
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terre  parcourt  sur  son  orbite  en  une  seconde  de  temps. 
Maintenant  supposons  le  soleil  en  C  (fig.  84),  la  terre  en 
A  ;  faisons  Fangle  ACM  égal  au  déplacement  angulaire 
qu'éprouve  la  terre  en  une  seconde,  le  rayon  de  l'orbite 
CA  de  38  millions,  et  nous  pourrons  calculer,  en  frac- 
tions de  lieues  ou  en  mètres,  la  quantité  TM,  dont  le 
soleil,  par  sa  force  attractive,  fait  tomber  la  terre  en  une 
seconde.  Notre  globe  fait  tomber  un  corps  de  4™  9  en 
une  seconde,  lorsque  ce  corps  est  distant  de  son  centre 
de  1600  lieues  en  nombre  rond,  et  il  est  aisé  de  cal- 
culer, d'après  la  loi  des  carrés  des  distances^  de  com- 
bien il  ferait  tomber,  dans  le  même  intervalle  de  temps, 
un  corps  qui  serait  à  38  millions  de  distance.  Cela  fait^ 
comme  à  égales  distances,  les  chutes  doivent  être  propor- 
tionnelles aux  masses,  en  cherchant,  par  une  simple 
division,,  combien  de  fois  la  chute  vers  la  terre  est  con- 
tenue dans  la  chute  vers  le  soleil,  on  saura  combien  il 
faudrait  de  globes  terrestres  pour  faire  une  masse  égale 
à  celle  du  soleil.  Par  ce  procédé,  du  moins  quant  au 
fond,  sinon  dans  la  forme ,  on  a  trouvé  le  nombre 
354,936;  c'est-à-dire  que  la  masse  de  la  terre  étant  1, 
celle  du  soleil  serait  représentée  par  354,936. 

Voici  comment  l'analyse  procède  généralement,  pour 
résoudre  le  problème  : 

c  Soit  m  la  masse  de  la  terre.  Si  elle  était  parfai- 

tement  sphenque,  en  appelant  r  son  rayon,  —  serait 

l'attraction  totale  qu'elle  exercerait  sur  l'unité  de  masse 
d'un  corps  placé  à  sa  surface.  Or,  comme  elle  a  la 
forme  d'un  sphéroïde  différant  très-peu  d'une  sphère, 
quoique  cette  attraction  ne  soit  pas  la  même  en  tous  les 
points  de  la  surface ,  il  existe  un  certain  parallèle,  sur 
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lequel  Fattraction  terrestre  a  précisément  pour  mesure 

^  9  et  il  résulte  du  calcul  de  Tattractiou  des  sphéroïdes 

1 

que  pour  ce  parallèle,  sin*  ^  =  ^»  en  appelant  >  la  la- 

titude.  L^observation  démontre  d'ailleurs  que  la  pe- 
santeur sur  ce  parallèle  a  pour  mesure  g  =  9^,79386. 
De  plus  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge  a 

pour  mesure  sur  le  même  parallèle  une  fraction- 

2     1 
='-T  r^  de  la  gravité.  Il  faut  ajouter  cette  compo- 

santé  à  g^  ce  qui  donne  pour  l'attraction  du  sphéroïde 
terrestre  sur  l'unité  de  masse  d'un  corps  placé  sur  ce 
parallèle^  G  =  9^^81645.  Or,  nous  l'avons  vu  plus 
haut,  on  a 

on  a  aussi  G  =  ^-' 

De  ces  formules  on  tire 

M  _  Wa' 
m  ~  Gr*T* 

en  appelant  M  la  masse  du  soleil,  a  le  demi  grand  axe 
de  l'orbite  apparent  de  la  terre  autour  du  soleil  et  T  le 
nombre  de  secondes  contenu  dans  une  année.  En  substi- 
tuant dans  cette  dernière  formule 

G  =  9'°81645. 
r  =  6364551°», 
o  =  23984r, 
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et 

T  =  86*00"  X  365,2563..., 

on  trouve 

-  ■=  354592 
m 

pour  le  rapport  de  la  masse  du  soleil  à  celle  de  la  terre. 

Perturbations  du  mouvement  des  planètes.  —  Newton 
pensa  que  les.  diverses  planètes  n'étaient  point  attirées 
seulement  par  le  soleil,  mais  qu'elles  s'attiraient  réci- 
proquement. Or  c'était  admettre  des  causes  de  troubles» 
de  perturbations  nombreuses ,  considérables  ^  conli- 
nuelles  dans  la  marche  des  planètes,  et  les  lois,  les 
courbes  képlériennes  ne  pouvaient  plus  suffire  à  la  repré- 
sentation exacte  des  phénomènes. 

NewtoD  put  prévoir  plusieurs  des  perturbations  pla- 
nétaires; il  put  même  parfois  les  calculer;  mais  il  était 
réservé  à  d'autres  savants  de  résoudre  ces  grands  pro- 
blèmes. Clairault,  Euber,  d'Alerabert,  Lagrange  et  La- 
place  se  sont  partagé  cet  honneur.  Clairault,  notamment, 
fit  faire  un  grand  pas  à  cette  partie  importante  de  l'as- 
tronomie^ par  la  solution  du  problème  des  trois  corps, 
qui  avait  pour  objet  de  déterminer  la  marche  d'un  astre 
soumis  à  Faction  attractive  de  deux  autres  astres. 

On  distingue  deux  sortes  de  perturbations  du  mou- 
vement elliptique  des  planètes  :  les  unes  affectent  les 
éléments  des  orbites  et  changent  avec  une  extrême  len- 
teur ;  on  les  a  nommées  inégalités  séculaires.  Les  autres 
dépendent  de  la  configuration  des  planètes,  soit  entre 
elles,  soit  à  l'égard  de  leurs  nœuds  et  de  leurs  périhélies, 
et  se  rétablissent  toutes  les  fois  que  ces  configurations 
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redeviennent  les  mêmes  ;  on  les  a  nommées  inégalités 
périodiques^  pour  les  distinguer  des  inégalités  séculaires, 
qui,  d'après  les  calculs  de  Laplace^  seraient  aussi  pério- 
diques, mais  dont  les  périodes  beaucoup  plus  longues  se- 
raient indépendantes  de  la  configuration  mutuelle  des 
planètes. 

Les  excentricités  des  ellipses  planétaires  sont  varia- 
bles, c'est-à-dire  que  ces  ellipses  s'approcbent  ou  s'éloi- 
gnent insensiblement  de  la  forme  circulaire.  Les  incli- 
naisons des  ellipses  sur  l'écliptique  ou  sur  un  plan  fixe, 
augmentent  ou  diminuent;  les  périhélies  et  les  nœuds 
sont  en  mouvement.  Les  faibles  valeurs  séculaires  de 
toutes  ces  variations,  doivent-elles,  en  s'ajoutant  à  la 
suite  des  siècles,  amener  un  changement  considérable 
dans  le  système  du  monde? — Newton  en  eut  la  pensée, 
et  supposant  que  le  système  planétaire  ne  renfermait 
pas  en  lui-même  des  éléments  de  conservation  indé- 
finie, il  croyait  que  Dieu  devait  intervenir  de  temps  en 
temps  pour  réparer  le  désordre.  Plusieurs  savants  pen- 
chaient fortement  vers  l'opinion  de  Newton.  Laplace  fit 
sortir  de  ses  savantes  analyses  une  conclusion  contraire  : 
il  assura  que  le  grand  axe  de  chaque  orbite  et  par  suite, 
en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  la  durée  de  la 
révolution  de  chaque  planète^  est  une  quantité  constante 
ou  qui  du  moins  n'est  sujette  qu'à  de  petits  change- 
ments périodiques.  Cette  conséquence  importante  de 
l'analyse ,  qui  entraînerait  la  constance  des  moyens 
mouvements  des  planètes,  proviendrait  de  ce  que  les 
orbites  planétaires  ont  une  faible  ellipticité  et  occupent 
des  plans  peu  inclinés  les  uns  sur  les  autres.  Voici 
comment  Laplace  résume  lui-même  ses  travaux  sur  cet 
intéressant  sujet,  dans  V Exposition  du  système  du  monde  : 
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« 

«  Les  ellipses  planétaires  ont-elles  toujours  été  et  se- 
ront-elles toujours  à  peu  près  circulaires?  Quelques- 
unes  des  planètes  n'ont-elles  pas  été  originairement  des 
comètes  dont  les  orbes  ont  peu  à  peu  approché  du 
cercle,  par  l'attraction  des  autres  planètes?  La  dimi- 
nution de  l'obliquité  de  Técliptique  continuera-t-elle  au 
point  de  faire  coïncider  Técliptique  avec  l'équateur,  ce 
qui  produisait  l'égalité  constante  des  jours  et  des  nuits 
sur  toute  la  terre?  L'analyse  répond  à  ces  questions 
d'une  manière  satisfaisante.  Je  suis  parvenu  à  démontrer 
que,  quelles  que  soient  les  masses  des  planètes^  par  cela 
seul  qu'elles  se  meuvent  toutes  dans  le  même  sens,  et 
dans  des  orbes  peu  excentriques  et  peu  inclinés  les  uns 
aux  autres,  leurs  inégalités  séculaires  sont  périodiques 
et  renfermées  dans  d'étroites  limites,  en  sorte  que  le 
système  planétaire  ne  fait  qu'osciller  autour  d^un  état 
moyen  dont  il  ne  s'écarte  jamais  que  d'une  très-petite 
quantité.  Les  ellipses  des  planètes  ont  donc  toujours 
été  et  seront  toujours  presque  circulaires  ;  d^où  il  suit 
qu'aucune  planète  n'a  été  primitivement  une  comète,  du 
moins  si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  mutuelle  des  corps 
du  système  planétaire.  L^écliptique  ne  coïncidera  jamais 
avec  l'équateur,  et  l'étendue  entière  des  variations  de  son 
inclinaison  ne  peut  pas  excéder  trois  degrés.  » 

Kepler  avait  remarqué  une  lacune,  un  hiatus,  entre  les 
orbites  de  Mars  et  de  Jupiter,  et  il  imagina  qu'il  devait 
exister  quelque  planète  entre  ces  deux  astres.  Cette  pré- 
vision a  paru  justifiée  par  la  découverte  que  firent  suc- 
cessivement Piazzi  de  la  planète  Cérès,  Harding  de  la 
planète  Junon,  et  Olbers  de  la  planète  Yesta. 

D'après  les  observations  anciennes,  comparées  avec 
les  observations  modernes^  il  se  produit  une  accélération 
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continuelle  dans  le  mouvement  de  Jupiter^  et  au  con- 
traire une  diminution  continuelle  dans  le  mouvement  de 
Saturne.  Laplace,  ayant  porté  l'analyse  sur  cettte  ques- 
tion, trouva  que  les  moyennes  vitesses  de  Saturne  et  de 
Jupiter  sont  entre  elles  à  peu  près  comme  2  et  5;  et  il 
calcula  qu'il  résulte  de  l'attraction  mutuelle  de  ces  deux 
planètes,  une  inégalité  dont  la  période  est  de  929  ans,  et 
dont  le  maximum  est  d'environ  48' ,  dans  4a  longitude 
de  Saturne,  et  d'à  peu  près  20'  dans  celle  de  Jupiter. 

Ne  pouvant  concilier  non  plus  les  observations  ancien  nés 
faites  sur  la  planète  Uranus  avec  les  modernes,  on  soup- 
çonna l'existence  de  quelque  autre  planète,  jusqu'alors 
inaperçue,  qui  aurait  influé  sur  la  marche  de  celle-ci. 
M.  Le  Verrier,  après  avoir  obtenu  des  valeurs  assez  pré' 
cises  des  perturbations  dont  la  théorie  ne  pouvait  rendre 
compte,  les  introduisit  dans  les  formules  qui  les  expli- 
quaient par  l'existence  d*une  nouvelle  planète,  et  obtint 
ainsi  les  éléments  approximatifs  de  cet  astre ,  dont  il 
indiqua  la  position  actuelle.  En  effet,  peu  de  jours  après 
cette  indication,  M.  Galle,  de  Berlin,  signalait  une  nou- 
velle planète  qu'il  venait  d'apercevoir  dans  une  posi- 
tion qui  ne  différait  que  d'un  degré  de  celle  que  M.  Le 
Verrier  lui  avait  assignée.  Cette  planète  a  reçu  le  nom  de 
Neptune,  et  aussi  celui  de  Le  Verrier. 

Masses  des  ptàhètes. —  La  masse  d'une  planète  ayant 
un  satellite,  a  été  trouvée  en  supposant  que  le  satellite, 
comparé  à  la  planète,  puisse  être  regardé  comme  une 
simple  molécule  matérielle.  Connaissant  les  dimensions 
de  l'orbite  de  la  planète,  on  a  obtenu  la  quantité  dont 
lesatellite  tombe  vers  la  planète  en  une  seconde  de  temps, 
résultat  d'où  l'on  a  déduit  la  quantité  dont  le  satellite 
tombe  vers  le  soleil  anssi  en  une  seconde  ;  mais  cette 
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dernière  quantité  a  pu  aussi  se  déduire  des  circonstances 
du  mouvement  de  la  planète  autour  du  soleil.  La  corn- 
paraison  des  deux  nombres  ainsi  obtenus  a  fait  connaître 
le  rapport  de  la  masse  du  soleil  à  celle  de  la  planète. 

Ce  procédé  se  traduit  analytiquement  comme  il  suit  : 
a  Soient  M, m  et  m!  les  masses  respectives  du  soleil,  delà 
planète  et  du  satellite  de  cette  dernière  ;  soient  a  le  demi* 
grand  axe  de  l'orbite  de  la  planète  dans  son  mouvement 
relatif  autour  du  soleil,  et  T  la  durée  d'une  révolution  com- 
plète; et  soient  a'etTMes  données  analogues,  répondant 
au  mouvement  apparent  du  satellite  autour  de  la  planète. 
On  aura 

Divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre,  il  vient 

MTm~'i^*T*'' 

les  masses  des  satellites  étant  extrêmement  petites  par 
rapport  à  celle  de  la  planète,  excepté  la  masse  de  la 
lune  comparée  à  celle  de  la  terre,  on  peut  négliger  w! 
devant  m,  et  pour  la  même  raison  m  devant  M  d'où  ré- 
sulte enfin 

formule  qui  peut  servir  à  calculer  le  rapport  de  la 
masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Cette  méthode  don- 
nerait ■  pour  le  rapport  de  la  masse  de  Jupiter  à 
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celle  du  soleil;  mais  plus  lardon  a  trouvé  que  ce  nom- 
bre était  un  peu  trop  grand  et  devait  être  remplacé  par 
1 


1070 

Quant  aux  planètes  qui  n'ont  pas  de  satellites,  on  a 
déterminé  leurs  masses  d'après  les  perturbations  qu'elles 
produisent  ou  qu'elles  éprouvent.  L'observation  de  la 
marche  réelle  de  Mars  et  de  Vénus,  par  exemple,  com- 
parée avec  la  marche  calculée  d'après  le  mouvement 
elliptique,  a  donné  des  valeurs  qui,  introduites  dans  les 
formules  où  l'on  fait  entrer  l'attraction  exercée  par  les 
corps  voisins,  ont  permis  de  calculer  les  masses  trou- 
blantes. De  même  les  perturbations  causées  par  Mercure, 
notamment,  sûr  la  ùiarche  d'une  comète  périodique, 
telle  que  celle  d'Encke,  a  conduit  à  calculer  la  masse  de 
cette  planète. 

Pour  ces  calculs,  je  renvoie  aux  savantes  analyses  de 
Laplace. 

J'admire  la  grandeur^  la  magnificence  des  travaux 
et  des  résultats  dont  je  viens  de  présenter  un  résumé 
incomplet;  mais  néanmoins  je  ne  puis  y  voir  la  preuve 
de  la  réalité  des  lois  absolues  qu'on  admet  pour  expli- 
quer l'accord  des  mouvements  célestes.  Je  n'y  vois  pas 
que  si  tous  les  corps  ne  s'attiraient  pas  mutuellement, 
ne  se  portaient  pas,  par  quelque  force,  les  uns  vers  les 
autres,  précisément  en  raison  directe  des  masses  et  en 
raison  inverse  du  carré  des  distances,  l'accord  observé 
ne  saurait  se  produire.  Je  n'y  vois  pas  que,  sans  les 
perturbations  résultant  de  l'action  que  les  pliinètes  exer- 
cent les  unes  sur  les  autres^  ces  astres  décriraient  tou- 
jours des  ellipses  satisfaisant  en  tous  points  aux  lois  dç 
Kepler. 
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Les  observations  prises  isolément  ne  donnent  points 
généralement  du  moins,  des  résultats  exactenient  con- 
formes aux  principes  reconnus,  aux  lois  admises  :  on 
prend  des  moyennes  de  ces  résultats,  et  ces  moyenues 
elles-mêmes  s'écartent  plus  ou  moins  de  ces  mêmes  lois. 
Il  peut  y  avoir,  à  cet  égards  un  accord  suffisant  pour 
qu'on  puisse  adopter  pratiquement  les  lois  supposées; 
mais  enfin,  quoi  qu'on  en  dise,  rien  ne  prouve  qu'en  les 
adoptant  on  est  strictement  dans  le  vrail  C^est  plutôt  le 
contraire  qui  me  paraît  vraisemblable,  rationnel,  quand 
je  considère  que^  pour  expliquer  les  phénomènes  de  la 
physique^  il  faut  supposer  aux  molécules  des  forces  très- 
différentes,  très-inégales  qui,  je  l'ai  montré,  ne  sau- 
raient se  concilier  avec  une  même  loi  absolue,  à  laquelle 
on  veut  les  soumettre. 

D'ailleurs ,  loin  de  connaître  tout  l'univers  ,  nous 
n'avons  qu'une  connaissance  très-incomplète  des  quel- 
ques astres  qui  constituent  notre  système  planétaire,  et 
c'est  là  une  raison  de  plus  pour  ne  pas  assurer  que 
toutes  les  molécules  de  la  nature  obéissent  à  une  même 
loi,  celle  dite  de  la  gravitation  universelle;  qu'elles 
sont  sollicitées  les  unes  vers  les  autres  suivant  des 
règles  absolument  invariables. 

A  ce  sujet,  je  n'ai  rien  de  mieux  à  dire  que  ce  que 
j'ai  dit  dans  une  brochure  do  1864^  en  réponse  à  un 
rapport  de  M.  Trouessart  au  sujet  de  mes  Discussions  sur 
les  principes  de  la  physique  : 

(t  II  faut  considérer  que  tout  dans  la  nature  paraît 
être  dans  un  mouvement  continuel,  dans  un  flux  et  re- 
flux  qui  ne  permet  pas  d'asseoir  les  calculs  sur  des  bases 
certaines.  Là  position  relative  des  astres  varie  conti- 
nuellement. Ces  milliers  de  soleils  qui  scintillent  dans 
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Tespace  ont  sans  doute  aussi  des  planètes  qui  gravitent 
autour  d'eux.  Eux-mêmes,  comme  notre  soIeiU  ne  sont 
pas  immobiles.  Ceci  est  maintenant  admis  par  tous 
les  astronomes.  Ils  reconnaissent  que  le  soleil  se  dirige, 
avec  son  cortège  de  planètes^  vers  la  constellation  d'Her- 
cule. «  Il  est  maintenant  établi,  dit  Arago,  que  cer- 
»  taines  étoiles  ont  un  mouvement  propre  angulaire, 
D  apparent,  appréciable,  qu'elles  ne  gardent  pas  les 
B  mêmes  positions  les  unes  par  rapport  aux  autres, 
D  qu'elles  finiront  à  la  longue  par  sortir  des  constel- 
1)  lations  où  on  les  voit  aujourd'hui,  que  la  dénomi- 
»  nation  de  fixe  ne  leur  convient  pas.  »  [Astronomie  po- 
pulaire ^  t.  II,  p.  20).  A  ce  sujet,  Arago  fait  observer 
que  ce  ces  corps  qu'on  avait  cru  pouvoir  considérer 

>  comme  un  exemple  de  la  fixité,  sont  précisément 

>  ceux  qui  présentent  les  plus  grandes,  vitesses  dont  on 
D  ait  trouvé  jusqu'ici  la  matière  animée.  »  (Id.,  p»  2-27). 

>  Que  les  nébuleuses,  la  voie  lactée  soient  ou  non  des 
amas  d'étoiles  ou  de  matière  cosmique  en  voie  de  for- 
mation d'étoiles,  de  planètes,  de  comètes,  elles  changent 
de  forme.  «  Dans  la  suite  des  siècles,  dit  encore  Arago 
«  (id.,  p.  17)^  le  pouvoir  de  concentration  amènera 
o  inévitablement  le  fractionnement,  la  rupture,  la  dislo- 
»  cation  de  la  voie  lactée.  > 

>  Il  y  a  lieu  d'admettre  que  les  soleils  se  meuvent 
en  gravitant  vers  quelque  astre  central,  soit  qu'il  n'y 
en  ait  qu'un  seul  pour  tous,  soit  qu'il  y  en  ait  plusieurs 
autour  desquels  gravitent  autant  de  systèmes  de  soleils. 
Comme  tout  annonce  que  les  soleils  diffèrent  par  leur 
constitution  et  leur  masse,  il  est  à  penser  que  leur  gra- 
vitation vers  leur  astre  central  leur  fait  accomplir  des 
révolutions  différentes  en  direction,  en  vitesse,  en  durée, 
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Or,  les  planètes  de  notre  système  solaire,  par  leur  at- 
traction, agissent  les  unes  sur  les  autres,  de  manière  à 
produire  des  perturbations  dans  leurs  révolutions  autour 
de  notre  soleil,  et  même  elles  contribuent  avec  le  soleil, 
médiatement  et  immédiatement,  à  modifier  le  cours^  à 
faire  varier  les  mouvements  de  leurs  satellites.  De  même 
il  est  plausible  que  les  soleils  d'un  système,  aussi  par 
leur  attraction,  déterminent  des  perturbations  notables 
dans  le  cours  de  chacun  d'eux,  et  qu'ils  influent  plus 
ou  moins  sur  la  marche  des  planètes,  principalement  de 
celles  des  systèmes  de  soleils  dont  ils  font  partie,  et 
aussi  sur  la  marche  de  leurs  satellites  ;  et  les  modifi- 
cations qu'ils  y  produisent,  les  astronomes  ne  sauraient 
les  calculer,  car,  loin  de  pouvoir  déterminer  les  révo- 
lutions des  astres  [)lacés  en  dehors  de  notre  système 
solaire,  ils  ne  peuvent  même  connaître  leur  distance  ni 
de  notre  soleil,  ni  de  la  terre  et  des  autres  planètes  de 
ce  système.  Ajoutez  que  l'on  ne  connaît  point  d'une 
manière  exacte  ni  la  masse  ni  la  forme  de  notre  soleil, 
ni  celles  de  ses  planètes,  y  compris  même  celles  de  la 
terre,  ni  le  nombre  de  ses  planètes,  loin  de  connaître  le 
nombre,  les  masses  et  les  formes  des  autres  soleils  et 
de  leurs  planètes.  Ajoutez  encore  que  les  formes  de  tous 
les  astres,  déjà  irrégulière  sans  doute,  doivent  varier 
incessamment,  plus  ou  moins,  et  que  les  milieux  où  ils 
se  meuvent  ne  sont  point  invariables,  que  sans  doute 
ils  changent  dans  la  disposition,  la  densité,  et  même  la 
composition  des  gaz,  des  fluides  qu'ils  peuvent  contenir. 
Or,  en  présence  de  tout  cet  inconnu,  d'une  telle  compli- 
cation de  causes  indéterminables  de  variations  dans  la 
marche  des  astres,  de  nos  planètes  et  de  leurs  satellites, 
est-il  possible  de  calculer  exactement  des  perturbations 
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astronomiques?  Non  certes!  Si  Ton  arrive,  dans  quel- 
ques spéculations  de  ce  genre,  à  des  résultats  qui,  sans 
être  d'une  exactitude  absolue,  sont  pratiquement  satis- 
faisants, c'est  que,  apparemment,  les  causes  fort  mul- 
tiples, connues  ou  inconnues^  de  perturbations,  ont  alors 
une  influence  résultante  à  peu  près  égale  à  celle  des 
causes  qu'on  croit  bien  connaître  et  qu'on  fait  entrer 
dans  le  calcul.  Toujours  est-il  que  je  ne  saurais  point 
regarder  comme  une  confirmation  absolue  de  la  loi  pré- 
tendue les  résultats  à  peu  près  exacts  qu'on  obtient, 
notamment  l'accomplissement  des  prédictions  relatives 
aux  éclipses,  quand  je  vois  clairement  que  le  calcul  n'a 
point  tenu  compte  de  toutes  les  causes  plausibles  de  va- 
riations, de  perturbations  produites  dans  le  cours  des 
astres  considérés.  Les  causes  possibles  de  cet  ordre  sont 
innombrables.  Rigoureusement ,  dans  l'hypothèse  de 
l'attraction  universelle^  une  molécule  ne  peut  exécuter  le 
plus  petit  mouvement,  sans  entraîner  quelque  chan- 
gement dans  la  disposition  de  toutes  les  autres 

»  La  raison  dit  bien  que  les  mêmes  molécules  placées 
exactement  dans  le  même  milieu,  soumises  absolument 
aux  mêmes  conditions  soiis  tous  les  rapports,  se  com- 
portent exactement  aussi  de  la  même  manière  :  même 
cause,  même  effet.  Mais,  hors  ce  cas  là,  qui  sans  doute 
ne  saurait  se  présenter  dans  la  nature,  où  la  disposition 
de  la  matière  varierait  incessamment,  on  ne  peut  rigou- 
reusement rien  prédire  ;  car  on  ne  peut  pas  rationnelle- 
ment affirmer  que  quelaue  cause  extraordinaire  ne  vien- 
dra pas  s'opposer  à  la  réalisation  du  phénomène  prédit. 
Ainsi,  qui  peut  assurer,  avec  la  raison,  que  le  cours  des 
astres,  de  notre  soleil,  par  exemple,  ne  sera  pas  bientôt, 
à   tel  instant,   considérablement  troublé ,   arrêté  même 
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par  quelque  conflit  sidéral,  par  quelque  bouleverse- 
ment céleste? 

I»  On  dira  que  du  moins  les  plus  grandes  probabilités 
sont  pour  la  réalisation  des  phénomènes  prévus  :  soit, 
mais  ce  qu'on  appelle  une  probabilité  n'est  pas  donné 
par  la  raison  même  :  elle  ne  dit  pas  que  telle  chose  est 
probable  ou  ne  Test  pas.  Le  mot  probabilité  est  un  dô 
ceux  qui  couvrent  notre  ignorance.  Le  principe  des  pro- 
babilités une  fois  admis  par  hypothèse^  on  peut,  il  est 
vrai,  fonder  des  calculs  mathématiques  sur  ce  principe, 
mais  en  soi  il  n'est  pas  rationnel.  J'ai  donné  sur  ce  point 
des  explications  plus  étendues  dans  mon  livre  de  mathé- 
matiques. » 

On  a  beaucoup  discuté  sur  Torigine  du  monde,  sur 
la  cause  réelle  de  la  formation  des  planètes,  des  mouve- 
ments primitifs  du  système  planétaire.  A  ce  sujet,  on  pa- 
raît généralement  admettre  l'hypothèse  de  Laplace  que 
je  vais  reproduire  : 

»  Quelle  que  soit,  dit-il  (1),  la  nature  de  cette  cause, 
puisqu'elle  a  produit  ou  dirigé  les  mouvements  des  pla- 
nètes, il  faut  qu'elle  ait  embrassé  tous  ces  corps,  et^  vu 
la 'distance  prodigieuse  qui  les  sépare,  elle  ne  peut  avoir 
été  qu'un  fluide  d'une  immense  étendue.  Pour  leur 
avoir  donnée  dans  le  même  sens,  un  mouvement  presque 
circulaire  autour  du  soleil,  il  faut  que  ce  fluide  ait  envi- 
ronné cet  astre  comme  une  atmosphère.  La  considéra- 
tion des  mouvements  planétaires  nous  conduit  donc  à 
penser  qu'en  vertu  d'une  chaleur  excessive,  l'atmosphère 
du  soleil  s'est  primitivement  étendue  au  delà  des  orbes 
de  toutes  les  planètes,  et  qu'elle  s'est  resserrée  succes- 
sivement jusqu'à  ses  limites  actuelles. 

(1)  Exposition  du  système  du  monde,  note  Vil  et  dernière. 
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»  Dans  Tétat  primitif  où  nous  supposons  le  soleil^  il 
ressemblait  aux  nébuleuses  que  le  télescope  nous  mon- 
tre, composées  d'un  noyau  plus  ou  moins  brillant,  en- 
touré d*une  nébulosité  qui,  en  se  condensant  à  la  sur- 
face du  noyau,  le  transforme  en  étoiles.  Si  Ton  conçoit, 
par  analogie,  toutes  les  étoiles  formées  de  cette  manière, 
on  peut  imaginer  leur  état  antérieur  de  nébulosité,  pré- 
cédé lui-même  par  d'autres  états  dans  lesquels  la  ma- 
tière nébuleuse  était  de  plus  en  plus  diffuse,  le  noyau 
étant  de  moins  en  moins  lumineux.  On  arrive  ainsi,  en 
remontant  aussi  loin  qu'il  est  possible,  à  une  nébu- 
losité tellement  diffuse  que  l'on  pourrait  à  peine  en 
soupçonner  l'existence. 

0  Depuis  longtemps  la  disposition  particulière  de 
quelques  étoiles  visibles  à  la  vue  simple  a  frappé  des  ob- 
servateurs philosophes.  Mitchel  a  déjà  remarqué  com- 
bien il  est  peu  probable  que  les  étoiles  des  pléiades,  par 
exemple,  aient  été  resserrées,  dans  l'espace  étroit  qui  les 
renferme,  par  les  seules  chances  du  hasard,  et  il  en  a 
conclu  que  ce  groupe  d'étoiles  et  les  groupes  semblables 
que  le  ciel  nous  présente  sont  les  effets  d'une  cause  pri- 
mitive ou  d'une  loi  générale  de  la  nature.  Ces  groupes 
sont  un  résultat  nécessaire  de  la  condensation  des  nébu- 
leuses à  plusieurs  noyaux  ;  car  il  est  visible  que  la  ma- 
tière nébuleuse  étant  sans  cesse  attirée  par  ces  noyaux 
divers,  ils  doivent  former  à  la  longue  un  groupe  d'étoiles 
pareil  à  celui  des  pléiades.  La  condensation  des  nébu- 
leuses à  deux  noyaux  formera  semblablement  des  étoiles 
très-rapprochées,  tournant  l'uije  autour  de  l'autre,  telles 
que  les  étoiles  doubles  dont  on  a  déjà  reconnu  les  mou- 
vements respectifs. 

»  Mais  comment  l'atmosphère  solaire  a-t-elle  déter- 
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miné  les  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  des 
planètes  et  dos  satellites?  Si  ces  corps  avaient  pénétré 
profondément  dans  cette  atmosphère,  sa  résistance  les 
aurait  fait  tomber  sur  le  soleil.  On  peut  donc  conjectu- 
rer que  les  planètes  ont  été  formées  à  ses  limites  succes- 
sives, par  la  condensation  des  zones  de  vapeurs  qu'elle 
a  dû,  en  se  refroidissant,  abandonner  dans  le  plan  de 
son  équateur. 

>  Rappelons  les  résultats  que  nous  avons  donnés  dans 
le  dixième  chapitre  du  livre  précédent  (1).  L^atmosphère 
du  soleil  ne  peut  pas  s'étendre  indéfiniment;  sa  limite 
est  le  point  où  la  force  centrifuge  due  à  son  mouvement 
de  rotation  balance  la  pesanteur  ;  or^  à  mesure  que  le 
refroidissement  resserre  l'atmosphère  et  condense  à  la 
surface  de  Tastre  les  molécules  qui  en  sont  voisines,  le 
mouvement  de  rotation  augmente;  car,  en  vertu  du  prin- 
cipe des  aires,  la  somme  des  aires  décrites  par  le  rayon 
vecteur  de  chaque  molécule  du  soleil  et  de  son  atmos- 
phère, et  projetées  sur  le  plan  de  son  équateur,  étant 
toujours  la  même,  la  rotation  doit  être  plus  prompte 
quanâ  ces  molécules  se  rapprochent  du  centre  du  soleil. 
La  force  centrifuge,  due  à  ce  mouvement,  devenant  ainsi 
plus  grande,  le  point  où  la  pesanteur  lui  est  égale  est 
plus  près  de  ce  centre.  En  supposant  donc,  ce  qu'il  est 
naturel  d'admettre,  que  l'atmosphère  s'est  étendue,  à 
une  époque  quelconque^  jusqu'à  sa  limite,  elle  a  dû,  en 
se  refroidissant,  abandonner  les  molécules  situées  à  cette 
hmite,  et  aux  limites  successives  produites  par  l'accrois- 
sement de  la  rotation  du^soleil.  Ces  molécules  abandon- 
nées ont  continué  de  circuler  autour  de  cette  astre,  puis- 
Ci)  Voir  liv.  IV,  cbap.  X. 


—  397  — 

que  leur  force  centrifuge  était  balancée  par  leurs  pe- 
santeur. 

»  Mais  cette  inégalité  n'ayant  point  lieu  par  rapport 
aux  molécules  atmosphériques  placées  sur  les  parallèles 
à  Téquateur  solaire,  celles-ci  se  sont  rapprochées  par 
leur  pesanteur  de  l'atmosphère,  à  mesure  qu'elle  se 
condensait^  et  elles  n'ont  cessé  de  lui  appartenir  qu'au- 
tant que,  par  ce  mouvement,  elles  se  sont  rapprochées 
de  cet  équateur. 

1)  Considérons  maintenant  les  zones  des  vapeurs  suc- 
cessivement abandonnées.  Ces  zones  ont  dû,  selon  toute 
vraisemblance,  former  par  leur  condensation  et  l'attrac- 
tion mutuelle  de  leurs  molécules,  divers  anneaux  con- 
centriques de  vapeurs  circulant  autour  du  soleil.  Le 
frottement  mutuel  des  molécules  de  chaque  anneau  a  dû 
accélérer  les  unes  et  retarder  les  au  très  jusqu'à  ce  qu'elles 
aient  acquis  un  même  mouvement  angulaire.  Ainsi  les 
vitesses  réelles  des  molécules  plus  éloignées  du  centre 
de  Tastre  ont  été  plus  grandes.  La  cause  suivante  à  dû 
contribuer  encore  à  cette  différence  de  vitesse  :  les  molé- 
cules les  plus  distantes  du  soleil  et  qui^  par  les  effets 
du  refroidissement  et  de  la  condensation,  s'en  sont  rap- 
prochées pour  former  la  partie  supérieure  de  l'anneau, 
ont  toujours  décrit  des  aires  proportionnelles  aux  temps, 
puisque  la  force  centrale  dont  elles  étaient  animées  a  été 
constamment  dirigée  vers  cet  astre;  or,  cette  constance 
des  aires  exige  un  accroissement  de  vitesse  à  mesure 
qu'elles  s'en  sont  rapprochées.  On  voit  que  la  même 
cause  a  dû  diminuer  la  vitesse  des  molécules  qui  se  sont 
élevées  vers  l'anneau  pour  former  sa  partie  inférieure. 

>  Si  toutes  les  molécules  d'un  anneau  de  vapeurs 
continuaient  de  se  condenser  sans  se  désunir,  elles  for- 


► 


meraient  à  la  longue  un  anneau  liquide  ou  solide.  Mais 
la  réi^larité  que  celte  formatioD  esJge  dans  toutes  les 
parties  de  l'anneau  et  dans  leur  refroidissement,  a  dâ 
rendre  ce  phénomène  extrêmement  rare.  Aussi  le  sys- 
tème solaire  n'en  ofTre-t-il  qu'un  seul  exemple,  celui 
des  anneaux  de  Saturne.  Presque  toujours  chaque 
anneau  a  dû  se  rompre  en  plusieurs  masses  qui,  mues 
avec  des  vitesses  très-peu  différentes,  ont  continué  de 
circuler  A  la  même  distance  autour  du  soleil.  Ces  masses 
ont  dû  prendre  une  forme  spbéroldique,  avec  un  mou- 
vement de  rotation  dirigé  dans  le  sens  de  leur  révo- 
lution, puisque  leurs  molécules  inférieures  avaient  moins 
de  vitesse  réelle  que  les  supérieures;  elles  ont  donc 
formé  autant  de  planètes  à  l'état  de  vapeurs.  Mais  si 
l'une  d'elles  a  été  assez  puissante  pour  i%unir  succes- 
sivement, par  son  attraction,  toutes  les  autres  autour  de 
son  centre,  l'anneau  de  vapeur  aura  été  ainsi  transformé 
dans  une  seule  masse  sphéroldique  de  vapeur,  circulant 
autour  du  soleil,  avec  une  rotation  dirigée  dans  le  sens 
de  sa  révolution.  Ce  dernier  cas  a  été  le  plus  comnmn  : 
cependant  le  système  solaire  nous  offre  le  premier  cas, 
dans  les  quatre  petites  planètes  qui  se  meuvent  entre 
Jupiter  et  Mars  ;  à  moins  qu'on  ne  suppose,  avec  M.  01- 
bers,  qu'elles  formaient  primitivement  une  seule  planète, 
qu'une  forte  explosion  a  divisée  en  plusieurs  parties 
animées  de  vitesses  différentes. 

»  Maintenant,  si  oous  suivons  les  changements  qu'un 
rerroidissemeot  ultérieur  a  dû  produire  dans  les  pla- 
nètes eo  vapeur,  dont  nous  venons  de  concevoir  la  for- 
mation, Qoiu  vMTons  naître  au  centre  de  chacune  d'elles 
un  noyau  s'accroissant  sans  cesse,  par  la  condensation 
de  l'atmosphère  qui  l'environne.  Duib  cet  état,  la  pla- 
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nète  ressemblait  parfaitement  au  soleil  et  à  l'état  de 
nébuleuse  où  nous  venons  de  le  considérer  ;  le  refroi- 
dissement a  donc  dû  produire  aux  diverses  limites  de 
son  atmosphère,  des  phénomènes  semblables  à  ceux  que 
nous  avons  décrits^  c'est-à-dire  des  anneaux  et  des  sa- 
tellites circulant  autour  de  son  centre^  dans  le  sens  de 
son  mouvement  de  rotation,  et  tournant  dans  le  même 
sens  sur  eux-mêmes.  La  distribution  régulière  de  la 
masse  des  anneaux  de  Saturne  autour  de  son  centre  et 
dans  le  plan  de  son  équateur,  résulte  naturellement  de 
cette  hypothèse,  et  sans  elle  devient  inexplicable  :  ces 
anneaux  me  paraissent  être  des  preuves  toujours  subsis- 
tantes de  l'extension  primitive  de  l'atmosphère  de  Sa- 
turne et  de  ses  retraites  successives.  Ainsi  les  phéno- 
mènes singuliers  du  peu  d'excentricité  des  orbes  des  pla- 
nètes et  des  satellites,  du  peu  d'inclinaison  de  ces  orbes 
à  l'équaieur  solaire,  et  de  l'identité  du  sens  du  mouve- 
ment de  rotation  et  de  révolution  de  tous  ces  corps  avec 
celui  de  la  rotation  du  soleil ,  découlent  de  l'hypothèse 
que  nous  proposons  et  lui  donnent  une  grande  vraisem- 
blance. 

»  Si  le  système  solaire  s'était  formé  avec  une  parfaite 
régularité,  les  orbites  des  corps  qui  le  composent  seraient 
des  cercles  dont  les  plans,  ainsi  que  ceux  des  divers 
équateurs  et  des  anneaux  coïncideraient  avec  le  plan  de 
Téquateur  solairo.  Mais  on  conçoit  que  les  variétés  sans 
nombre  qui  ont  dû  exister  dans  la  température  et  la 
densité  des  diverses  parties  de  ces  grandes  masses  ont 
produit  les  excentricités  de  leurs  orbites^  et  les  dévia- 
tions de  leurs  mouvements,  du  plan  de  cet  équateur. 

>  Dans  notre  hypothèse,  les  comètes  sont  étrangères 
au  système  planétaire.  En  les  considérant,  ainsi  que 
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nous  l'avons  fait,  comme  de  petites  nébuleuses  errantes 
de  systèmes  en  systèmes  solaire,  et  formées  par  la  con- 
densation de  la  matière  nébuleuse,  répandue  avec  tant 
de  profusion  dans  l'univers ,  on  voit  que,  lorsqu'elles 
parviennent  dans  la  partie  de  l'espace  où  l'attraction  du 
soleil  est  prédominante^  il  les  force  à  décrire  des  orbes 
elliptiques  ou  hyperboliques.  Mais  leurs  vitesses  étant  éga- 
lement possibles  suivant' toutes  les  directions,  elles  doi- 
vent se  mouvoir  indifféremment  dans  tous  les  sens  et 
sous  toutes  les  inclinaisons  à  l'écliptique;  ce  qui  est  con- 
forme à  ce  que  l'on  observe.  Ainsi  la  condensation  delà 
matière  nébuleuse,  par  laquelle  nous  venons  d'expliquer 
les  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  des  pla- 
nètes et  des  satellites  dans  le  même  sens  et  sur  des 
plans  peu  différents,  expliquent  également  pourquoi  les 
mouvements  des  comètes  s'écarte  de  cette  loi  générale. 

»  L'attraction  des  planètes,  et  peut-être  encore  la 
résistance  des  milieux  éthérés,  a  dû  changer  plusieurs 
orbes  cométaires,  dans  des  ellipses  dont  le  grand  axe  est 
beaucoup  moindre  que  le  rayon  de  la  spère  d'activité 
du  soleil.  On  peut  croire  que  ce  changement  a  eu  lieu 
pour  Torbe  de  la  comète  de  1759,  dont  le  grand  axe  ne 
surpasse  que  35  fois  la  distance  du  soleil  à  la  terre.  » 

J'ai  déjà  critiqué  cette  théorie  de  Laplace  dans  mon 
livre  sur  le  Soleil,  p.  250. 

Les  considérations  au  moyen  desquelles  Tauteur  veut 
établir  que  l'atmosphère  solaire  a  dû  successivement  aban- 
donner les  vapeurs  placées  à  sa  limite  à  mesure  qu'elle 
s'est  refroidie,  condensée,  ne  me  paraissent  pas  perti- 
nentes. Si  le  refroidissement  a  condensé  les  molécules  de 
l'atmosphère  solaire,  est-ce  qu'il  n'a  pas  condensé  aussi 
les  vapeurs  qui  s*y  trouvaient  ?  Si  cela  est»  la  séparation, 
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l'abandon  de  ces  vapeurs  a  pu  n'avoir  pas  lieu.  Pour 
que  Tatmosphère  solaire  ait  dû  abandonner  des  vapeurs 
à  ses  limites  successives  en  raison  du  refroidissement^  il 
a  fallu  que  cette  atmosphère  se  condensât  plus  que  les 
vapeurs  qui  y  étaient  répandues;  or,  cela  n'est  pas 
vraisemblable,  d'après  ce  que  nous  voyons  sur  la  terre, 
dans  les  phénomènes  atmosphériques. 

Il  ne  me  paraît  pas  admissible  que  les  anneaux  sup- 
posés par  Laplace,  en  se  condensant^  deviennent  des 
sphéroïdes.  S'ils  ne  sont  pas  d^une  constitution  homo- 
gène, leur  condensation  pourra  sans  doute  déterminer 
leur  division  en  plusieurs  corps  séparés,  qui  ensuite  ten-  ^ 
dront  à  se  réunir  par  leur  attraction  mutuelle;  mais 
alors  généralement  il  se  formera  soit  un  anneau  entier 
plus  dense  que  le  précédent,  soit  une  portion  d'anneau, 
non  un  sphéroïde. 

Il  est  plus  plausible  que  la  nébuleuse  d'où  sont  sortis 
notre  soleil  et  ses  planètes,  avait  primitivement  plusieurs 
noyaux,  un  noyau  solaire  et  des  noyaux  planétaires.  De 
cette  manière,  on  expliquera  aisément  la  formation  de 
ces  astres,  par  la  concentration  résultant  du  refroidis- 
sement et  de  l'attraction  qui  se  sont  produits  autour  du 
centre  de  chaque  noyau. 

On  objectera  que  l'hypothèse  ne  rendrait  pas  compte 
de  ce  que  toutes  les  planètes  exécutent  les  mouvements 
de  rotation  et  de  translation  dans  un  même  sens,  d'ocei- 
dent  en  orient.  Tai  présenté  et  je  reproduirai  bientôt 
une  hypbtbèse  qui  explique  cette  coïncidence;  mais  au- 
paravant voyons  si  l'hypothèse  de  Laplace^  à  cet  égard, 
est  bien  satisfaisante. 

Comment  cette  hypothèse  rendrait-elle  compte  de  ce 
fait  que  les  planètes  tournent,  se  meuvent  dans  le  même 


sens,  dans  le  sens  direct  ?  Ce  serait  en  admettant  que 
dans  le  principe  toute  la  nébuleuse  de  notre  système 
tournait  à  la  fois  dans  ce  sens,  et  que  les  planètes  for- 
mées des  anneaux  concentriques  de  la  nébuleuse  ont 
ensuite  gardé  ce  mouvement.  Mais  alors^  pourquoi  le 
mouvement  rotatoire  primitif  des  anneaux  a-t-il  pu  se 
modifier  au  point  de  produire  les  deux  mouvements  de 
rotation  et  de  translation*  qu*exécutent  les  planètes  ?" 
Pourquoi,  dans  l'hypothèse,  les  planètes  provenant  des 
anneaux  n'ont-elles  pas  tourné  autour  de  Tastre  central 
comme  la  lune  tourne  autour  de  la  terre,  c'est-à-dire  en 
lui  présentant  toujours  la  même  face  ?.  Comment  les  mou- 
vements rotatoires  "primitifs  des  anneaux ,  qui ,  selon 
toute  probabilité^  étaient  angulairement  à  peu  près  aussi 
lents  que  celui  du  corps  central^  sont-ils  devenus  bien 
plus  rapides,  puisque  le  soleil  tourne  sur  lui-même  à  peu 
près  en  25  jours  et  demi ,  et  que  Mercure  ,  Vénus  ,  la 
Terre,  Mars  acccom plissent  leur  rotation  à  peu  près  en 
2i  heures,  Jupiter  et  Saturne  à  peu  près  en  10  heures ^ 
plus  ou  moins  ;  en  sorte  que  là  il  s'est  passé  le  contraire 
de  ce  qui  a  eu  lieu  pour  la  terre  et  son  satellite  qui 
tourne  bien  moins  vile  que  notre  globe?  Pourquoi,  dans 
le  système  de  l'auteur,  Jupiter  et  Saturne  tournent-ils 
sur  eux-mêmes  avec  bien  plus  de  rapidité  que  ne  le  font 
les  planètes  qui  leur  sont  inférieures ,  Mars,  la  Terre . 
Vénus,  Mercure?  Il  faut  convenir  que,  sous  ces  rapports, 
loin  de  faciliter  la  solution  du  problème,  Thypothèse  de 
Laplace  le  complique  et  l'embarrasse  singulièrement. 

Et  puis,  dans  ce  système,  on  ne  dit  pas  et  l'on  ne  voit 
pas  comment,  par  quelle  cause  se  serait  établie  la  rota- 
tion primitive  de  la  nébuleuse  totale  d'où  serait  sorli 
notre  système  solaire. 
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Pour  expliquer  ce  mouvement  rotatoire,  on  a  dit  que» 
pour  qu'un  corps  sphérique  prenne  ce  mouvement,  il 
suffit  qu'il  soit  soumis  à  une  force  appliquée  dans  une 
direction  qui  ne  passe  pas  par  son  centre.  On  a  invoqué^ 
à  cet  égard,  la  théorie  des  couples,  on  a  dit  que  la  force 
appliquée  excentriquement  à  ce  corps  donnait  naissance 
à  un  couple  dont  Taction  devait  le  faire  tourner  sur  son 
centre.  J'ai  réfuté  cette  doctrine  en  renversant  la  théorie 
des  couples. 

II  se  peut  toutefois  qu'une  seule  force  appliquée  excen- 
triquement  à  une  sphère  ,  la  détermine  à  tourner  sur 
elle-même,  alors  même  qu'elle  est  libre  d^ailleurs  ;  mais 
cela  suppose  que  non-seulement  le  corps  n'est  point 
absolument  rigide,  inflexible,  inextensible,  mais  qu'au 
contraire  ses  molécules  ont  une  grande  mobilité ,  une 
certaine  indépendance  qui  fasse  que  le  corps  puisse 
changer  de  forme,  bien  que  cependant  la  cohésion  molé- 
culaire n'y  soit  point  nulle. 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  sphère  liquide  ou  ga- 
zeuse^ libre  d'ailleurs^  soit  soumise  à  une  force  P  (fig.  85) 
appliquée,  non  au  centre  C,  mais^  perpendiculairement  à 
un  diamètre  AB,  au  point  q  que  je  suppose  être  une  mo* 
lécule.  0  étant  tirée  par  la  force  P  dans  la  direction  de  cette 
force,  entraînera  avec  elle,  avec  plus  ou  moins  de  vitesse, 
selon  leur  position,  les  molécules  placées  dans  la  même 
direction  en  deçà  et  au-delà  de  q,  et  par  suite,  notam- 
ment, les  molécules  r,  s,  t,  u,  etc.,  r',  «',  ^,  u',  etc.,  /, 
*',  f ,  u",  etc....,  situées  hors  et  du  côté  du  centre  C,  de 
telle  sorte  que  la  sphère  prendra  un  mouvement  général 
de  rotation  dans  le  sens  de  la  flèche.  On  conçoit  du 
moins  que  les  molécules  d'une  sphère  puissent  être 
entre  elles  dans  des  conditions  de  liaison  telles  qu'elles 
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doivent  s'entraîner  réciproquement  de  manière  à  pro- 
duire la  rotation  de  ce  corps,  s*il  est  soumis  à  une  force 
dirigée  exceotriquement  comme  je  viens  de  le  supposer. 

Mais  rien  ne  porte  à  penser  que  c'est  uniquement  par 
une  action  de  ce  genre  que  primitivement  le  soleil  a  pris 
le  mouvement  rotatoire  quMl- s'agit  d'expliquer.  Quelle 
serait  d'ailleurs  la  force  qui  aurait  agi  excentriquement 
sur  lui?  Pourquoi  se  serait-elle  exercée  sur  cet  astre  plu- 
tôt d'un  côté  que  de  l'autre?  Une  telle  hypothèse  ne 
saurait  satisfaire. 

Dans  une  note  mise  à  la  suite  de  mon  livre  intitulé  : 
Qulest'Ce  que  le  Soleil?  j'ai  présenté  une  hypothèse  qui 
me  paraît  bien  plausible  et  que  je  vais  reproduire.  Elle 
fait  concevoir  que  les  planètes  de  notre  système  se  meu- 
vent dans  le  même  sens,  que  leurs  mouvements  de  rota- 
tion et  de  translation  aient  dû  s'établir  de  droite  àgauche, 
de  l'occident  à  l'orient. 

Supposons  que  primitivement  une  planète  P  (fig.  86) 
ait  été  un  sphéroïde  de  matière  fluide,  gazeuse  ou  liquide. 
Plaçons  loin  d'elle  un  astre  ou  amas  de  matière  S,  et 
dans  une  autre  direction  un  autre  axe  ou  amas  de  ma- 
tière T.  Admettons  que  la  planète  soit  inégalement  attirée 
par  ces  masses,  que  la  force  attractive  de  S^  par  exemple, 
excède  de  beaucoup  celle  de  T.  Si  chacune  de  ces  forces 
agissait  isolément  sur  la  planète ,  la  matière  fluide  de 
celle-ci  serait  renflée  du  côté  D  dans  la  direction  BDT, 
et  elle  le  serait  davantage  du  côté  A  dans  la  direction 
CAS,  à  cause  de  la  prédominance  attractive  de  S.' Mais 
le  résultat  complexe  de  ces  renflements  moléculaires 
inégaux,  ou  pour  mieux  dire,  des  forces  qui  les  auraient 
déterminées,  si  elles  eussent  été  isolées  dans  leur  action, 
sera  de  produire  une  rotation  de  la  matière  liquide  ou 
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gazeuse  de  la  planète^  et  cela  dans  le  sens  de  la  flèche, 
de  D  en  Â,  à  cause  de  la  même  prédominance  de  Tat- 
traction  de  S.  Dé  plus^  la  planète  attirée  dans  deux 
directions  différentes  marchera  suivant  une  résultante  R, 
en  même  temps  qu'elle  tournera  plus  ou  moins  vite  sur 
elle-même  dans  le  sens  de  la  flèche.  Ainsi,  l'hypothèse 
explique  à  la  fois  le  mouvement  de  rotation  et  le  mouve- 
ment de  translation  de  la  planète. 

Si  le  soleil  et  les  planètes  sont  sortis  de  diverses  nébu- 
leuses très-rapprochées  les  unes  des  autres ,  ou  d'une 
nébuleuse  à  divers  centres  ou  noyaux ,  ayant  reçu  ori- 
ginairement un  mouvement  de  rotation  et  de  translation, 
ce  qui  me  paraît  vraisemblable,  la  production  de  ces  mou- 
vements imprimés  à  la  fois  et  dans  le  même  sens  aux 
divers  groupes  cosmiques  s'expliquera  en  supposant 
deux  forces  attractives  inégales,  s'exerçant  sur  chacun 
dans  deux  directions  différentes ,  comme  je  viens  de  le 
faire  dans  l'hypothèse  de  la  production  du  inouvement 
particulier  d'une  planète.  Comme  ces  groupes  se  trou- 
vaient dans  des  positions  différentes  les  uns  à  l'égard 
des  autres  et  relativement  aux  sièges  des  deux  forces 
attractives  que  je  suppose;  comme,  d'ailleurs,  ils  diffé- 
raient sans  doute  plus  ou  moins  dans  leur  masse ,  leur 
constitution  ,  leur  forme,  on  conçoit  que  leurs  mouve- 
ments de  rotation  aient  dû  différer  aussi  plus  ou  moins 
dans  leur  intensité,  et  que  leurs  mouvements  de  trans- 
lation ne  se  soient  pas  effectués  avec  la  même  vitesse  ni 
précisément  dans  la  même  direction  ;  on  conçoit  que  ces 
mouvements  aient  été  influencés,  modifiés  plus  ou  moins 
considérablement  par  les  gravitations  particulières  s'éta  - 
blissant  alors  entre  ces  corps  en  raison  de  leurs  masses, 
distances  et  constitutions  respectives,  de  manière  à  faire 
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toumerles  planètes  autour  du  soleil,  les  satellites  autour 
des  planètes  avec  des  vitesses  diverses  de  rotation  et  de 
translation. 

Les  anneaux  de  Saturne  ne  peuvent  être  dus  qu'à  une 
disposition  particulière  que  devait  avoir  primitivement 
la  matière  qui  les  compose,  et  aussi  à  la  nature  même 
de  cette  matière  et  à  celle  du  milieu  dans  lequel  elle 
s'est  trouvée. 

Les  satellites  des  planètes,  comme  les  planètes  et  le 
soleil,  sont  résultés  de  noyaux,  de  centres  particuliers 
vers  lesquels  se  sont  portées  des  parties  plus  ou  moins 
considérables  de  la  matière  composant  la  nébuleuse. 

Les  satellites  d'Uranus  offrent  une  particularité  no- 
table, qui  ne  saurait  s'expliquer  dans  l'hypothèse  de 
Laplace  que  j'ai  plus  haut  reproduite  et  critiquée.  Ils 
paraissent  tourner  en  sens  contraire  au  mouvement  de 
cette  planète.  Mon  hypothèse  peut  se  prêter  à  l'explica- 
tion de  ce  fait  exceptionnel.  Il  provient,  sans  doute,  de 
quelque  attraction  particulière  qui  se  sera  trouvée  agir 
sur  les  satellites,  alors  qu'ils  étaient  très- rapprochés  les 
uns  des  autres  du  côté  où  elle  s'exerçait,  et  qui,  jointe 
à  l'attraction  de  la  planète  même  d'Uranus,  aura  déter- 
miné la  rotation  des  satellites  autour  d^elle.  Une  action 
particulière  a  pu  être  assez  forte  pour  produire  cet  effet 
partiel,  sans  l'être  assez  pour  déterminer  le  sens  des 
mouvements  des  autres  astres,  bien  que,  d'ailleurs,  elle 
ait  pu  exercer  aussi  une  influence  sur  leurs  mouvements  ; 
car  il  y  a  une  sorte  de  solidarité  entre  tous  les  astres  de 
l'univers  ;  ils  influent  tous  plus  ou  moins  les  uns  sur  les 
autres  sous  divers  rapports.  Au  reste,  la  rotation  des 
.  satellites  d'Uranus  est  peu  accentuée,  car  ils  paraissent 
présenter  constamment  la  même  face  à  leur  planète.  Or, 
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la  faible  intensité  de  leur  rotation  aide  encore  à  conce- 
voir qu'elle  se  soit  établie  comme  je  le  suppose. 

Contre  mon  explication,  on  m'a  objecté  que  les  astres 
s'atlirent  comme  si  toutes  leurs  molécules  étaient  réunies 
à  leurs  centres  respectifs,  qu'ainsi  on  ne  peut  admettre 
mon  hypothèse,  suivant  laquelle,  primitivement,  l'attrac- 
tion se  serait  exercée  divisément,  à  des  degrés  divers, 
sur  les  diverses  parties  de  l'astre  attiré  ;  mais  cette 
objection  se  trouve  réfutée  par  la  critique  que  j'ai  faite 
plus  haut  relativement  à  l'attraction  mutuelle  de  deux 
sphères.  J'ai  montré  que ,  même  en  admettant  qu'une 
sphère  attire  comme  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son 
centre,il  ne  s'ensuivrait  point  qu'elle  serait  elle-même  atti- 
rée de  cette  manière.  Si  la  sphère  attirée  est  solide,  la  liai- 
son de  ses  parties  peut  déterminer  le  corps  entier  à  se* 
mouvoir  à  peu  près  comme  si  la  totalité  était  soumise  à  une 
force  sensiblement  égale  à  celle  que  prendrait  une  molé- 
cule centrale,  libre  d'ailleurs,  si  elle  était  soumise  à  la 
force  attractive  supposée  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  ;  mais  il  n'en  sera  point  de  même  si  la  sphère 
n'est  pas  solide,  si,  liquide  ou  gazeuse,  ses  parties  sont 
peu  liées  entre  elles.  Alors  les  parties  plus  voisines  du 
siège  de  la  force  attractive,  c'est-à-dire  du  corps  atti- 
rant^ obéiront  plus  à  son  action  que  les  parties  qui  en  se- 
ront à  une  plus  grande  distance.  En  ce  cas,  elles  pour- 
ront donc  être  loin  de  n'avoir  qu'un  même  mouvement. 
Cela,  d'ailleurs,  ai-je  dit ,  dépendra  de  diverses  circon- 
stances :  de  l'étendue  de  la  phère  attirée,  de  son  degré 
d'élasticité,  etc. 

Au  surplus,  cette  distinction  est,  à  vrai  dire,  admise, 
du  moins  par  ceux  qui ,  pour  expliquer  le  phénomène 
des  marées  par  Vaction  de  la  lune  et  du  soleil  sur  les 
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eaux  de  la  mer ,  adoptent  Texplication  de  Newton  ;  car, 
dans  cette  explication  ,  on  suppose  que  la  partie  solide 
du  globe  terrestre  est  attirée  comme  si  toute  sa  masse 
était  réunie  à  son  centre,  tandis  que  la  couche  liquide 
qui  couvre  la  croûte  terrestre  et  constitue  les  mers ,  est 
plus  ou  moins  attirée  et  mise  en  mouvement  par  l'at- 
traction de  la  lune  et  du  soleil ,  selon  que  ses  parties 
sont  plus  ou  moins  éloignées  de  ces  astres.  11  y  a  donc, 
sous  ce  rapport,  accord  entre  mon  hypothèse  et  l'expli- 
cation généralement  admise  des  marées. 

Laplace ,  dans  sa  Mécanique  céleste  ,  s'est  attaché  à 
montrer  que,  dans  la  seule  loi  de  la  pesanteur,  se  trou- 
vait la  source  de  toutes  les  inégalités  du  mouvement 
lunaire. 

Parmi  les  inégalités  périodiques  de  ce  mouvement  en 
longitude^  est  celle  qui  dépend  de  la  simple  distance 
angulaire  de  la  lune  au  soleil ,  et  qui  répand  un  grand 
jour  sur  la  parallaxe  solaire.  Laplace  Ta  déterminée  en 
ayant  égard  aux  quantités  du  cinquième  ordre,  et  même 
aux  perturbations  de  la  terre  par  la  lune  ;  et  il  est  arrivé, 
pour  la  parallaxe  du  soleil ,  à  im  résultat  conforme  à 
celui  qui  avait  été  obtenu  par  plusieurs  astronomes  au 
moyen  des  observations  du  dernier  passage  de  Vénus 
sur  cet  astre  : 

«  Une  autre  inégalité  non  moins  importante,  dit  La- 
place, est  celle  qui  dépend  de  la  longitude  du  nœud  de 
la  lune.  L'observation  l'avait  indiquée  à  Mayer,  et  Mas- 
son  l'avait  fixé  à23"765;  mais  commç  elle  ne  paraissait 
pas  résulter  de  la  théorie  de  la  pesanteur ,  la  plupart 
des  astronomes  la  négligeaient:  cette  théorie  approfondie 
m'a  fait  voir  qu'elle  a  pour  cause  l'aplatissement  de  la 
terre.  Burg  Ta  trouvée,  par  un  grand  nombre  d'obser- 
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vatioDS  de  Masquelioe,  égale  à  2(y'987 ,  ce  qui  répond  à 

l'aplatissement  ^^  . 

Pour  ne  rien  omettre  de  ce  qui  peut  influer  sur  le 
mouvement  de  la  lune  ,  Laplace  a  considéré  l'action 
directe  des  planètes  sur  ce  satellite  ,  et  il  a  reconnu 
qu^elle  est  très-peu  sensible.  «  Mais,  dil-il,  le  soleil,  en 
lui  transmettant  leur  actiot)  sur  les  éléments  de  l'orbe 
terrestre ,  rend  leur  influence  sur  les  mouvements  lu* 
naires  très-remarquable  et  beaucoup  plus  grande  que 
sur  ces  éléments  eux-mêmes  ;  en  sorte  que  la  variation 
séculaire  de  Vexcentricité  de  l'orbe  terrestre  est  beaucoup 
plus  sensible  dans  le  mouvement  de  la  lune  que  dans 
celui  de  la  terre.  C'est  ainsi  que  l'action  de  la  lune  sur 
la  terre  ,  d*où  résulte  dans  le  mouvement  de  cette  pla- 
nète l'inégalité  connue  sous  le  nom  (Véquation  lunaire, 
est ,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi ,  réfléchie  ù  la  lune  par 
le  moyen  du  soleil ,  mais  affaiblie  à  peu  près  dans  le 
rapport  de  cinq  à  neuf.  Cette  considération  nouvelle 
ajoute  à  l'action  des  planètes  sur  la  lune  des  termes 
plus  considérables  que  ceux  qui  dépendent  de  leur  action 
directe.  Je  développe  les  principales  inégalités  lunaires 
résultantes  des  actions  directes  et  indirectes  des  planètes 
sur  la  lune  :  vu  la  précision  à  laquelle  on  a  porté  les 
tables  de  la  lune ,  il  serait  inutile  d'y  introduire  ces 
inégalités. 

j>  La  parallaxe  de  la  lune,  ajoute  Laplace,  l'excentri- 
cité et  l'inclinaison  de  son  orbite  à  l'écliptique  vraie, 
et  généralement  les  coeflicients  de  toutes  les  inégalités 
linéaires  ,  sont  pareillement  assujettis  à  des  variations 
séculaires  ;  mais  elles  sont  jusqu'à  présent  très-peu 
sensibles.  » 
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Laplace,  de  ses  recherches  analytiques  sur  l'influence 
que  Tétat  de  fluidité  des  eaux  de  la  mer  peut  avoir  sur 
le  mouvement  du  globe  terrestre  considéré  dans  son 
ensemble^  a  conclu  que  cet  état  de  fluidité  n'altère  pas 
sensiblement  l'uniformité  du  mouvement  de  rotation  du 
globe. 

«  Il  est  donc  généralement  vrai ,  dit-il  (  Ch.  I®' , 
Tome  y,  de  sa  Mécanique  céleste)^  que,  de  quelque  manière 
que  les  eaux  de  la  mer  réagissent  sur  la  terre,  soit  par 
leur  attraction  ou  par  leur  pression,  ou  par  leur  frotte- 
ment et  par  les  diverses  résistances  qu'elles  éprouvent, 
elles  communiquent  à  Taxe  de  la  terre  un  mouvement 
à  très-peu  près  égal  à  celui  qu'il  recevrait  de  Faction 
du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  mer,  si  elle  venait  à  former 
une  masse  solide  avec  la  terre.  Nous  avons  fait  voir  que 
le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la  terre  est  uni- 
forme, dans  la  supposition  où  cette  planètcî  est  entière- 
ment solide  ,  et  l'on  vient  de  voir  que  la  fluidité  de  la 
mer  et  de  l'atmosphère  ne  doit  point  altérer  ce  résul- 
tat. » 

Dans  une  précédente  analyse,  il  avait  dit  :  <  Les  phéno- 
mènes de  la  précession  et  de  la  nutation  sont  exacte- 
ment les  mêmes  que  si  la  mer  formait  une  masse  solide 
avec  le  sphéroïde  qu'elle  recouvre.  Ce  théorème  a  lieu 
quelles  que  soient  les  irrégularités  de  la  profondeur  de 
la  mer,  et  les  résistances  qu'elle  éprouve  dans  ses  oscil- 
lations. Les  courants  de  la  mer,  les  fleuves»  les  tremble- 
ments de  terre  et  les  vents  n'altèrent  pas  la  rotation  de 
la  terre.  » 

M.  Delaunay,  se  séparant  de  Laplace  sur  la  question 
des  marées ,  croit  et  professe  que  l'action  de  la  lune 
çt  du  soleil  sur  les  eaux  de  la  mer  a  l'effet  de  ralentir 


_  411  _ 

la  rotation  de  la  terre,  et  il  s'explique,  à  ce  point  de 
vue,  une  partie  de  raccélération  séculaire  du  moyen 
mouvement  de  la  lune. 

Voici,  à  ce  sujet,  un  résumé  d'une  note  que  cet  astro- 
nome a  présentée  à  TAcadémie  des  Sciences  (Séance  du 
11  décembre  1865)  : 

€  L*uniformité  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  constance  de  la  durée  du 
jour  sidéral,  a  été  admise  jusqu'à  présent  par  tous  les 
astronomes.  C'est  sur  cette  uniformité  de  la  rotation  de 
notre globequ'estbasée la mesuredu  temps  en  astronomie. 

»  Halley  a  constaté  une  accélération  séculaire  dans 
le  moyen  mouvement  de  la  lune.  Laplace  a  reconnu  que 
cette  accélération  séculaire  de  la  lune  était  due  à  la  va* 
riation  séculaire  de  Texcentricité  de  Torbite  de  la  terre. 
La  valeur  de  Téquation  séculaire  de  la  lune  produite  par 
la  cause  que  Laplace  avait  trouvée,  a  été  regardée  pen- 
dant longtemps  comme  présentant  un  sufiisant  accord 
avec  les  indications  fournies  par  les  observations.  Ré- 
cemment, M.  Adams,  en  rectifiant  le  calcul  de  l'équa- 
tion séculaire  due  à  cette  cause,  a  montré  que  la  vraie 
valeur  de  cette  équation  séculaire  est  notablement  plus 
petite  qu'on  ne  l'avait  cru  avant  lui.  Le  résultat  obtenu 
par  M.  Adams  a  été  confirmé  :  l'accélération  séculaire 
du  moyen  mouvement  de  la  lune  indiqué  par  les  obser- 
vations est  notablement  plus  grande  que  celle  qu'occa- 
sionne la  variation  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  terre. 
11  doit  donc  y  avoir  une  autre  cause  à  laquelle  on  puisse 
attribuer  la  partie  excédante  de  l'accélération  séculaire 
dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  la  partie  dont  la  cause  trouvée 
par  Laplace  ne  peut  pas  rendre  compte.  Cette  cause  doit 
être  dans  un  ralentissement  du  jour  sidéral^  par  cons^ 
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UD68  avec  les  autres,  la  surface  ellipsoïdale  d'équilibre 
reste  la  même  ;  mais  la  présence  des  continents  inter- 
posés entre  ces  mers,  en  gênant  considérablement  le 
mouvement  en  vertu  duquel  les  eaux  tendent  à  se  dis- 
poser suivant  cette  surface  ellipsoïdale^  change  complè- 
tement la  forme  que  la  surface  des  eaux  prend  à  chaque 
instant;  au  lieu  d'une  figure  d'ensemble  allongée  comme 
Tellipsoïde  d'équilibre,  on  a  une  figure  très-irrégulière 
résultant  des  mouvements  d'oscillation  que  la  lune  pro- 
duit dans  les  diverses  parties  de  TOcéan,  et  qui  se  com- 
binent les  uns  avec  les  autres  par  la  propagation  suc- 
cessive de  chacun  de  ses  mouvements  partiels  dans  les 
mers  environnantes.  Mais  quelle  que  soit  l'irrégularité 
d'ensemble  que  présente  la  surface  totale  des  eaux 
répandues  sur  le  globe  terrestre,  l'existence  des  frotte- 
ments et  des  résistances  de  toutes  sortes  que  les  eaux 
éprouvent  dans  leurs  mouvements  amène  un  résultat 
analogue  à  celui  indiqué  plus  haut  dans  le  cas  où  la 
terre  serait  entièrement  couverte  par  les  eaux  de  la  mer  : 
le  mouvement  oscillatoire  général  qui  se  produit  pré- 
sente dans  tous  ses  détails  un  certain  retard  sur  ce  qu'il 
serait  sans  l'existence  des  résistances  que  rencontre  la 
marche  des  eaux.  » 

Revenant  au  cas  simple  où  la  mer  recouvre  la  terre 
de  toutes  parts,  l'auteur  considère  que  l'action  de  la 
lune  sur  la  masse  totale  de  la  terre  est  modifiée  par 
suite  de  la  forme  allongée  que  cette  même  action  de  la 
lune  fait  prendre  à  la  surface  de  la  mer. 

En  vertu  de  cette  forme,  pense-t-il,  il  existe  comme 
deux  protubérances  liquides  situées  vers  les  extrémités 
d'un  diamètie  terrestre  qui  se  dirige,  non  pas  vers  la 
lune  même,  mais  vers  un  point  du  ciel  situé  à  une  cei;- 
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taine  distance  d&cet  astre,  du  côté  de  Torient.  Ces  deux 
protubérances  sont  inégalement  éloignées  de  la  lune  ; 
l'une  d'elles  est  plus  près  de  ce  corps  attirant  que  le 
centre  de  la  terre ,  et  l'autre  en  est  au  contraire  plus 
éloignée.  Si  ton  se  reporte  à  la  manihre  dont  on  obtient  la 

'  portion  de  faction  lunaire  qui  occasionne  le  phénomène  des 
marées ,  on  verra  que  la  première  de  ces  protubérances  est 
comme  attirée  par  la  lune ,  et  la  seconde  au  contraire 
comme  repoussée  par  le  même  astre  :  il  en  résulte  donc  un 
couple  appliqué  à  la  masse  du  globe  terrestre ,  et  tendant  à 
le  faire  tourner  en  sens  contraire  du  sens  dans  lequel  il 
tourne  réellement,  couple  qui  doit  produire  d^aprhs  cela  un 
ralentissement  dans  la  rotation  de  ce  globe. 

Supposant  que  le'  retard  de  la  pleine  nier  sur  le  pas- 
sage de  la  lune  au  méridien  soit  de  trois  heures ,  ce  qui 
exige  que  le  diamètre  aux  deux  extrémités  duquel  sont 
les  deux  protubérances  liquides  fasse  un  angle  de  45  de- 
grés avec  la  ligne  allant  du  centre  de  la  terre  au  centre 
de  la  lune ,  M.  Delaunay ,  dans  cette  hypothèse  et  celle 
du  couple  qu'il  admet ,  arrive ,  par  le  calcul ,  à  la  con- 
clusion suivante  : 

€  Les  forces  perturbatrices  auxquelles  sont  dues  les 
oscillations  périodiques  de  la  surface  des  mers  (phéno- 

.  mhies  des  marées)  ^  en  exerçant  leur  action  sur  les  intumes- 
centes liquides  quelles  occasionnent ,  déterminent  un  ralen- 
tissement progressif  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre  y 
et  produisent  ainsi  une  accélération  apparente  sensible  dans 
le  moyen  mouvement  de  la  lune,  » 

Je  pense  que ,  sur  cette  question  y-  ni  Laplace ,  ni 
M.  Delaunay  ne  sont  complètement  dans  le  vrai.  Le 
premier  me  paraît  s'écarter  beaucoup  de  la  vérité  ,  sous 
plusieurs  rapports. 
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Rappelons  d'abord  comment  on  explique  le  phéno- 
mène des  marées ,  d'après  la  théorie  généralement  ad- 
mise du  célèbre  Newton. 

Soient  (fig?  5)  T  la  terre  ,  et  L  la  lune ,  ABCD  Téqua- 
teur  de  la  terre.  D'après  ce  principe  que  l'attraction  de 
deux  sphères  solides  est  la  même  que  si  leurs  masses 
étaient  réunies  à  leurs  centres ,  si  A  est  une  molécule 
d'eau  ,  étant  plus  voisine  de  la  lune  que  le  centre  T  de  la 
terre,  elle  se  trouve  plus  attirée  par  la  lune  que  par  la 
partie  solide  de  la  terre  ;  mais  elle  se  maintient  par  son 
poids  qui  subit  seulement  une  petite  diminution.  De 
même  »  la  molécule  C  ,  étant  plus  éloignée  de  L  que  T , 
est  moins  attirée  par  notre  satellite,  et  ainsi  la  terre  tend 
à  s'en  séparer  ;  mais  la  pesanteur  maintient  la  molécule 
à  sa  surface  ,  et  l'effet  est  le  même  que  si  cette  molécule 
perdait  une  faible  partie  de  son  poids.  Les  points  B  et  D 
se  trouvent  sensiblement  à  la  même  distance  de  la  lune 
que  T ,  et  par  suite  n'éprouvent  pas  de  changements  de 
poids.  La  lune  agit  de  même  sur  les  molécules  intermé- 
diaires ,  telle  que  E ,  mais  avec  moins  d'intensité,  car 
son  action  est  oblique ,  et  la  différence  entre  les  distances 
LT,  LE  est  moindre.  Il  s'ensuit  que  la  mer  doit  se  gon- 
fler en  A  et  G  ,  et  se  déprimer  en  B  et  D.  La  terre  tour- 
nant sur  elle-même ,  il  doit  se  former  une  vague  consi- 
dérable peu  élevée  relativement  à  sa  base  le  long  du 
cercle  ABCD.  Six  heures  après  le  passage  de  A  devant 
la  lune ,  B  prend  sa  place  ;  le  renflement  a  lieu  dans  le 
sens  BD  ,  et  la  dépression  en  A  et  G  ;  il  y  a  pleine  mer  en 
B  et  D ,  basse  mer  en  A  et  G. 

Gette  explication  laisse  à  désirer  ;  elle  en  demande  une 

autre. 

D'abord  ce  principe  que  deux  sphères  solides  s'attirent 
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comme  si  toute  leur  masse  était  réunie  à  leur  centre» 
n'est  pas  rigoureusement  applicable  ici,  car  sans  doute 
la  terre  n'est  pas  complètement  solide^  la  majeure  partie 
de  sa  masse  est  liquide;  d'ailleurs,  je  le  répète,  le  prin- 
cipe, pour  être  exact,  impliquerait  que  les  sphères  sont 
pleines,  ne  sont  pas  composées  de  parties  à  distance,  de 
molécules  mobiles.  Toutefois ,  l'écorce  terrestre  étant 
solide,  ses  parties  étant  généralement  fort  adhérentes 
les  unes. aux  autres,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  sup- 
poser que  la  lune  et  le  soleil  attirent  notre  globe  à  peu 
près  comme  si  toutes  ses  molécules  étaient  à  son  centre. 
Raisonnons  donc  dans  cette  hypothèse. 

La  lune  attirera  plus  la  terre  que  l'eau  placée  du 
côté  C,  et  la  terre  tendra  à  se  séparer  de  cette  partie  du 
liquide.  Mais  l'eau  doit  suivre  la  terre  dans  ce  retrait, 
car  ce  liquide  ne  peut  rester  suspendu  à  une  certaine  dis- 
tance de  la  surface  terrestre.  Comment  donc  peut-il  se 
faire  et  peut-on  dire  que  la  pesanteur  de  l'eau  est  comme 
diminuée,  et  que,  par  suite^  elle  doit  se  trouver  plus 
élevée  en  ce  cas?  Pour  concevoir  ce  résultat,  il  faut  con- 
sidérer que  l'eau  suit  la  terre  dans  son  mouvement  de 
retrait,  mais  non  point  avec  une  égale  vitesse  dans  les 
diverses  parties  du  liquide.  Les  molécules  les  plus  voi- 
sines de  la  surface  terrestre  sont  bien  plus  fortement 
entraînées  que  les  plus  distantes  de  cette  surface ,  de 
telle  sorte  que  la  terre  se  trouve  notablement  éloignée 
des  molécules  supérieures  de  la  couche ,  avant  que 
celles-ci  suivent  sensiblement  le  mouvement  de  re- 
trait. Or,  par  cet  éloignement^  leur  pesanteur  se  trouve 
diminuée;  elles  pressent  moins  les  molécules  inférieures. 
Le  phénomène  se  prolongeant,  se  renouvelant  pendant 
un  certain  temps,  il  en  résulte  que  le  niveau  de  la  mas^ 

27 
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liquide,  en  cette  partie,  se  trouve  à  une  plus  grande 
hauteur  par  rapport  à  la  surface  terrestre.  En  réalité, 
Teau  ne  s'élève  pas  en  C,  c'est  la  terre  qui  se  retire,  et 
l'effet  apparent  est  le  même  que  si  la  mer  s'élevait  de 
ce  côté. 

Du  côté  A,  au  contraire,  c'est  bien  l'eau  qui  s'élève 
par  l'effet  de  l'attraction  lunaire. 

Voyons  maintenant  si  cette  attraction  a  pour  résultat, 
dans  les  marées,  un  ralentissement  dans  la  rotation  des 
eaux  de  la  mer. 

Supposons  que  la  terre  soit  entièrement  couverte  par 
les  eaux,  que,  tournant  régulièrement  sur  elle-même^ 
elle  commence  à  recevoir  l'action  attractive  de  la  lune 
supposée  immobile.  Soit  toujours  (fîg.  87)  T  la  terre, 
L  la  lune,  ABCD  Téquateur  terrestre.  D'après  la  direc- 
tion de  la  ligne  des  centres,  les  molécules  d'eau  placées 
du  côté  abc^  allant  suivant  le  sens  de  la  flèche,  c'est-à- 
dire  se  rapprochant  continuellement  de  L ,  leur  vitesse 
rotatoire,  par  l'attraction  lunaire^  sera  de  plus  en  plus 
accélérée  jusqu'en  a.  Du  côté  de  adc^  au  contraire,  lea 
molécules  liquides,  s'éloignant  incessamment  de  L,  se- 
ront retardées  continuellement,  mais  de  moins  en  moins 
à  mesure  qu'elles  s'en  éloigneront,  et  Ton  peut  sup- 
poser que  jusque-là,  à  ce  seul  point  de  vue  du  moins, 
il  y  a  compensation,  de  telle  sorte  que,  sous  ce  rapport, 
il  n'y  a,  en  somme,  en  résultat,  ni  accélération  ni  ra- 
lentissement du  mouvement  rotatoire  des  eaux.  Dans  la 
note  1  que  j'ai  déjà  citée^  j'ai  émis  l'opinion,  que  le 
résultat  était  une  accélération,  mais  je  ne  persiste  pas 
dans  cette  solution  qui,  après  plus  mûre  réflexion,  ne 
me  paraît  pas  fondée. 
•Pourquoi  maintenant  les  principaux  renflements,  ceux 
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quidétermioentles  marées,  n'ont-ils  pas  lieu  au  méridien 
par  lequel  passe  la  ligne  des  centres  de  la  lune  et  dé  la 
terre?  Pourquoi  sont-ils  plus  ou  moins  retardés  et 
ont-ils  ainsi  lieu  à  Test  de  ce  méridien  ? 

Cette  sorte  d'irrégularités  a  plusieurs  causes  ;  mais 
je  crois  qu'on  peut  l'expliquer  généralement  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Si  la  terre  et  la  lune  étaient  immobiles,  ce  serait  dia- 
métralement^ ce  serait  en  a  (fig.  87)  que  se  trouverait 
le  point  culminant  du  renflement  produit  par  l'attraction 
de  la  lune  de  ce  côté  ;  mais,  en  même  temps  que,  par 
cette  attraction,  le  renflement  se  forme,  ses  eaux,  par 
la  rotation  terrestre,  sont  entraînées  vers  l'est,  et, 
comme  cet  effet  se  reproduit  continuellement  et  rapi- 
dement, il  s^ensuit  que  le  renflement  a  son  sommet 
en  un  point  variable  e  à  l'est  de  a.  Évidemment,  cette 
explication  s'applique  au  renflement  en  e'  produit  à  Test 
de  c  du  côté  opposé. 

Il  faut  aussi  considérer  que  les  eaux  ne  couvrent  pas 
tout  le  globe  et  qu'elles  n'ont  pas  partout  la  même  pro- 
fondeur ;  ce  qui  doit  plus  ou  moins  influer  sur  les  ma- 
rées, sur  les  retards  qu'elles  éprouvent. 

Si  la  lune  opère  sur  les  eaux  à  l'est  de  a,  de  ma- 
nière à  retarder  leur  mouvement,  elle  opère  à  l'ouest 
de  a  de  manière  à  l'accélérer.  Du  côté  opposé  c ,  à 
partir  et  à  l'est  de  ce  point,  jusqu'-^n  a,  l'action  de  la 
lune  a  l'effet  d^accélérer  plus  ou  moins  le  mouvement 
de  toutes  les  molécules  de  la  couche  liquide,  loin  de  les 
repousser,  de  retarder  leur  mouvement.  D'abord  ,  je  le 
répète,  à  l'extrémité  C,  la  lune,  par  son  attraction  ,  a 
rapproché  d'elle  la  terre,  elle  n'a  point  repoussé  l'eau 
en  cette  partie.  Les  molécules  d'eau  y  ont  conservé  sen- 
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siblement  leur  vitesse  rotatoire^  et  de  plus  la  lune,  du 
côté  abc^  les  a  attirées  et  a  ainsi  activé  leur  mouvement 
à  mesure  que  par  la  rotation  elles  se  sont  rapprochées 
de  cet  astre.  Il  n'y  a  donc  point  lieu  d'appliquer  ici  le 
couple  de  M.  Delaunay.  Au  reste  j'ai ,  à  tous  égards, 
ruiné  la  théorie  des  couples. 

Toutefois,  la  lune,  en  agissant  par  son  attraction  sur 
le  renflement  e  à  l'est  de  a,  peut  tendre  quelque  peu  à 
retarder  le  mouvement  des  eaux.  Sous  ce  rapport,  la 
théorie  n'est  pas  sans  fondement  et  peut  expliquer  un 
très-léger  ralentissement  dans  le  mouvement  rolatoire 
de  notre  globe. 

Dans  la  note  1  précitée,  j'ai  indiqué,  comme  cause 
de  ralentissement  de  ce  mouvement ,  le  frottement 
qu'éprouvent  entre  elles,  dans  leur  mouvement  circu- 
laire, les  molécules  de  l'astre.  Je  pensais,  d'ailleurs,  que 
le  refroidissement  graduel  qu'elles  éprouvent  en  les  con- 
densant lentement^  et  même  la  résistance  de  Téther 
ambiant,  en  les  pressant  et  les  condensant  ainsi  jusqu'à 
un  certain  point,  devait  diminuer  peu  à  peu  leur  vitesse 
individuelle.  Mais  toute  réflexion  faite,  je  ne  suis  pas 
convaincu  qu'il  y  ait  là,  en  somme,  des  causes  réelles  de 
ralentissement.  Si,  d'une  part,  le  frottement  tend  souvent 
à  retarder  les  molécules,  il  y  a  aussi  lieu  de  tenir  compte 
de  ce  que,  à  mesure  que  les  molécules  se  condensent, 
elles  se  rapprochei^ï  généraleiueut  du  centre  de  la  pla- 
nète, ot  que,  par  suite,  leur  vitesse  tend  à  s'accroître. 
Et  d'ailleurs  en  se  rapprochant  du  centre,  leur  vitesse 
angulaire  pourrait  augmenter  ou  ne  pas  décroître,  bien 
que  leur  vitesse  absolue  serait  diminuée. 

Si  primitivement  une  planète,  au  lieu  d'être  une 
sphère  liquide  ou  gazeuse,  eût  été  une  sphère  solide,  et 
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placée  d'ailleurs  dans  les  conditions  que  j'ai  supposées 
plus  haut  par  rapport  aux  amas  de  matière  S  et  T 
(fig.  86)  pour  expliquer  rétablissement  de  la  rotation 
primitive  d'une  planète,  sans  doute  sa  rotation  n'eût  pu 
s'établir  avec  une  vitesse  aussi  grande,  à  beaucoup  près, 
que  celle  qu'elle  a  prise  étant  liquide  ou  gazeuse.  La 
très-forte  cohésion,  le  peu  de  mobilité  de  ses  parties  eût 
été  un  obstacle  aux  mouvements  tendant  à  se  faire  vers 
A  et  D,  et  qui^  bien  plus  faibles,  n'eussent,  par  leur 
résultante^  entraîné  qu'une  faible  rotation.  Mais  ici  il  ne 
s'agit  pas  de  la  manière  dont  la  terre  a  pu  primiti- 
vement être  mise  en  rotation,  mais  bien  de  savoir  ce 
qui  peut  maintenant  influer  sur  la  rotation  qui  Fanime, 
et  je  me  suis  trop  avancé,  je  pense,  en  assurant  que  la 
condensation  graduelle  de  la  terre  et  le  frottement  de  ses 
parties  devaient,  en  somme,  déterminer  un  ralentis- 
sement de  son  mouvement  rotatoire. 

Je  ne  crois  point  que  la  vitesse  de  la  rotation  de  notre 
planète  soit  immuable.  Je  ne  crois  pas  même  que,  dans 
ses  fluctuatioris,  elle  revienne  périodiquement  à  une 
même  intensité,  rigoureusement  parlant.  Sans  doute, 
bien  des  causes  tendent  continuellement  à  la  modifier, 
ainsi  que  celle  des  autres  astres,  car  à  part  les  éléments, 
rien  n'est  immuable  dans  l'univers,  et  tous  ses  corps 
influent  incessamment  les  uns  sur  les  autres  ;  mais  il 
n'est  point  facile  de  déterminer  les  causes  et  leurs  efTets. 

Au  reste,  ainsi  que  je  Tai  dit  dans  la  même  note,  la 
cohésion  peut  être  favorable  à  la  rotation  d'un  astre. 
S'il  n'y  en  avait  aucune  entre  les  molécules  d'un  tel 
corps,  sa  rotation  n'aurait  pu  s^établir.  Il  est  des  cas  où 
la  rotation  d'un  corps  implique  une  forte  cohésion,  une 
grande  dureté,  une  élasticité  considérable.  Ainsi   un 
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corps  peut  tourner  par  l'application  de  deux  forces  paral- 
lèles agissant  en  sens  opposé  »  mais  alors  les  molécules 
doivent  avoir  une  notable  cohésion  entre  elles.  La  cohé- 
sion joue  un  rôle  capital  dans  la  rotation  que  prend  une 
bille  qui,  placée  sur  une  table,  se  met  en  mouvement, 
roule,  aussitôt  que  la  table  est  inclinée,  n'est  plus  hori- 
zontale. Alors  les  molécules  d'un  côté  de  la  bille,  per- 
dant leur  équilibre,  étant  entraînées  par  la  pesanteur 
dans  le  sens  de  l'inclinaison,  entraînent  à  leur  tour, 
dans  le  même  sens,  les  molécules  qui  les  suivent;  celles- 
ci  en  entraînent  d'autres,  et  ainsi  de*  suite.  Une  boule 
formée  d'une  substance  molle  roule  moins  bien  sur  une 
table  que  ne  le  fait  une  bille  d'ivoire,  d'une  matière  dure 
quelconque.  C'est  que  :  1"*  le  corps  mou  se  déforme, 
perd  sa  rondeur;  2°  il  tend  généralement  à  rester  atta- 
ché à  la  table;  S""  l'impulsion  qu'il  reçoit  ne  se  commu- 
nique pas  de  molécule  à  molécule  avec  autant  de  facilité 
que  l'impulsion  donnée  à  une  bille  d'ivoire.  Il  faut, 
dans  ce  cas,  que  le  corps  soit  plus  ou  moins  élastique, 
autrement  l'impulsion  n'aurait  pas  l'effet^  de  lancer  en 
avant  les  molécules  opposées  au  point  où  est  reçue  l'im- 
pulsion; condition  nécessaire  pour  que  la  rotation  s'éta- 
blisse. Si  la  bille  d'ivoire  se  met  si  facilement  et  si  éner- 
giquement  en  rotation,  cela  tient  à  sa  grande  élasticité, 
(voir  plus  haut  ce  que  j'ai  dit  à  ce  sujet  dans  le  chapitre 
ayant  pour  objet  le  mouvement  curviligne.) 

Il  est  évident  que  le  soleil,  quelle  que  soit  sa  position, 
produit  un  effet  analogue  à  celui  de. l'action  lunaire  sur 
les  eaux  de  la  mer,  mais  beaucoup  moins  considérable. 
Il  est  visible  que  son  action  étant  jointe  à  celle  de  la 
lune ,  le  résultat  sera  plus  ou  moins  considérable  selon 
la  position  relative  du  soleil  et  de  notre  satellite.  Dans 
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les  conjonctionâ  ou  oppositions ,  les  marées  seront  plus 
fortes  que  dans  les  quadratures. 

Il  est  également  visible  que  la  situation  relative  de  la 
lune  et  du  soleil  influera  sur  la  situation  des  sommets 
des  renflements  opérés  par  leur  attraction.  Dans  les 
syzygies ,  ces  sommets  seront  généralement  plus  ou 
moins  à  Test  de  la  lune  et  du  soleil. 

Non-seulement  les  attractions  du  soleil  et  de  la  lune 
agissent  sur  les  eaux  de  la  mer,  mais  elles  s'exer- 
cent d'une  manière  analogue  sur  la  masse  générale 
du  globe  terrestre.  Leurs  actions  sont  bien  faibles  en 
ce  sens  sur  l'écorce  terrestre,  à  cause  de  sa  solidité, 
mais  elles  sont  plus  fortes  sur  la  masse  liquide  sous- 
jacente  à  l'écorce,  sans  être  aussi  considérables,  toute- 
fois, que  celles  qu'elles  exercent  sur  les  eaux,  à  cause  de 
la  très-grande  mobilité  de  celles-ci.  Remarquons  aussi 
que,  dans  la  matière  liquide  intérieure  du  globe,  il  ne 
doit  pas  se  produire  deux  renflements  opposés  comme 
dans  les  eaux  de  la  mer  :  il  n'y  a  sans  doute  qu'un  ren- 
flement principal  dont  la  position  et  l'intensité  sont  en 
raison  de  la  position  relative  du  soleil  et  de  la  lune.  Re- 
marquons, de  plus,  que  ces  phénomènes  internes  doi- 
vent être  plus  réguliers  que  les  phénomènes  des  marées, 
qui  sont  soumis  à  bien  plus  de  causes  de  variations  que 
ne  le  sont  les  premiers. 

Les  diverses  considérations  que  je  viens  de  pré- 
senter, infirment  en  plusieurs  points  la  théorie  de  La- 
place  sur  les  marées,  sur  les  fluctuations  de  la  mer. 
Cette  théorie  néglige  des  éléments  essentiels ,  et  je 
n'accepte  pas,  d'ailleurs,  l'application  qu'il  fait  ici  de  ce 
principe,  que  létat  (Tun  système  de  corps  dam  lequel  les 
conditions  primitives  du  mouvement  ont  disparu  ^  par  les 
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résistances  que  ce  mouvement  éprouve  ,  est  périodique 
zomme  les  forces  qui  animent  ce  système.  Les  conditions 
de  mouvement  des  molécules  des  eaux  de  la  mer  sont 
continuellement  changées  par  les  résistances,  les  frot- 
tements^ les  actions  intérieures  et  extérieures  qu'elles 
éprouvent.  La  lune  et  le  soleil  reviennent  périodiquement 
dans  des  positions  analogues ,  sensiblement  pareilles 
par  rapport  au  globe  terrestre ,  à  chaque  lieu  de  ce 
globe;  mais  je  ne  saurais  en  conclure  que  les  eaux 
reviennent  périodiquement  au  même  état ,  dans  les 
mêmes  conditions  de  mouvement.  Je  crois,  au  contraire, 
qu'il  doit  résulter  de  l'ensemble  si  multiple,  si  varié 
de  causes,  d'influences,  un  changement  continuel,  plus 
ou  moins  considérable,  dans  la  vitesse  rotatoire  des 
eaux  de  la  mer. 

€  L'observation,  dit  Laplace  (Mécanique  céleste^  t«  V), 
a  fait  connaître  que  les  plus  hautes  mers  n'arrivent  point 
au  moment  même  de  la  syzygie,  mais  un  jour  et  demi 
après.  Newton  attribue  ce  retard  au  mouvement  d'osciU 
lation  de  la  mer  qui  se  conserverait  encore  quelque 
temps  si  l'action  des  astres  venait  à  cesser.  La  théorie 
exacte  des  ondulations  de  la  mer  fait  voir  que ,  sans 
les  circonstances  accessoires,  les  plus  hautes  pleines 
mers  coïncideraient  avec  la  syzygie ,  et  que  les  pleines 
mers  les  plus  basses  coïncideraient  avec  la  quadrature. 
Ainsi  leur  retard  sur  les  instants  de  ces  phases  ne  peut 
être  attribué  à  la  cause  que  Newton  lui  assigne  :  il  dé- 
pend, ainsi  que  l'heure  de  la  pleine  mer  dans  chaque 
port;  des  circonstances  accessoires... 

»  Cependant  la  considération  de  deux  ellipsoïdes  su- 
perposés l'un  à  l'autre  peut  encore  représenter  les  ma- 
rées^ pourvu  que  l'on  dirige  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde 


—  425  — 

Bolaire  vers  un  soleil  fictif  toujours  également  éloigné  du 
vrai  soleil.  Le  grand  axe  de  rellipsoïde  lunaire  doit  être 
pareillement  dirigé  vers  une  lune  fictive  toujours  égale- 
ment éloignée  de  la  véritable,  mais  à  une  distance  telle 
que  la  jonction  des  deux  astres  fictifs  n'arrive  qu'un 
jour  et  demi  après  la  syzygie. 

»  Cette  considération  de  deux  ellipsoïdes  étendue  au 
cas  où  les  astres  se  meuvent  dans  des  orbes  inclinés  à 
Téquateur,  ne  peut  se  concilier  avec  les  observations.  Si 
le  port  est  situé  à  Téquateur,  elle  donne,  vers  le  maxi^ 
mum  des  marées^  les  deux  pleines  mers  du  matin  et  du 
soir  à  très-peu  près  égales,  quelle  que  soit  la  déclinaison 
des  astres ,  seulement  Faction  de  chaaue  astre  est  di- 
minuée dans  le  rapport  du  carré  du  cosinus  de  sa  décli- 
naison à  Tunité.  Mais  si  le  port  a  une  latitude,  ces  pleines 
mers  pourraient  être  fort  différentes,  et  quand  la  décli- 
naison des  astres  est  égale  à  l'obliquité  de  Técliptique, 
la  marée  du  soir,  à  Brest,  serait  environ  huit  fois  plus 
grande  que  celle  du  matin.  Cependant  les  observations 
très-multipliées  dans  ce  port  font  voir  qu'alors  ces  deux 
marées  y  sont  presque  égales,  et  que  leur  plus  grande 
différence  n'est  pas  un  trentième  de  leur  somme.  Newton 
attribue  la  petitesse  de  cette  différence  à  la  même  cause 
par  laquelle  il  avait  expliqué  le  retard  de  la  plus  haute 
mer  sur  l'instant  de  la  syzygie,  savoir  au  mouvement 
d'oscillation  de  la  mer  qui,  suivant  lui,  reporte  une 
grande  partie  de  la  mjirée  du  jour  sur  la  haute  mer  sui- 
vante du  matin,  et  rend  ces  deux  marées  presque  égales. 
Mais  la  théorie  des  ondulations  de  la  mer  fait  voir  encore 
que  cette  explication  n'est  pas  exacte,  et  que,  sans  les 
circonstances  accessoires,  ces  deux  marées  consécutives 
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ne  seraient  égales  que  dans  le  cas  où  la  mer  aurait  par- 
tout la  même  profondeur.  » 

Je  crois  que  cette  opinion  de  Laplace  n^est  pas  com- 
plètement fondée  et  qu'il  y  a  au  moins  une  grande  part 
de  vérité  du  côté  de  Newton.  Je  ne  pense  pas  que  les 
circonstances  accessoires  auxquelles  le  premier  attribue 
les  irrégularités  dont  il  s'agit  puissent  expliquer  un 
retard  d'un  jour  et  demi  dans  l'arrivée  des  plus  hautes 
mers,  c  On  peut ,  dit-il»  assimiler  ces  marées  à  celles 
qui ,  étant  dues  à  l'action  immédiate  des  astres,  em- 
ploieraient un  jour  et  demi  à  parvenir  dans  le  port.  > 
Mais  en  réalité^  suivant  Laplace,  comment  se  produisent- 
elles  ? 

Je  ne  nie  point  l'influence  des  circonstances  acces- 
soires sur  les  marées  :  c'est  à  ces  causes  secondaires 
qu'est  dû  le  retard  plus  ou  moins  grand  des  marées , 
appelé  l'établissement  du  port.  Elles  influent  aussi  sur 
l'intensité  du  phénomène.  Par  exemple ,  les  eaux  de  la 
mer  tournant  de  l'ouest  à  Test ,  les  hautes  marées  ne 
peuvent  refluer  directement ,  immédiatement ,  sur  les 
eaux  des  côtes  orientales  des  continents  ;  les  marées  y 
seront  donc  ordinairement  moins  hautes.  Mais  l'influence 
des  causes  accessoires  n'exclut  pas  cette  hypothèse ,  que 
les  eaux  d'une  marée  se  déversent  en  partie  sur  celles 
de  la  marée  qui  la  suit  dans  la  direction  de  la  rotation, 
quand  des  obstacles  particuliers  ne  viennent  pas  s'y 
opposer.  C'est  principalement  par  l'accumulation  gra- 
duelle de  déversements  de  ce  genre  que  dans  nos  ports 
les  plus  hautes  marées  ne  viennent  que  longtemps ,  un 
jour  et  demi,  après  la  syzygie. 

Le  déversement  d'une  marée  sur  une  autre  est  sans 
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doute  bien  faible^  et  généralement  même  presque  nul, 
mais  il  est  concevable  que ,  par  cette  cause,  les  plus 
fortes  marées  se  produisent  ordinairement  un  jour  et 
demi  après  l'époque  de  la  syzygie,  conformément  aux 
observations. 

É 

L'on  ne  serait  pas' fondé  à  prétendre  que,  si  cela  était^ 
l'équilibre  des  eaux  serait  bien  plus  troublé  qu'il  ne 
Test  :  l'on  ne  saurait  vraiment  prouver  une  telle  as- 
sertion. Tout  considéré,  il  est  supposable  que,  par  toutes 
les  causes  qui  opèrent  dans  ces  phénomènes,  par  l'in- 
fluence des  circonstances  accessoires,  et  bien  que  géné- 
ralement les  eaux  d'une  marée  tendent  à  se  déverser 
plus  ou  moins  sur  la  suivante,  il  ne  se  produise  pas 
dans  l'équilibre  des  eaux  des  perturbations  plus  consi- 
dérables que  celles  qu'on  observe. 

Je  n'accepte  que  sous  réserve  cette  conclusion  de  La- 
place  ,  que  Téquilibre  de  la  mer  est  stable  si  sa  den- 
sité est  moindre  que  la  densité  moyenne  de  la  terre. 
L'équilibre ,  une  fois  troublé  jusqu'à  un  certain  point, 
tendrait  moins  à  se  rétablir  ,  son  écart  serait  plus 
persistant ,  si  le  liquide  était  plus  dense  qu'il  ne  l'est, 
mais  aussi  il  faut  considérer  que  si  le  liquide  était  plus 
dense,  ses  molécules,  étant  sans  doute  alors  moins  mo- 
biles ,  auraient  moins  obéi  aux  attractions  de  la  lune  et 
du  soleil,  et  que,  par  suite,  le  trouble,  l'écart  apporté  à 
leur  équilibre  eût  été  moins  considérable. 

Je  ne  veux  pas  terminer  ce  chapitre  sans  parler  des 
observations  récentes  faites  sur  le  soleil,  principalement 
pendant  la  dernière  éclipse,  et  sans  examiner  si  les  ré- 
sultats de  ces  observations  sont  de  nature  à  modifier  les 
appréciations  et  les  idées  que  j'ai  précédemment  expri- 
mées au  sujet  de  la  constitution  de  cet  astre. 
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Dans  son  rapport  sur  cette  éclipse^  M.  Janssen,  astro- 
nome français,  constate  qu'il  a  observé  deux  magnifiques 
protubérances  qui  brillaient  à  droite  et  à  gauche  de  la 
ligne  des  contacts ,  où  venaient  s'éteindre  les  derniers 
rayons  solaires.  L'une  d^elles  surtout,  celle  de  gauche, 
était  d'une  hauteur  de  plus  de  trois  minutes  ;  elle  rap- 
pelait la  flamme  d'un  feu  de  forge  sortant  avec  force  des 
ouvertures  du  combustible  ,  poussée  par  la  violence  du 
vent.  Le  spectroscope  appliqué  à  ces  protubérances  a 
donné  deux  spectres  formé  de  cinq  ou  six  lignes  très- 
brillantes,  rouge,  jaune,  verte,  bleue,  violette.  Ces 
spectres ,  hauts  d'environ  une  minute ,  se  correspon- 
daient raie  pour  raie  ;  ils  étaient  séparés  par  un  espace 
obscur  où  l'on  ne  distinguait  aucune  raie  brillante. 

M.  Janssen  conclut  de  ces  observations,  que  les  protu- 
bérances sont  gazeuses ,  que  leur  composition  chimique 
est  la  même  et  qu'elles  sont  principalement  formées 
d^ydrogène  ;  les  raies  rouges  et  bleues  de  leur  spectre 
n'étant  autres  que  les  raies  G  et  F  du  spectre  solaire 
caractérisant  le  gaz  hydrogène. 

Pendant  l'obscurité  totale  ,  les  raies  protubérantielles 
brillaient  d'un  vif  éclat  ;  de  là  vint  à  M.  Janssen  la 
pensée  qu'on  pourrait  les  voir  en  dehors  des  éclipses,  ce 
qu'il  a  vérifié  depuis. 

Pour  cela ,  il  plaça  la  fente  du  spectroscope  sur  le 
bord  du  disque  où  la  veille  il  avait  observé  les  protubé- 
rances lumineuses.  Cette  fente  placée  en  partie  sur  le 
disque  solaire  et  en  partie  en  dehors  donnait  deux 
spectres  :  celui  du  soleil  et  celui  de  la  région  protubé- 
rantielle.  L'éclat  du  spectre  solaire  étant  un  obstacle  , 
cet  observateur  masqua  dans  ce  spectre  le  jaune  ,  le 
vert  et  le  bleu ,  les  portions  les  plus  brillantes.  Toute 
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son  attention  était  dirigée  sur  la  ligne  G ,  obscure  pour 
le  soleil ,  brillante  pour  la  protubérance.  Tout  à  coup , 
sur  la  région  protubérantielle  du  bord  occidental ,  il 
aperçut  une  petite  raie  rouge  brillante  de  une  à  deux 
minutes  de  hauteur,  formant  le  prolongement  rigoureux 
de  la  raie  obscure  G  du  spectre  solaire.  En  faisant  mou- 
voir la  fente  du  spectroscope^  cette  ligne  persistait^  mais 
elle  se  modifiait  dans  sa  longueur  et  dans  Téclat  de  ses 
diverses  parties  y  accusant  ainsi  une  grande  variabilité 
dans  la  hauteur  et  dans  le  pouvoir  lumineux  des  di- 
verses régions  de  la  protubérance.  Peu  après,  il  constata 
que  la  raie  brillante  F  se  montrait  en  même  temps 
que  G. 

Dans  l'après-midi,  les  lignes  brillantes  s'y  montrèrent 
de  nouveau  «  mais  elles  accusaient  de  grands  change- 
ments dans  la  distribution  de  la  matière  protubéran- 
tielle ;  les  lignes  se  fractionnaient  quelquefois  en  tron- 
çons isolés ,  qui  ne  se  réunissaient  pas  à  la  ligne  princi- 
pale ,  malgré  les  déplacements  de  la  fente  d'exploration. 
Ce  fait  indiquait  l'existence  de  nuages  isolés  qui  s'étaient 
formés  le  matin.... 

Le  4  septembre,  à  9  h.  50  m.,  l'exploration  du  soleil 
indiquait  un  amas  de  ràatière  protubérantielle  dans  la 
partie  intérieure  du  disque.  Une  protubérance  s'éten- 
dant  sur  une  longueur  de  30^^  dont  10  à  l'orient  du 
diamètre  vertical  ei  20  à  l'occident.  Vers  l'extrémité  de 
la  portion  occidentale ,  un  nuage  considérable  s'élevait 
à  lM/2  du  globe  solaire.  Ge  nuage^  long  de  plus  de  2\ 
large  de  \\  s'étendait  parallèlement  au  limbe.  Une  heure 
après  (10  h.  50  m.),  un  nouveau  tracé  montra  que  le 
nuage  s'était  élevé  rapidement*  prenant  la  forme  globu- 
laire. Mais  les  mouvements  devinrent  bien  plus  rapides 
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encore;  car,  dix  minutes  après ^  c'est-à-dire  à  11  h.,  le 
globe  s'était  énormément  allongé  dans  le  sens  normal 
au  limbe  solaire  ,  ou  perpendiculaire  à  la  première 
direction.  Un  petit  amas  de  matière  s^en  était  détaché 
à  la  partie  inférieure  et  se  trouvait  suspendu  entre  le 
soleil  et  le  nuage  principal.. 

En  résumé ,  la^  lumière  photosphérique  émanée  de 
particules  solides  ou  liquides  incandescentes^  est  incom- 
parablement plus  puissante  que  celles  des  protubérances 
due  à  un  rayonnement  gazeux.  Les  raies  lumineuses 
des  protubérances  correspondent  à  des  raies  obscures 
du  spectre  solaire. 

1^  Les  protubérances  lumineuses^  observées  pendant 
les  éclipses  totales,  appartiennent  incontestablement  aux 
régions  circomsolaires  ; 

2*  Ces  corps  sont  formés  d'hydrogène  incandescent;  ce 
gaz  y  prédomine  s'il  n'en  forme  la  composition  exclusive; 

3<^  Ces  corps  circomsolaires  sont  le  siège  de  mouve- 
ments dont  aucun  phénomène  terrestre  ne  peut  donner 
une  idée,  des  amas  de  matière  dont  le  volume  est  plu- 
sieurs centaines  de  fois  plus  grand  que  celui  de  la 
terre,  se  déplaçant  et  changeant  complètement  de  forme 
dans  l'espace  de  quelques  minutes. 

M.  Stéphane ,  directeur  de  l'expédition  française  ,  a 
aussi  rendu  compte  de  ses  observations.  Il  constate 
que  les  protubérances  apparaissaient  avec  une  merveil- 
leuse netteté.  Il  y  en  avait,  dit-il ,  quatre  groupes.  Leur 
couleur  était  celle  d'un  corail  rose ,  légèrement  teinté 
de  violet  ;  une  d'elles  n'avait  pas  une  longueur  moindre 
que  la  dixième  partie  du  diamètre  lunaire  ;  deux  autres, 
presque  diamétralement  opposées ,  étaient  dentelées  ;  la 
dernière  était  un  large  groupe  d'aspect  floconneux. 
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Les  spectres  des  protubérances  lui  ont  aussi  offert 
des  raies  brillantes.  Les  rayons,  qu'on  désigne  sous  le 
nom  de  gloires ,  semblent  correspondre ,  par  leur  posi- 
tion, aux  protubérances. 

M.  Rayet,  qui  a  aussi  observé  l'éclipsé  du  18  août, 
rapporte  que  le  spectre  des  protubérances  présentait 
une  série  de  neuf  lignes  brillantes ,  qui ,  d'après  leur 
disposition  dans  le  champ,  leur  espace  relatif,  leurs  cou« 
leurs,  et  enfin  par  la  physionomie  de  leur  ensemble,  lui 
ont  paru  devoir  être  assimilées  aux  lignes  principales 
du  spectre  solaire^  B,  C,  D,  Ë,  6^  une  ligne  inconnue, 
F,  et  deux  lignes  du  groupe  G.  Ces  lignes  avaient  un 
très-vif  éclat  et  se  détachaient  vivement  sur  un  fond 
gris  cendré  très-pâle.  Les  protubérances,  conclut-il,  sont 
donc  des  jets  d'une  matière  gazeuse  incandescente. 

La  lumière  de  la  couronne  était  très-faible  par  rap- 
port à  celle  des  protubérances  ;  elle  ne  donnait  aucun 
spectre  coloré  sensible. 

Toutes  les  protubérances  ne  lui  ont  point  paru  émettre 
une  lumière  identique. 

Le  même  a  fait  des  observations  très-précises  sur  la 
réfrangibilitë  do  la  raie  jaune  qu'il  a  remarquée  dans  le 
spectre  des  protubérances.  Cette  ligne  se  voit ,  dit-il , 
sur  tout  le  pourtour  du  disque  solaire  aussi  facilement 
que  les  trois  lignes  de  l'hydrogène ,  et  il  en  conclut  que 
le  gaz  incandescent  auquel  elle  correspond  est,  au  même 
titre  que  Thydrogène^  un  des  éléments  constitutifs  de 
l'atmosphère  solaire. 

M.  Lockyer,  qui ,  de  son  côté ,  à  peu  près  en  même 
temps  que  M.  Janssen,  découvrait  le  moyen  d'observer 
le  spectre  des  protubérances  en  dehors  des  éclipses,  a  fait  à 
la  Société  royale  de  Londres  la  communication  suivante  : 
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I.  Sous  certaines  conditioDs,  les  raies  C  et  F  se  mon- 
trent sur  le  soleil  brillant ,  et  aussi  sur  le  spectre  des 
taches ,  comme  sur  les  protubérances  de  la  chromo- 
sphère. —  II.  Sous  certaines  conditions,  et  quoiqu'elles 
n'aient  pas  été  observées  à  Tétat  de  raies  brillantes,  les 
raies  correspondantes  de  Fraunhofer  sont  effacées.  — 
III.  Les  changements  de  réfrangibilité ,  que  subissent 
en  même  temps  ces  raies,  montrent  que  la  matière 
absorbante  se  meut  de  ba^  en  haiU  et  de  haut  en  bas  relati- 
vement à  la  matière  rayonnante  ,  et  ces  mouToments 
peuvent  être  déterminés  avec  une  très-grande  exactitude. 
—  IV.  Les  raies  brillantes,  observables  dans  le  spectre 
ordinaire,  sont  souvent  interrompues  par  le  spectre  des 
taches  ,  c  est-à-dire  quelles  ne  sont  visibles  que  dans  les 
parties  du  spectre  solaire  en  avant  ou  en  arrière  des 
taches.  —  V.  Les  raies  C.  et  F  varient  excessivement 
d'épaisseur  sur  ou  près  d'une  tache,  et  le  11  avril,  dans 
les  portions  plus  profondes  des  taches  ,  elles  étaient 
beaucoup  plus  épaisses  qu'à  l'ordinaire. 

M.  Yarren  de  la  Rue,  en  produisant  des  photographies 
de  la  même  éclipse,  exprime  l'opinion  que  les  protubé- 
rances  se  rattachent  d'une  manière  bien  plus  étroite 
aux  facules  qu'aux  taches  ;  car,  dit-il,  nous  savons  avec 
certitude  maintenant  qu'elles  proviennent  (les  protubé* 
rances)  d'éruptions  de  gaz  chauds,  et  nous  avons  établi, 
au  contraire ,  que  les  taches  se  rattachent  intimement  à 
un  affaissement  de  matière  gazeuse  comparativement 
froide. 

Il  fait  remarquer  que^  dans  l'éclipsé  du  18  août,  l'une 
des  cornes,  la  plus  grande,  était  en  forme  de  spirale. 

Suivant  des  observations  du  R.  P.  Secchi^  le  soleil  se 
trouve  à  une  époque  de  taches  très-nombreuses  ;  dans  la 
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matinée  du  7  mai  1869 ,  on  en  comptait  33  principales 
disposées  en  7  ou  8  groupes.  Leur  nombre  marche  donc 
rapidement  vers  un  maximum.  Le  minimum  a  eu  lieu 
dans  les  premiers  jours  de  1867.  Il  se  trouve  que, 
jusqu'à  présent ,  ces  variations  sont  soumises  à  une 
période  triennale  d'une  manière  très-approchée.  La  nou- 
velle série  de  taches  depuis  le  minimum  a  recommencé 
cette  fois  comme  elle  l'avait  fait  d'autres  fois  à  des  lati- 
tudes plus  élevées  que  celles  où  avait  fini  la  précédente. 
Le  spectre ,  dans  l'intérieur  des  taches ,  éprouve  une 
grande  altération.  c<  Beaucoup  de  ses  raies  les  plus  noires, 
dit-il  y  s'élargissent ,  d'autres  deviennent  enfumées  , 
quelques-unes,  ordinairement  peu  visibles,  deviennent 
très-fortes.  Quant  aux  raies  brillantes^  quelques-unes 
conservent  entièrement  leur  vivacité,  d'autres  diminuent 
notablement.  Les  raies  qui  s'élargissent  le  plus  sont 
celles  qui  dérivent  de  la  présence  du  calcium  et  du  fer  ; 
celles  du  chrome  et  du  cobalt  sont  aussi  modifiées  , 
mais  moins  ;  celles  du  calcium  se  dilatent  plus  que  toutes 
les  autres  ;  »  celles  du  magnésium  ne  s'élargissent  que 
très-peu.  Celles  du  sodium  deviennent  nuageuses  sur 
les  bords,  comme  celles  de  beaucoup  d'autres  qui  />ro- 
viennent  de  substances  incunniœs.  Mais  le  fait  le  plus  im- 
portant est  que  beaucoup  de  séries  de  raies  très-fines, 
équidistantes,  à  peine  visibles  dans  les  circonstances  ordi- 
naires ,  deviennent  iris-obscures ,  et  d'une  telle  forme 
qu'elles  arrivent  au  degré  des  raies  noires  des  métaux  ; 
et  elles  sont  nébuleuses  sur  leurs  bords.  Il  est  diflicile 
de  dire  si  parmi  celles-ci  il  y  en  a  réellement  quelques- 
unes  qui  soienf  absolument  nouvelles,  parce  que  la  déter- 
mination de  leur  existence  dépend  de  la  force  des  ins- 
truments ;  mais  leur  seul  renforcement  est  déjà  extraor- 

ss 
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dinaire,  est  déjà  un  fait  qui  prouve  une  énergie  augnnentée 
notablement  dans  Tintérieur  des  taches  et  dans  la  cause 
qui  les  produit. 

<  Ensuite ,  certaines  raies  brillantes  demeurent  in- 
tactes au  point  de  paraître  même  plus  brillantes  qu'elles 
ne  Tétaient  auparavant.  Elles  donnent  ainsi  une  preuve 
que  si  d'autres  raies  s'effacent,  s'assombrissent^  cet  effet 
n'est  pas  dû  à  une  absorption  générale ,  mais  à  une 
absorption  élective  et  spéciale  des  substances  et  des  va- 
peurs qui  existent  dans  le  soleil.  Pour  produire  de  pareils 
effets  ,  ces  vapeurs  doivent  être  plus  denses  et  plus  com- 
pactes au  fond  des  taches  ,  et^  par  conséquent^  absorber 
davantage;  et  ainsi  leurs  raies  doivent  s* élargir  et  devenir 
plus  noires.  L'aspect  enfumé  ou  la  nébulosité  de  cer- 
taines raies  indique  qu'il  existe  à  leur  limite  d'autres 
substances  qui,  étant  insensibles  sur  le  reste  du  disque, 
se  révèlent  sur  les  profondeurs  plus  considérables.  Ceci 
est  confirmé  par  le  fait  que,  sur  le  bord  du  disque,  ces 
raies  brillantes  restent  très-brillantes,  à  ce  point  que 
quelques  personnes  les  ont  regardées  comme  des  raies 
nouvelles  ;  et  cela  parce  qu*alors  elles  échappent  à  toute 
absorption,  tandis  que* beaucoup  d'autres  qui  sont  fines 
deviennent  plus  fortes. 

»  Mais  les  raies  de  l'hydrogène  font  tout  le  contraire 
de  ces  modifications  d'absorption  plus  grande  et  de  ren- 
forcement des  raies.  Au  lîeiî  de  devenir  plus  foncées, 
les  raies  de  t hydrogène  s'affaiblissent  et  disparaissent  tout 
à  fait  y  et  même  elles  sont  interverties  en  devenant  lumi- 
neuses. Nous  avons  déjà  dit,  dans  un  autre  article,  que 
c'était  l'hydrogène  qui  formait  les  protubérances  et  les 
nuages  rosés  que  l'on  voit  autour  du  soleil  dans  les 
éclipses  totales;  maintenant  nous  pouvons  ajouter  que 
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ce  même  gaz  existe  en  très-grande  abondance  dans  les 
taches  et  aux  environs.  Il  est  surtout  très-élevé  et  très- 
abondant  dans  ces  langues  plus  brillantes  qui  forment 
les  ponts  à  travers  les  taches  et  les  facules  qui  les  envi- 
ronnent.  L'interversion  des  raies  de  Thydrogène  deve- 
nant lumineuses^  de  noires  qu'elles  étaient,  en  est  une 
preuve  de  fait  directe  et  irrécusable. 

I)  Les  grands  changements  du  spectre  solaire  décrits 
jusqu'ici  portaient  naturellement  à  le  comparer  à  celui 
des  autres  corps  célestes.  Nous  avons  fait  cette  compa- 
raison, et  nous  avons  trouvé  que  le  spectre  dans  l'inté- 
rieur des  taches  ressemble  à  celui  des  étoiles  rouges, 
qui  contient  beaucoup  de  zones  et  de  stries  obscures 
commead'Orion,  Ântarès,  Aldébaran,  ode  la  Baleine,  etc. 
La  conclusion  directe  qui  se  tire  de  cette  comparai- 
son est  que  ces  étoiles  doivent  leur  couleur  à  la  même 
cause  qui  produit  les  taches  dans  le  soleil,  et  qu'elles 
doivent  y  être  plus  nombreuses  que  dans  notre  soleil. 
Toutes  ces  étoiles  sont  variables,  et  leur  variabilité  doit 
dépendre  des  taches.  Mais  notre  soleil  aussi  est  variable, 
et  la  période  des  taches  indiquée  ci-dessus  est  certaine- 
ment accompagnée  d'une  variation  périodique  d  éclat, 
quoique  nous  n'ayons  pas  encore  de  moyens  certains 
pour  l'évaluer  quantitativement. 

»  Nous  avons  dit  qu'en  outre  des  raies  principales, 
un  grand  nombre  d'autres  raies  habituellement  très- 
faibles  devenaient  très-fortes  dans  l'intérieur  des  taches. 
Maintenant,  ces  raies  généralemept  nébuleuses,  paral- 
lèles et  équidistantes,  nous  offraient  une  grande  ana- 
logie avec  celles  qu  on  observe  dans  le  soleil  lorsqu'il  est 
à  l'horizon,  et  qui  sont  dues  à  l'absorption  produite  par 
notre  atmosphère.  Il  était  donc  intéressant  de  comparer 
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les  deux  qualités  de  raies.  C'est  ce  que  nous  avons  fait, 
et  nous  avons  trouvé  que  beaucoup  de  groupes  qui  se 
forment  dans  les  taches  sont  identiques  à  ceux  qui  sont 
produits  par  Taclion  de  notre  atmosphère,  maisnontous. 
Ici  encore  ,  la  raie  G  échappe  à  toute  absorption  et  de- 
vient brillante  dans  les  taches,  comme  lorsque  le  soleil 
est  haut,  tandis  qu^une  forte  raie  voisine  nommée  C, 
laquelle  provient  aussi  de  notre  atmosphère ,  demeure 
sans  altération  dans  les  noyaux.... 

»  La  conclusion  fondamentale  qui  se  déduit  de  ces 
recherches  est  que  les  taches  solaires  sont  des  cavités 
remplies  de  vapeurs  métalliques  denses  qui  forment  l'at- 
mosphère solaire;  et  comme  la  qualité  de  ces  substances 
est  la  même  au  fond  de  la  masse  générale  de  Patmos* 
phère  plus  subtile  qui  se  trouve  au-dessus  du  niveau  de 
ces  cavités,  on  voit  par  là  que  la  différence  est  due  seu- 
lement à  sa  plus  grande  épaisseur.  En  effet,  les  phéno- 
mènes décrits  ci-dessus  sont  plus  sensibles  dans  les 
taches  qui  sont  plus  profondes,  comme  on  le  reconnaît  à 
d'autres  indices.  Ainsi  se  trouve  confirmée  la  théorie  que 
nous  avons  exposée  plusieurs  fois  dans  d'autres  circon- 
stances,  et  d'après  laquelle  la  photosphère  plus  bril- 
lante est  formée  de  matière  tenue  en  suspension  dans 
l'atmosphère  solaire  gazeuse,  à  l'état  de  précipité  solide 
ou  liquide,  comme  la  vapeur  d^eau  reste  suspendue  dans 
l'air  chez  nous.  Et  comme  toute  vapeur  doit  produire 
des  couches  diverses  de  ces  nuages  à  différentes  hau- 
teurs ,  ainsi  on  peut  s^expliquer  les  différences  d'inteo- 
site  lumineuse  que  Ton  observe  dans  les  différentes  ré- 
gions des  taches  et  de  leurs  noyaux....  »  (Giomale  di 
Roma^  i  1  mai  1869.) 

Précédemment,  le  19  avril  1869,  le  P.  Secchi  avait 
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fait  une  communication  sur  le  même  sujets  où  il  disait 
notamment  ceci  :  <  Les  raies  brillantes  se  voient  sur  tous 
les  points  du  bord  du  disque  solaire,  mais  elles  n'ont 
pas  toutes  la  même  longueur  ou  hauteur.  Leur  hauteur 
commune  est  de  tO  à  15  secondes,  et  sur  quelques 
points,  elles  s'élèvent  énormément,  atteignant  une  mi- 
nute et  plus.  Ce  sont  précisément  les  lieux  des  protubé- 
rances; et  souvent  alors  on  voit  des  fragments  de  raies 
brillantes,  détachées  et  suspendues  dans  Fatmosphère, 
dessiner  des  nuages  solaires  superposés  à  distance.  Cette 
constance  des  raies  au  bord  du  disque  montre  que  la 
couche  d'hydrogène  mêlée  à  la  substance  jaune  recouvre 
le  globe  solaire  tout  entier ,  et  que  les  protubérances 
sont  des  accidents  locaux.  La  couche  entière  a,  par  con- 
séquent, une  épaisseur  moyenne  égale  aux  quatre  cin- 
quièmes du  diamètre  de  la  terre,  c'est-à-dire  une  hau- 
teur de  plus  de  5,000  kilomètres.  Les  points  les  plus  élevés 
se  trouvent  toujours  pris  des  taches  et  des  facules, . .  >  Si  Ton 
place  la  fente  du  spectroscope  parallèlement  au  bord  du 
disque ,  on  observe  ces  phénomènes  importants  :  1®  la 
couche  d'hydrogène  montre  ainsi  les  raies  brillantes  avec 
une  grande  facilité,  mais  on  constate  dans  ce  cas  que  la 
raie  F  n'est  pas  toute  de  l'hydrogène,  puisqu'elle  est 
lumineuse  sur  la  moitié  située  du  côté  du  rouge  et  noire 
sur  la  moitié  située  du  côté  du  violet;  2"  la  couche 
d'hydrogène  est  souvent  séparée  du  reste  du  disque, 
puisque  le  spectre  du  disque  n'apparaît  qu'autant  que 
les  raies  brillantes  ont  disparu  ;  3<*  entre  la  couche 
d'hydrogène  et  le  bord  du  disque  proprement  dit,  il 
existe  un  espace  qui  donne  un  spectre  continu  ou  sans 
raies  sensibles.  Cette  couche  est  très-subtile  et  difficile  à 
voir;  on  ne  la  voit  plus,  si  l'air  n'est  pas  parfaitement 
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calme^  parce  que  le  moindre  mélange  de  lumière  la  fait 
disparaître.  Cette  couche  à  spectre  homogène  formerait 
la  base  de  l'atmosphère  solaire 

»  C'est  un  fait  important  que  sur  aucun  noyau  de 
taches  le  spectre  n'est  réellement  interrompu;  il  conserve 
toujours  sa  lumière,  et  prend  seulement  un  aspect  plus 
enfumé,  par  le  rétrécissement  des  espaces  brillants, 
^élargissement  des  raies  noires  et  la  formation  d'une 
infinité  de  lignes  nébuleuses. 

»  Beaucoup  de  ces  lignes  nébuleuses  coïncident  avec 
celles  qui  se  forment  quand  le  soleil  est  à  l'horizon... 
Une  partie  dexelles  situées  dans  la  zone  rouge  orangé, 
sont  identiques  à  celles  qui  se  produisent  toutes  les  fois 
qu'un  cirrus  passe  devant  l'objectif  de  la  lunette.  Il  en 
résulte  que  ces  raies  sont  celles  de  la  vapeur  d'eau 

»  Les  lignes  de  lumière  vive  qui  forment  la  division  des 
noyaux,  sont  évidemment  soulevées  au-dessus  de  ces 
noyaux  en  manière  d'arches  ou  de  ponts.  Ces  ponts,  en 
effet,  montrent  le  spectre  de  la  photosphère  avec  la  raie 
C  en  partie  lumineuse....  » 

Suivant  M.  Rziha,  les  lignes  obscures  du  spectre  so- 
laire^ pendant  l'éclipsé  du  18  août,  restèrent  parfaite- 
ment distinctes  jusqu'au  commencement  de  la  totalité, 
où  elles  disparurent  ne  laissant  plus  qu'un  spectre  terne, 
bien  que  toujours  perceptible  et  continu.  Un  renverse- 
ment du  spectre,  c'est-à-dire  une  apparition  de  lignes 
lumineuses  aux  places  qu'occupaient  les  lignes  obscures 
n'a  |)as  eu  lieu. 

M.  Janssen  assure  que,  d'après  ses  observations  spec* 
traies^  l'atmosphère  solaire  est  basse,  à  niveau  fort 
inégal  et  tourmenté.  Souvent  elle  ne  dépasse  pas  les 
saillies  de  la  photosphère^  mais,  phénomène  bien  remar* 
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quable,  elle  forme,  dit-il,  un  tout  continu  avec  les  pro- 
tubérances, dont  la  composition  générale  est  la  même 
et  qui  paraissent  en  être  simplement  des  portions  soule- 
vées, projetées  et  souvent  détachées  en  nuages  isolés.... 

M.  Janssen  maintient  que  les  raies  de  Thydrogène 
sont  visibles  dans  toute  Tatmosphère  solaire  et  que  les 
protubérances  en  sont  les  portions  les  plus  élevées. 

A  l'académie  des  sciences,  on  rappelle  que>  en  1841, 
M.  Angelot,  dans  un  travail  sur  les  météorites,  disait 
que  l'hydrogène  doit  jouer  un  très-grand  rôle  dans 
l'économie  du  soleil  et  que  même  la  lumière  et  la  cha- 
leur de  cet  astre  sont  dues  à  la  décomposition  et  recom- 
position successives  de  l'eau ,  et  à  ce  sujet  M.  Elie  de 
Beaumont  émet  l'opinion  que  les  découvertes  de  M.  Jans- 
sen sont  une  sorte  de  sanction  donnée  aux  aperçus  de 
M.  Angelot. 

M.  Paye  dit  alors  qu'il  ne  croit  pas  que  cette  manière 
de  voir  puisse  être  adoptée  sans  contestation  ;  car,  selon 
lui,  c'est  un  fait  parfaitement  acquis  que  la  lumière  n'est 
pas  due  à  la  combustion  d'un  corps  gazeux,  mais  à  celle 
de  corps  solides  dont  la  lumière  est  modifiée  par  Vinter- 
position  d'une  masse  aériforme. 

Selon  M.  Ch.  Darville,  il  n'y  aurait  pas  antagonisme 
entre  les  deux  théories,  pourvu  qu'on  ne  laissât  à  l'hy- 
drogène que  le  simple  rôle  de  réfléchir  la  lumière  éma- 
nant de  ces  corps  solides  en  combustion.  —  Ceci^  dit 
M.  Dumas^  serait  conforme  aux  idées  de  M.  Janssen,  qui 
n'a  jamais  dit  qu'il  y  a  dans  le  soleil  de  l'hydrogène 
en  combustion,  mais  seulement  de  l'hydrogène  incan- 
(lescent. 

M.  Janssen,  on  Ta  vu,  admet  entre  les  taches  solaires 
et  les  protubérances  une  relation  intime.  Le  P.  Seçcbi 
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était»  de  son  côté,  arrivé  à  la  même  découverte.  Ce  der- 
nier croit  en  outre  avoir  découvert  des  traces  de  vapeurs 
d'eau  dtins  le  soleil  et  surtout  dans  le  voisinage  des 
taches...  Il  annonce  aussi  que,  dans  des  observations 
spectrales  d'un  groupe  de  taches  solaires  prêt  à  dispa- 
raître en  franchissant  le  bord  de  Tastre,  il  a  retrouvé 
toutes  les  raies  brillantes  des  protubérances  signalées 
d  abord  par  M.  Rayet,  Elles  se  sont  montrées  au-dessus 
d'une  facule, 

M.  Janssen  écrit  que  la  raie  D  du  spectre  des  protu- 
bérances solaires  n'est  pas  la  double  raie  du  sodium  : 
elle  est  située  un  peu  plus  loin  du  côté  du  vert. 

Postérieurement,  M.  Rayet  signale  une  sixième  raie 
brillante  dans  le  spectre  des  protubérances  :  de  ces  six 
raies,  quatre  appartiennent  à  l'hydrogène;  les  autres 
indiquent  la  présence  de  corps  différents. 

Presque  en  même  temps,  le  P.  Secchi  envoie  une  noie 
qui  se  résume  ainsi  :  Les  deux  raies  b  ne  sont  par  celles 
du  magnésium;  il  y  a  dans  l'atmosphère  solaire  des 
substances  qui  brillent  d'une  lumière  directe  et  donnent 
des  raies  brillantes,  grâce  aux  conditions  nouvelles  sous 
lesquelles  elles  passent  dans  l'enveloppe  extérieure  du  ^ 
soleil;  ces  raies  n'appartiennent  pas  à  l'hydrogène  ;  loin 
d'être  formée  seulement  d'hydrogène,  f atmosphère  so- 
lairc  est  une  atmosphère  ires-composée ^  dans  laquelle  nagent 
les  nuages  des  protubérances;  toutes  les  protubérances  ne 
sont  pas  homogènes. 

J'ai,  je  pense,  reproduit  ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel 
dans  les  nombreuses  observations  récemment  faites  sur 
le  soleil,  principalement  pendant  et  depuis  l'éclipsé  dn 
18  août,  et  dans  les  appréciations  diverses  auxquelles 
elles  ont  donné  lieu. 
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De  Tensemble  des  observations  que  j'ai  résumées,  il 
paraît  résulter  que  l'hydrogène  joue  un  rôle  important 
dans  le  soleil^  que  ce  corps  existe  à  Tétat  de  gaz,  no- 
tamment dans  les  protubérances  et  dans  Tatmosphère 
solaire  ;  mais  il  ne  paraît  point  que  ce  même  gaz  con- 
stitue à  lui  seul  les  protubérances,  ni  même  l'atmosphère 
solaire;  car,  d'après  les  observations  spectrales  diri- 
gées sur  ces  masses,  outre  les  raies  attribuées  au 
spectre  de  Thydrogène,  on  voit  d'autres  raies,  ce  qui 
est  bien  reconnu,  généralement  du  moins. 

Je  ne»  crois  point,  d'ailleurs,  qu'il  résulte  de  ces  ob- 
servations la  démonstration  que  plusieurs  y  voient,  que 
l'atmosphère  solaire*  serait  très-peu  étendue,  et  que  les 
protubérances  en  seraient  les  parties  les  plus  élevées. 
Par  toutes  les  considérations  que  j'ai  émises  à  ce  sujet 
dans  mon  livre  sur  le  soleil,  considérations  qui,  selon 
moi,  conservent  leur  importance,  je  persiste  à  penser 
que  cette  atmosphère  est  sans  doute  d'une  très-faible 
densité,  dans  sa  généralité,  mais  qu'elle  est  très-étendue, 
qu'elle  s'étend  bien  au  delà  de  la  couronne. 

M.  Paye  qui,  comme  on  sait,  a  eu  beaucoup  de  peine 
à  accorder  au  soleil  une  atmosphère  quelconque,  assure 
que  son  atmosphère  ne  peut  avoir  plus  de  trois  minutes 
de  hauteur.  Il  fonde  cette  assertion  sur  ce  que  la  comète 
de  1843  passa  à  3'  du  soleil.  Il  regarde  comme  certain 
que  si,  à  cette  distance  de  l'astre,  il  eût  existé  une 
atmosphère,  la  comète  s^y  serait  incorporée  et  aurait 
disparu  ;  ce  qui  n'a  pas  eu  lieu. 

Ëh  bien  !  cette  considération  de  l'éminent  astronome 
pour  restreindre  ainsi  l'étendue  de  Talmosphère  solaire 
ne  me  semble  pas  concluante.  D'adord>  est-il  bien  cer- 
tain que  la  comète  de  1843  se  soit  approchée  autant  du 
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Roleil?  II  me  semble  que  cela  peut  être  mis  en  doute,  si 
Ton  considère  le  désaccord  qui  s'est  souvent  produit 
entre  les  spéculations  astronomiques,  notamment  en  ce 
qui  a  concerné  la  marche  et  mêmie  Tidentité  des  comètes. 
Mais  admettons  que  celle  si  brillante  et  si  énorme  de 
1843  ait  vraiment  passé  à  3'  du  soleil,  et  il  paraît  bien 
qu'elle  s'en  est  très-rapprochée.  Pourra-t-oQ  en  conclure 
avec  certitude  que  la  présence  d'une  atmosphère  solaire 
eût  dû  nécessairement  avoir  pour  effet  de  l'arrêter  dans 
son  cours  et  de  la  confondre  avec  cette  atmosphère?  — 
Je  ne  le  crois  pas.  Il  me  paraît  que  la  vitesse  de  la  co- 
mète pouvait  être  assez  intense  pour  vaincre  cette  résis- 
tance, qui^  d'ailleurs,  était  minime,'  si  la  partie  de  l'at- 
mosphère traversée  était  extrêmement  peu  dense.  On 
peut  bien  penser  que  le  noyau  cométaire  était  plus 
dense  que  la  portion  atmosphérique  où  il  a  passé.  Quant 
à  la  queue^  si  elle  était  de  même  densité  que  le  milieu 
qu'elle  a  traversé,  sa  vitesse  u'a-t-elle  pu  encore  suffire 
pour  la  maintenir,  sinon  dans  sa  totalité,  du  moins  dans 
sa  plus  grande  partie?  Il  est  vrai  que  le  corps  solaire,  à 
une  si  petite  distance,  devait  attirer  bien  puissamment 
la  comète;  mais  cette  énorme  attraction  n'ayant  pas 
déterminé  sa  chute,  n'ayant  pas  arrêté  son  cours^  il  est 
supposable  qu'elle  ait  continué  sa  marche  malgré  la  résis- 
tance d'une  atmosphère  extrêmement  ténue.  Que  la  comète 
ait  laissé  une  portion  de  sa  queue  dans  l'atmosphère 
solaire,  c'est  possible  ;  mais  tout  considéré,  je  le  répète, 
le  fait  invoqué  par  M.  Faye  ne  saurait  prouver  que  le 
soleil  n'a  pas  une  atmosphère  fort  étendue,  mais  d'une 
densité  très-minime  à  une  certaine  distance  de  l'astre. 
D'après  une  lettre  du  P.  Secchi,  insérée  dans  les 
Mondes  du  20  janvier  1 870,  l'atmosphère  solaire  est  au 
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contraire  d'une  très-grande  étendue.  Selon  lui,  elle  s'élè- 
verait de  6  à  7  minutes,  et  cela  ne  devrait  pas  étonner, 
a  car,  dit-il^  il  y  st  des  protubérances  qui  ont  quelquefois 
au  moins  trois  minutes,  et,  au-dessus  de  celles-ci  des 
couches  d'hydrogène  encore  plus  élevées.  Au-dessus  de 
ces  proéminences,  qui,  vues  directement,  donneraient 
une  raie  lumineuse,  il  y  a  une  couche  qui  absorbe  leurs 
rayons  et  produit  une  raie  obscure.  La  limite  des  raies 
brillantes  dans  les  proéminences  rouges  n'est  pas,  et  ne 
peut  pas  être  la  limite  de  l'atmosphère  d'hydrogène  ou 
du  mélange  d'hydrogène  et  d'autres  gaz,  mais  seulement 
la  limite  de  la  région  à  l&quellè  l'hydrogène  a  la  tempé- 
rature voulue  pour  produire  ces  raies  :  lorsqu'il  est  à  une 
température  plus  basse,  l'eiTet  est  contraire^  et  l'on  a 
une  absorption.  » 

De  plus,  je  ne  trouve  pas  plausible  d'admettre  que  les 
protubérances  ne  sont  que  des  parties  de  l'atmosphère 
même  de  l'astre.  Il  me  paraît,  à  tous  égards,  bien  plus 
vraisemblable  et  admissible  que  ces  masses  gazeuses 
sont  seulement  en  suspension  dans  cette  atmosphère,  à 
peu  près  comme  nos  nuages  dans  l'atmosphère  terrestre. 
Qu'il  y  ait  dans  toutes  les  parties  de  l'atmosphère  une 
certaine  quantité  des  mêmes  gaz  constitutifs  des  protu- 
bérances, cela  est  bien  admissible,  et  en  cela  il  y  aurait 
analogie  entre  l'atmosphère  solaire  et  la  nôtre  qui^ 
comme  on  sait^  contient  partout,  généralement  du  moins, 
de  la  vapeur  d'eau  et  d'autres  vapeurs  ou  gaz  différents 
de  ce  qui  la  constitue  essentiellement  elle-même.  Mais  les 
protubérances  paraissent  se  détacher  parfois  de  la  pho- 
tosphère, rester  assez  longtemps  suspendues  à  des  dis- 
tances notables  du  soleil,  et  je  ne  pense  pas  qu'on  puisse 
bien  l'expliquer  sans  ^supposer  que  ces  masses  se  sont 
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élevées  ainsi  dans  un  milieu  gazeux  ou  gazéiforme  qui 
en  diffère  plus  ou  moins  par  sa  composition  mème^  par 
sa  densité,  son  degré  d'élasticité,  de  tension.  La  vapeur 
d'eau  que  plusieurs  observateurs  ont  constatée  dans  l'at- 
mosphère solaire  offrirait  un  point  d'analogie  entre  cette 
atmosphère  et  la  nôtre,  et  sans  doute  les  gaz  qui  consti- 
tuent  les  masses  nuageuses  protubérantielles  ne  sont  pas 
plus  que  la  vapeur  d'eau,  les  éléments  essentiels,  réels 
de  l'atmosphère  solaire  proprement  dite. 

J'ajoute  que  les  protubérances  parfois,  de  même  que 
les  facules  photosphériques,  présentent  la  forme  de  spi- 
rale, ce  qui  s'explique  par  des  phénomènes  atmosphé- 
riques, par  une  action  de  l'atmosphère  solaire  sur  les 
gaz  qui  s'y  trouvent  et  constituent  la  photosphère  et  les 
protubérances  elles-mêmes.  Or  ceci  implique  que  l'at- 
mosphère n'est  pas  identique  aux  gaz  sur  lesquels  elle 
exerce  son  action. 

Dans  les  écrits  déjà  cités,  j'ai  dit  comment  je  conçois 
la  formation  de  tourbillons  atmosphériques  qui  produi- 
raient l'effet  dont  il  s'agit  (1). 

Dans  ces  mêmes  écrits,  j'ai  montré  que  l'on  ne  sau- 


(I)  Depuis  que  j'ai  écrit  ces  lignes,  j'ai  vu  dans  les  Mondes  que,  dans 
une  communication  de  M.  Zoellner  à  FAcadémie  des  sciences,  au  sujet  de 
ses  expériences  spectrales,  ce  savant  conclut  de  ses  nombreuses  observations 
et  dessins,  que  les  protubérances  ne  sont  pas  des  nuages  flottante  dans 
l'atmosphère,  mais  bien  des  émissions,  des  éruptions  de  matière  gazeuse 
lancées  dans  le  vide  ou  dans  un  milieu  plus  léger,  et  retombant  sur  le 
soleil.  —  Sous  divers  rapports  cette  opinion  s'accorde  avec  la  mienne,  no- 
tamment en  ce  qui  concerne  la  forme  de  spiral  ;  qu'affectent  parfois  les 
l)rotubérancc8.  Toutefois  je  maintiens  que,  d'après  de  précédentes  obser- 
vations, des  protubérances  sont  restées  longtenfps  suspendues  au-dessus  de 
l'astre,  à  de  grandes  distances,  ce  qui  me  fait  penser  que  M.  Zoellner  gé- 
néralise trop  en  décidant  que  les  matières  protubérantielles  ne  peuvent 
flotter  dans  l'atmosphère  solaire,  qu'elles  retombent  sur  l'astre  aussitôt  que 
la  force  d'éruption  ou  d'émission  qui  les  a  élevées  se  trouve  anéantie. 
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rail  convenablement  expliquer  les  phénomènes  relatifs 
aux  taches  solaires,  aux  noyaujc,  aux  pénombres  et  fa- 
cules,  sans  supposer  autour  du  corps  principal  du  soleil 
deux  couches  ou  enveloppes  gazeuses  ou  gazéiformes» 
dont  Tune  est  lumineuse  par  elle-même,  et  Tautre  placée 
r  au-dessous  de  celle-ci  est  opaque  et  réfléchissante,  et 

sans  admettre  que  la  partie  la  plus  sombre  de  la  tache, 
dite  noyau^  est  le  corps  solaire  aperçu  par  les  ouvertures 
des  deux  enveloppes,  à  travers  Tatmosphère  dans  la- 
quelle se  trouvent  suspendues  ces  mêmes  enveloppes 
qui  ne  sont  point  continues,  sont  formées  chacune  de 
masses  plus  ou  moins  distantes  les  unes  des  autres, 
comme  le  montrent  les  nombreux  pares  qu'on  aperçoit 
sur  le  soleil. 

Or,  dans  les  nouvelles  observations  que  j'ai  résumées, 
il  n'y  a  rien  qui  soit  de  nature  à  modifier  l'opinion  que 
j'exprimais  alors  sur  la  constitution  du  soleil.  Elles  ten- 
dent bien  plutôt  à  confirmer  cette  manière  de  voir,  car 
elles  ne  se  concilient  pas  avec  les  théories  qui  s'en  écar- 
tent essentiellement,  non-seulement  avec  la  théorie  de 
M.  Kirchhoff,  mais  encore  avec  celle  de  M.  Faye. 

Celle-ci,  elle-même,  me  paraît  en  désaccord  avec  les 
observations  spectrales  faites  à  l'occasion  de  la  dernière 
éclipse.  En  effet,  d'après  M.  Faye,  le  fond  sombre  d'une 
tache  solaire  résultant  de  ce  que  la  matière  gazeuse  du 
soleil  serait,  à  cette  profondeur,  en  complète  dissocia- 
tion et  ne  contiendrait  pas  de  parties  solides  ou  liquides 
incandescentes,  à  la  différence  de  la  photosphère,  où 
dos  matières  de  cette  nature,  dans  cet  état,  produiraient 
le  vif  éclat  qu'on  y  observe,  le  spectre  du  fond  des  ta- 
ches devrait  n'offrir  que  des  raies  brillantes,  et  différer  en 
cela  du  spectre  que  donne  la    photosphère.  Or^  nous 
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avons  vu  qu*il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  avons  vu  que,  sui- 
vant M.  Huggens  notampient,  le  spectre,  sous  ce  rap- 
port, apparaît^  dans  la  tache,  comme  identique  à  celui 
que  donne  la  photosphère,  et  que  généralement  les  ob- 
servations s'accordent  avec  celles  de  M.  Huggens  sur  ce 
point. 

M.  Prazmowski,  partisan  de  la  théorie  de  M.  Faye, 
a  tâché  de  réfuter  cette  objection  tirée  de  ce  désaccord 
entre  elle  et  les  observations  spectrales.  A  ses  yeux,  la 
conti^adiction  n'est  qu'apparente:  «  En  effet,  dit-il,  si  le 
fond  de  la  tache  n'était  qu'un  gaz  incandescent  dont  les 
radiations  arriveraient  jusqu'à  notre  œil  sans  interposi- 
tion* d'une  atmosphère  absorbante,  elles  devraient  nous 
apparaître  au  spectroscope  comme  une  suite  de  raies 
brillantes,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  ces  radiations  nous 
arrivent  après  avoir  subi  dans  l'atmosphère  solaire  une 
absorption  puissante.  La  composition  de  cette  atmos- 
phère est  presque  identique  à  la  masse  intérieure  du 
soleil.  La  différence  ne  peut  consister  que  dans  la  pro- 
portion des  éléments  dont  le  mélange  constitue  la  masse 
centrale.  Mais  il  est  à  présumer  que  tous  ces  éléments 
du  soleil  se  retrouvent  dans  son  atmosphère.  Par  le 
principe  de  proportionnalité  entre  le  pouvoir  absorbant 
et  le  pouvoir  émissif,  la  majeure  partie  des  radiations 
du  corps  central,  qui  produiraient  des  raies  brillantes^ 
sera  éteinte  par  l'atmosphère  solaire  composée  à  peu 
près  des  mêmes  éléments.  Dans  cette  supposition,  la 
tache  analysée  au  spectroscope  ne  peut  produire  aucune 
apparence  de  raies,  ou  tout  au  plus  des  raies  très- 
faibles,  dues  aux  radiations  qui  échappent  à  l'absorp- 
tion. 

c  C^est  le  contraire  qui  a  lieu.  M.  Huggens  a  vu  la 


-  447  — 

tache  donner  un  spectre  du  même  caractère  que  celui 
de  la  photosphère,  et  son  observation  s^ explique  trhs-bien 
dans  rhypothèse  de  M.  Faye.  En  efTet,  on  ne  peut  pas 
raisonnablement  admettre  que  la  tache,  dans  toute  son 
étendue,  soit  complètement  dépourvue  d'une  petite 
quantité  de  matière  solidifiée. 

>  L'atmosphère  terrestre,  relativement  si  calme,  si  peu 
tourmentée^  même  pendant  les  jours  sereins,  est  tou- 
jours un  peu  trouble,  un  peu  brumeuse.  La  puissance 
des  courants  dans  l'atmosphère  solaire  est  bien  autre- 
ment grande.  Le  mélange  des  courants  ascendants  et 
des  courants  descendants^  ne  peut  se  faire  sans  donner 
naissance  à  des  condensations  partielles.  . 

>  Und  très-petite  quantité  de  matière  solide  incandes- 
cente répandue  sur  la  surface  de  la  tache,  peut  par  faite- 
ment  renverser  ces  apparences  en  éteignant  le  peu  des 
radiations  échappées  à  l'absorption  de  l'atmosphère  so- 
lains,  en  faisant  apparaître  le  spectre  observé  par 
M.  Huggens...  » 

Pour  moi,  je  n'accepte  pas  cette  réfutation.  Étant  ad- 
mis qu'un  gaz  incandescent  doit  donner  un  spectre  à 
raies  brillantes  et  que  ces  raies  doivent  être  remplacées 
par  des  raies  noires,  sombres,  lorsqu'à  ce  gaz  se  joignent 
des  parties  solides  ou  liquides  ;  d'un  autre  côté^  étant 
admis  aussi  que  le  vif  éclat  du  gaz  provient  alors  de  ces 
mêmes  matières  solides  ou  liquides  qui  s'y  trouvent  à 
l'état  d'incandescence,  il  faut  bien,  dans  l'hypothèse  de 
M.  Faye,  supposer  que,  dans  le  fond  des  taches,  et 
même  au-dessus,  il  y  a  fort  peu  de  particules  solides  ou 
liquides  mièlées  aux  gaz  qui  peuvent  s'y  trouver,  et,  con- 
séquemment,  on  devrait  apercevoir  généralement  dans 
les  spectres  donnés  par  ces  gaz  les  raies  brillantes  qui 
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les  caractérisent.  Les  spectres  de  ces  gaz  ne  devraient 
pas  être  renversés  par  cela  seul  qu'il  s'y  joindrait  quel- 
ques particules  solides  ou  liquides.  Nous  avons  vu  que, 
suivant  plusieurs  observateurs»  les  protubérances  parais- 
sent être  émanées  de  la  photosphère.  Il  est  présumable, 
d'après  cela,  qu'elles  contiennent  bien  quelques  parcel- 
les solides  ou  liquides  venues  de  la  photosphère,  où  les 
substances  de  cette  nature  abondent,  et  cependant  les 
raies  des  spectres  fournis  par  les  protubérances  se  mon- 
trent brillantes^  parce  que  les  particules  solides  ou  li- 
quides qui  peuvent  s'y  trouver  ne  sont  pas  assez  nom- 
breuses, à  beaucoup  près,  pour  produire  le  renversement 
spectral  dont  il  s^agit. 

Il  faut  donc  convenir  que,  sous  ce  rapport  encore,  la 
théorie  de  M.  Faye  n'est  point  satisfaisante. 

Les  spectres  que  donne  l'intérieur  des  taches,  parti- 
culièrement dans  la  portion  plus  noire  qu'on  appelle  le 
noyau,  viendraient  au  contraire  corroborer  l'hypothèse 
qui  me  paraît  d'ailleurs  la  plus  plausible,  savoir  que  le 
globe  solaire  serait  une  masse  liquide,  plus  ou  moins 
soUdifiée  à  sa  surface,  et  que  les  taches  seraient  généra- 
lement déterminées  par  des  éruptions  volcaniques  qui 
lanceraient  vers  la  région  photosphérique  des  particules 
solides,  liquides  et  gazeuses,  devant  contribuer  à  l'ali- 
mentation de  la  photosphère,  à  la  production  de  cette 
éblouissante  clarté,  de  cette  énorme  radiation  lumineuse 
et  calorifique  qu'elle  projette  dans  l'espace. 

Les  langues  brillantes  qui  forment  comme  des  ponts 
à  travers  les  taches,  et  les  facules  qui  les  environnent, 
offrent  le  spectre  de  l'hydrogène,  et  là  les  raies  du 
spectre  sont  brillantes,  mais  ces  masses  ne  se  trouvent 
pas  à  une  grande  profondeur,  et  étant  gazeuses,  conte- 


—  449  — 

nant  peu  ou  point  de  matières  solides  ou  liquides  incan- 
descentes, elles  donnent  un  spectre  analogue  à  celui  des 
protubérances.  Au  fond  des  taches,  dans  la  partie  qui 
paraît  noire,  celle  du  noyau,  les  raies  de  Thydrogène 
s*aiTaiblissent,  disparaissent  même  tout  à  fait.  Les  raies 
brillantes  de  l'hydrogène  qu'on  aperçoit  parfois  dans  les 
taches  sont  rares  et  très- étroites,  ce  qu'on  peut  d'ail- 
leurs expliquer,  dans  mon  hypothèse  où  la  chaleur 
sérail  moindre  dans  ces  profondeurs  que  dans  les  régions 
pholosphériques.  Il  paraît,  en  effet,  que  plus  est  grande 
la  chaleur  à  laquelle  l'hydrogène  est  soumise,  plus  les 
raies  de  ce  gaz  sont  larges  :  c'est  du  moins  ce  qui  résulte 
des  observations  du  P.  Secchi,  qui,  dans  une  lettre 
précitée,  écrit  :  «  L'élévation  de  température  donne  à 
l'hydrogène  la  propriété  de  présenter,  dans  son  spectre, 
des  raies  plus  larges.  » 

II  est  donc  plausible  que,  dans  les  taches  solaires, 
se  trouvent  des  matières  solides  ou  liquides  en  très- 
grande  quantité,  contrairement  à  la  théorie  de  M.  Paye 
qui  n'accorde  à  Tintérieur  des  taches,  au  fond  de  leurs 
cavités  ,  qu'une  matière  gazeuse ,  maintenue  en  dis- 
solution complète  par  l'excessive  chaleur  qui  y  régne- 
rait. 

La  chaleur  du  soleil  est-elle  due  uniquement  et  même 
principalement  à  la  décomposition  et  recomposition  suc- 
cessive de  l'eau?  —  Je  ne  le  crois  pas.  Il  y  a  sans  doute 
d'autres  gaz  que  l'hydrogène  en  combustion,  et  je  pense 
d'ailleurs  que  la  radiation  solaire  est  due  surtout  à  des 
corpuscules  métalliques  incandescents. 

Les  deux  enveloppes  principales  que  j'admets  doi- 
vent différer  essentiellement  dans  leur  constitution. 
Si  Tune  et  l'autre  coiâieunent  de  l'hydrogène,  elles  doi- 

20 
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vent  différer  par  une  ou  plusieurs  autres  substances  que 
Tune  contient  et  qui  manquent  dans  l'autre. 

L'on  paraît  généralement  penser  que  le  corps  solaire 
est  complètement  liquide.  Pour  moi,  je  persiste  à  trouver 
que ,  dans  cette  hypothèse  ,  on  ne  s'expliquerait  point 
bien  la  formation  des  taches.  Je  m'en  rends  compte,  au 
contraire,  en  supposant  que  la  masse  liquide  du  soleil 
est  légèrement  solidifiée  à  sa  surface.  Dans  ce  cas,  des 
volcans  solaires  peuvent  se  produire,  au  moyen  de  Tac- 
cumulation  de  vapeur  formées  sous  la  croûte  de  l'astre, 
et  des  éruptions,  jointes  à  des  tourbillons  atmosphé- 
riques que  jai  aussi  admis,  peuvent  lancer  jusqu'à  la 
photosphère  les  particules  qui  servent  à  l'alimenter^ 
comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  et  produire  dans  les  enve- 
loppes solaires  des  cavités  qui  laissent  apercevoir  le  corps 
solaire. 

Ce  corps  n'est  point  froid,  tant  s'en  faut;  mais,  en 
supposant  même  qu'il  soit  à  la  chaleur  rouge,  on  con- 
çoit qu'il  puisse,  surtout  sous  le  voile  de  l'atmosphère 
solaire^  dont  la  densité  s'accroît  vers  les  régions  pro- 
fondes, paraître  sombre,  nair^  relativement  à  l'éclat  si 
intense  de  la  lumière  photosphérique. 

Le  soleil  a  sans  doute  passé  par  une  phase  analogue 
à  celle  où,  suivant  M.  Faye,  il  se  trouverait  encore 
maintenant;  mais  il  est  actuellement  et  depuis  long- 
temps liquide^  et  même  il  est  déjà  entré  dans  la  phase 
de  solidité  par  la  formation  d'une  croûte  relativement 
très-mince.  Néanmoins  on  peut  supposer  qu'il  conti- 
nuera fort  longtemps  à  rayonner  de  la  chaleur  et  de  la 
lumière,  car  sa  masse  est  tellement  grande  et  sa  cha- 
leur interne  est  tellement  intense  que  les  éruptions  vol- 
caniques si  fréquentes ,  si  nombiBuses  qui  l'agitent  et 
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fournissent  à  la  photosphère  une  alimentation  conti- 
nuelle, pourront  se  produire  pendant  un  temps  bien 
long  aussi.  J'ai  d'ailleurs  indiqué  d'autres  sources  pos- 
sibles d'entretien  de  la  chaleur  et  de  la  lumière  solaires. 

Je  ne  trouve  pas  vraisemblable  que  le  soleil  soit 
encore  tout  gazeux ,  complètement  à  Tétat  gazéiforme, 
comme  le  dit  M.  Faye.  Dans  cette  hypothèse,  il  serait 
difficile  d'admettre  qu'il  pût  conserver  sa  forme  si  sen- 
siblement sphérique  ;  et  puis  il  y  a  bien  longtemps,  il  y 
a,  je  pense ,  des  millions  de  siècles  que  cet  astre  s'est 
formé,  et  il  a  dû  tendre  de  plus  en  plus  à  se  condenser^  à 
se  liquéfier.  A  ce  point  de  vue  encore,  il  me  paraît  qu'il 
ne  peut  être ,  à  beaucoup  près ,  dans  l'état  primitif,  et 
suis  porté  à  penser  qu'il  est  arrivé  à  Tétat  de  liquidité 
générale  et  même  de  consolidation  superficielle. 

Je  ne  veux  pas  revenir  ici  sur  toutes  tes  considéra- 
tions qui  m'ont  fait  rejeter  les  systèmes  contraires  à  celui 
que  j'ai  présenté  et  soutenu  comme  le  plus  plausible. 
Le  lecteur  les  trouvera  développées  dans  mon  œuvre 
sur  le  Soleil  et  dans  la  note  citée  plus  haut. 

Toutefois  j'ai ,  à  ce  sujet ,  quelques  observations  et 
réflexions  à  présenter. 

La  grande  objection  élevée  contre  la  théorie  que  j'ai 
admise,  c'est  l'énorme  chaleur  de  la  photosphère  qui, 
dit-on,  ne  permet  pas  de* supposer  que  le  corps  solaire 
ne  soit  pas  incandescent,  et  qu'il  puisse  paraître  noir  à 
travers  les  cavités  photosphériques  ;  et  Ton  est  d'autant 
plus  porté  à  rejeter  cette  théorie  que  l'on  tend  forte- 
ment à  penser  que  les  substances  qui  entrent  dans  la 
constitution  du  soleil  ne  sont  autres  que  celles  ou  une 
partie  de  celles  que  nous  connaissons  et  qui  composent 
le  globe  terrestre.  En  faveur  de  cette  dernière  opinion,  on 
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invoque  généralement  et  les  résultats  de  l'analyse  spec- 
trale et  la  théorie  de  Laplace  pour  expliquer  la  forma- 
tion du  soleil  et  des  planètes  ;  hypothèse  que  Ton 
adopte  comme  étant ,  prétend-on ,  la  plus  rationnelle 
qu'on  puisse  concevoir  pour  cette  explication.  Pour  moi, 
je  l'ai  rejetée  ;  par  bien  des  raisons,  je  ne  saurai  l'ad- 
mettre^ et,  d^ailleurs  elle  n'implique  pas  que  dans  le 
soleil  il  ne  puisse  y  avoir  d'autres  substances  que  celles 
qui  entrent  dans  la  constitution  de  la  terre. 

En  somme,  les  résultats  obtenus  par  les  observations 
spectrales  sont  admirables,  mais  il  me  paraît  que  les 
conséquences  qu'on  en  tire  sont  parfois  loin  d'être  incon- 
testables, il  y  a  d'ailleurs  souvent  des  doutes  à  conce- 
voir sur  la  signification  des  raies  observées. 

Des  observations  spectrales  on  a  conclu  que  le  soleil 
contient  diver? métaux  connus,  notamment  du  sodium, 
du  potassium,  du  magnésium,  du  fer,  du  nickel,  du 
chrome;  et  comme  les  raies  du  lithium,  de  l'aluminium, 
du  zinc,  du  cuivre,  etc. ,  n'apparaissent  pas  dans  son 
spectre,  plusieurs  ont  dit  que  le  soleil  ne  contient  pas  ces 
métaux-là.  Quant  aux  étoiles  qui  ont  été  observées, quel- 
•ques-uns  ont  trouvé  qu'elles  possèdent  telles  substances 
connues  que,  par  exemple,  l'étoile  Pollux  contient  du 
sodium,  et  que  ce  métal  n'existe  pas  dans  Sirius,  mais 
qu'en  revanche  cette  étoile  possède  du  fer. 

En  observant  diverses  nébuleuses,  on  a  vu  dans  leurs 
spectres  des  raies  analogues  aux  raies  de  l'hydrogène, 
et  parfois  aussi  celles  de  l'azote,  et  plusieurs  n'ont  pas 
hésité  à  penser  que  ces  grands  corps  ne  renferment  que 
de  l'hydrogène  seulement,  ou  seulement  de  Thydrogène 
et  de  l'azote. 

Or,  en  admettant  même  que  ces  conclusions  soient  cer- 


taines  en  tant  que  positives,  je  les  révoquerais  en  doute 
en  tant  que  négatives.  Si  beaucoup  ont  été  pronnpts  à 
les  accueillir  sous  ces  deux  rapports,  c'est  qu'on  ne  vou- 
drait pas  laisser  penser  qu'il  existe  d'autres  substances 
que  celles  que  nous  pouvons  connaître  et  que  contient 
notre  globe.  Il  y  a,  je  le  répète,  une  forte  tendance  à 
en  composer  l'univers  enli  r ,  les  myriades  d'étoiles  et 
de  planètes  qui  sans  doute  gravitent  autour  d'elles. 

Les  partisans  de  Tunité  sont  très-portés  à  ratifier  ces 
conclusions  hasardées;  ils  vont  même  jusqu'à  penser 
qu'il  n'y  a,^en  réalité,  qu'une  seule  substance  élémen- 
taire :  l'hydrogène.  Toutes  les  autres  molécules  ne  se- 
raient que  des  agrégats  de  parties  d'hydrogène  diverse- 
ment disposées  entre  elles.  Ils  ne  manquent  pas  d'évo- 
quer, à  l'appui  d'une  opinion  aussi  excentrique ,  les 
spectres  des  nébuleuses. 

Pour  moi ,  je  crois  que  l'on  va  souvent  trop  vite 
dans  la  voie  des  inductions,  en  ce  qui  concerne  ces  sortes 
d'études.  Suivant  les  appréciations  de  quelques  savants, 
au  sujet  des  spectres,  la  terre  aurait,  à  elle  seule,  un 
bien  plus  grand  nombre  de  substances  différentes  que 
les  autres  astres  observés ,  que  le  soleil  et  ses  pla- 
nètes notamment.  N'est-ce  pas  traiter  un  peu  cavalière- 
ment Tastre  majestueux  qui  nous  prodigue  sa  chaleur  et 
sa  lumière  et  qui  doit  probablement  devenir  une  énorme 
et  magnifique  planète,  que  de  réduire  ses  substances  a 
quelques  corps,  que  de  décider  qu'il  est  bien  moins  riche 
sous  ce  rapport  que  notre  petit  globe,  qu'il  ne  contient 
()as,  même  dans  ses  couches  profondes,  des  corps  autres 
(jue  ceux  que  le  spectroscope  nous  montre  avec  plus  ou 
moins  de  netteté  et  de  certitude  dans  son  atmosphère  ou 
sa  photosphère. 
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Si  la  terre  pouvait  être  observée  d'un  autre  astre»  du 
soleil,  par  exemple,  le  spectre  de  son  atmosphère  donne- 
rait-il donc  les  raies  relatives  à  tous  les  corps  que  ren- 
ferme notre  globe?  Non  sans  doute.  Pourquoi  donc 
viendrait-on  assurer  que  le  soleil  ne  contient  pas  des 
substances  inconnues,  différant  même  de  celles  que  peut 
contenir  notre  terre  dans  ses  profondeurs,  et  que  nos 
observations  ne  sauraient  atteindre? 

A  l'égard  des  nébuleuses  ,  ce  qui  me  paraît  très- 
plausible,  c'est  que,  outre  les  gaz  hydrogène  ou  autres  qui 
paraisssent  être  à  leur  surface,  elles  contiennent,  au- 
dessous,  vers  leurs  centres,  des  substances  plus  lourdes, 
dont  on  ne  peut  percevoir  les  spectres.  Au  reste,  il  paraît 
qu'on  a  reconnu  la  raie  du  sodium  dans  quelqu'une  des 
nébuleuses  observées.  On  pense  généralement  que  ces 
masses  gazeuses  ou  vaporeuses  sont  des  astres  en  voie 
de  formation  :  mais  que  pourraient  être  ces  astres  futurs 
qui  ne  seraient  formés  que  d'hydrogène,  ou  que  d'hydro- 
gène et  d'azote?  Quoiqu^il  en  soit,  l'hypothèse  de  l'unité 
substantielle  n'est  pas  soutenable  :  je  ne  trouve  pas 
raisonnable,  notamment,  de  supposer  que  l'essence  de 
l'hydrogène  n'est  autre  que  celle  de  l'oxygène,  que  l'azote 
et  le  carbone  sont  substantiellement  même  chose.  Je 
crois  avoir  montré  dans  mes  Discussions  sur  les  principes 
de  la  physique  que  la  pluralité  substantielle  est  nécessaire 
pour  expliquer  les  phénomènes  physiques  et  chimiques. 

Outre  les  raies  du  spectre  solaire  qui  ont  plus  parti- 
culièrement attiré  l'attention,  qu'on  reconnaît  pour  être 
celles  de  substances  connues,  il  y  a  dans  ce  spectre  une 
foule  innombrable  de  raies,  dont  plusieurs  sont  très- 
notables,  et  l'on  peut  penser  qu'elles  répondent,  en 
totalité  ou  partie,  aux  spectres  d'autres  substances,  de 


il 
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corps  essentiellement  différents  des  corps  terrestres.  On 
considère  généralement  ces  raies-là  comme  ayant  leur 
cause  dans  Tatmosphère  terrestre.  On  se  fonde  sur  ce 
que  l'air  est  légèrement  coloré  et  sur  des  expériences 
qui  montrent  que,  si  Ton  fait  passer  un  rayon  lumineux 
à  travers  un  gaz  coloré»  avant  de  rencontrer  le  prisme, 
les  raies  paraissent  en  plus  grand  nombre;  ou  bi^  Ton 
suppose  que  notre  atmosphère  contient  des  substances 
qui  ont  pour  effet  de  produire  les  raies  observées  qu'on 
ne  regarde  pas  comme  dues  au  soleil.  On  allègue 
qu'elles  changent  avec  l'état  de  l'atmosphère  terrestre. 
—  Ces  considérations  ont  peu  de  valeur.  Que  la  com- 
position de  l'atmosphère  terrestre  influe  jusqu'à  un 
certain  point  sur  les  spectres,  je  Taccorde;  mais  il 
n'est  pas  vraisemblable  que  toutes  les  raies  du  spectre 
solaire^  excepté  les  quelques  raies  dites  caractéristiques, 
doivent  leur  existence  à  cette  cause.  N'y  a-t-il  pas, 
d'ailleurs,  un  motif  plausible  pour  écarter  cette  hypo- 
thèse? N'est-il  pas  vrai  que  les  spectres  des  étoiles  qu'on 
a  observées  ,  présentent  relativement  et  généralement 
peu  de  raies?  cependant,  si  la  cause  de  la  plus  grande 
partie  des  raies  solaires  était  dans  notre  atmosphère,  ne 
devrait' elle  pas  en  donner  un  grand  nombre  dans  les 
spectres  stellaires  ? 

On  allègue  que,  quand  le  soleil  est  à  l'horizon^  cer- 
taines raies  de  son  spectre  paraissent  plus  larges,  plus 
nettes;  et  l'on  attribue  cette  difTérence  à  ce  que,  dans 
cette  position,  les  rayons  solaires  ont  à  traverser  une 
plus  grande  étendue  d'atmosphère  terrestre  ;  mais  ce 
fait  ne  peut  suflye  pour  faire  attribuer  la  plupart  des 
autres  raies  à  l'influence  de  notre  atmosphère. 

On  objecte  que,  dans  une  écUpse  de  soleil,  le  spectre 
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donné  par  les  rayons  émanés  du  bord  de  Tastre,  où  l'at- 
mosphère solaire  devait  offrir  plus  d'épaisseur  à  l'obser- 
vation, n'a  pas  présenté  plus  de  raies  ni  des  raies  plus 
intenses,  que  les  spectres  obtenus  par  l'observation  du 
disque  solaire;  mais  celte  remarque,  juste  ou  non,  s'ap- 
pliquant  à  i'intensité  des  raies  dites  caractéristiques, 
comme  à  l'intensité  des  antres  raies,  on  ne  peut  pas  y 
attacher  une  grande  iniportance.  D'ailleurs,  d'après  les 
discussions  que  j'ai  présentées  précédemment,  soit  dans 
cette  œuvre,  soit  dans  mon  livre  sur  le  Soleil,  au  sujet 
de  la  constitution  de  cet  astre  et  de  son  atmosphère, 
c'est  sans  doute  dans  une  couche  peu  épaisse  de  cette 
atmosphère  que  résident  surtout  les  corps  qui  donnent 
des  raies  spectrales;  il  n'est  donc  pas  étonnant  que  les 
spectres  du  centre  et  celui  des  bords  ne  diffèrent  pas 
sensiblement. 

A  vrai  dire,  aucune  raie  au  spectre  solaire  n'est  inva- 
riable. Il  en  est  qui  présentent  plus  de  fixité  que  les 
autres;  mais  aucune  n'est  absolument  immuable,  sans 
excepter  même  celles  qu'on  dit  caractéristiques,  dont 
on  attribue  la  cause  à  des  substances  connues;  car  sans 
doute  le  soleil  lui-même  change  d'état,  et  son  atmos- 
phère, comme  l'atmosphère  de  la  terre,  est  plus  ou 
moins  sujette  à  des  variations.  Que  telles  raies  aient 
plus  de  constance,  de  persistance  de  lieu,  de  dispo- 
sition, d'intensité,  je  ne  le  nie  pas;  mais  cela  ne  prouve 
pas  qu'aucune  des  autres  ne  puisvse  être  due  à  quelque 
substance  inconnue  existant  dans  le  soleil,  li  y  a  d'ail- 
leurs  dans  le  spectre  de  cet  astre  des  raies  qui,  sans 
pouvoir  être  attribuée  à  telle  substai^e ,  ont,  si  je  ne 
me  trompe,  autant  de  fixité  que  celles  dont  on  croit  pou- 
voir préciser  la  cause  substantielle. 
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Nous  avons  vu  que,  suivant  M.  Rayet,  on  aperçoit  six 
raies  dans  le  spectre  des  protubéra'nces  solaires  ;  que  de 
ces  six  raies,  quatre  appartiennent  à  l'hydrogène  ,  et 
les  deux  autres  indiquent  la  présence  d'un  ou  plusieurs 
corps  inconnus.  Nous  avons  vu  aussi  que,  d'après  des 
observations  du  P.  Secchi ,  Talmosphère  solaire  est  une 
atmosphère  très-composée  ,  dont  il  n'a  pu  reconnaître 
toutes  les  substances.  II  a  nié  notamment  que  les  deux 
raies  b  soient  celles  du  magnésium.  Il  a  assuré  que  dans 
l'atmosphère  du  soleil  il  existe  des  éléments  qui  donnent 
des  raies  brillantes  autres  que  celles  de  l'hydrogène  et 
qu'il  n^a  pu  attribuer  à  des  substances  connues. 

Ce  ne  sont  pas  seulement  les  spectres  du  soleil  qui 
tendent  à  contrarier  l'opinion  que  les  astres  ne  con- 
tiennent que  des  corps  terrestres.  Il  paraît  bien  que  les 
atmosphères  de  Jupiter  et  Saturne  donnent  des  raies 
qu'on  ne  saurait  rapporter  à  aucune  substance  déter- 
minée. 

Les  météorites ,  les  pierres  tombées  du  ciel  sur  la 
terre  ne  sont,  assure-t-on,  composées  que  d'éléments 
connus ,  signalés  par  les  analyses  qu'on  a  faites  de  ces 
corps  ;  mais  cela  ne  prouve  *  point  l'universalité  des 
substances  terrestres. 

Quelle  est  l'origine  de  ces  pierres  ?  Nous  viennent- 
elles  de  la  lune?  Faut-il  les  considérer  comme  de  très- 
petites  planètes  ou  des  débris  de  planètes?  Récemment, 
M.  Stanislas  Meunier,  dans  le  Cosmos ,  a  présenté  une 
hypothèse  ingénieuse  qui  me  paraîî  acceptable.  Il  pense 
que  ces  corps  ne  sont  autre  chose  que  des  fragments 
de  quelque  astre  qui,  il  y  a  bien  longtemps^  s'est  peu  à 
peu  desséché^  fendillé,  puis  s'est  démoli  par  suite  de 
son  dessèchement  même  et  des  fentes  opérées  dans  cet 
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astre  et  agrandies  de  plus  en  plus.  Dans  cette  hypo- 
thèse ,  on  pourrait  s'attendre  à  voir  tomber  sur  notre 
globe  des  débris  très-divers  quant  à  leur  composition^ 
car  sans  doute  le  centre  de  Taslre  n'était  pas  substan- 
tiellement semblable  aux  couches  superficielles.  On  pour- 
rait supposer  que  cet  astre  s'était  formé  peu  loin  de  la 
terre,  que  même  il  en  était  un  satellite,  et  que  sa 
destruction  a  précédé  de  beaucoup  les  temps  historiques. 
Les  météorites  qu'on  a  analysées  ne  contenaient  pas 
d'oxygène  ;  elles  auraient  cela  de  commun  avec  les 
roches  ignées  de  la  terre. 

Dernièrement  M.  Respighi^  astronome  de  Rome,  dans 
une  lettre  adressée  aux  Manhs  et  que  cette  revue  a 
insérée  dans  son  numéro  du  30  décembre  1869,  dit  que 
des  observations  qu'il  a  faites  sur  le  soleil ,  il  lui  paraît 
qu'on  peut  conclure  qu'il  se  produit  des  éruptions  à  la 
surface  de  cet  astre;  que  ces  éruptions  changent  conti- 
nuellement de  forme,  quoiqu'elles  puissent  rester  en  acti- 
vité pendant  plusieurs  jours  ;  que  dans  le  voisinage  des 
pôle$  du  soleil  ces  éruptions  n'ont  pas  lieu  ou  du  moins 
ont  des  proportions  très-limitées  ;  que  les  protubérances 
ont  une  étroite  relation  avec  les  fdcules  et  probablement 
avec  les  taches  ;  que-  les  voiles  obscurs  ou  les  faibles 
pénombres  qui  apparaissent  çà  et  là  sur  la  surface  du 
soleil  ont  probablement  pour  cause  l'absorption  pro- 
duite par  la  matière  diffuse  de  ces  jets. 

La  hauteur  énorme  à  laquelle  ces  jets  peuvent  s'éle- 
ver en  très-peu  de  temps,  lui  semble  prouver  la  faible 
résistance  qui  leur  est  opposée  par  l'atmosphère  solaire. 
Les  transformations  ou  diffusions  rapides  de  ces  jets, 
surtout  dans  les  hautes  régions ,  et  la  suspension  ou  la 
lenteur  de  la  descente  des  matières  vomies  ne  lui  pa- 
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raissent  pas  pouvoir  s'expliquer  par  la  seule  gravité  du  so- 
leil combinée  avec  Taction  des  courants  que  Ton  suppose 
exister  dans  l'atmosphère  solaire  ;  il  croit  donc  qu'il 
faut  avoir  recours  à  une  force  répulsive  entre  les  parti- 
cules des  matières  vomies ,  et  la  matière  même  de  la 
surface  du  soleil,  comme  il  arriverait,  par  exemple,  si 
la  surface  solaire  se  trouvant  dans  un  état  électrique, 
les  matières  vomies  prenaient,  en  s'élevant,  le  même 
état. 

La  forme  nette,  bien  définie  et  persistante  pendant 
quelque  temps ,  que  Ton  aperçoit  à  la  base  de  ces  jets 
et  au  point  où  ils  s'élancent  de  la  surface  solaire,  ne  lui 
paraît  pas  pouvoir  s'expliquer  sans  admettre  dans  le 
corps  du,  soleil  une  croûte  très-résistante. 

Bien  que  M.  Respighi  évite  de  se  prononcer  définiti- 
vement sur  la  constitution  du  soleil ,  et  qu'il  n'émette 
ces  idées  que  sous  la  réserve  des  observations  nouvelles 
auxquelles  il  compte  se  livrer ,  je  ne  saurais  dédaigner 
l'appui  que,  sous  divers  rapports  essentiels,  cette  lettre 
apporte  à  la  théorie  que  j'ai  émise.  t 


NOTES 


Des  fmréem  molëculalres  et  de  leur  influence 
dans  les  mouirenients  des  corps 

Déjà,  dans  un  1i^  re  et  une  note  cités  dans  l'ouvrage  qui  pré« 
cède,  j*ai  montré  que  les  phénomènes  généraux  de  la  physique 
ne  pouvaient  s'expliquer  que  dans  Thypothèse  de  deux  forces 
antagonistes  tendant  Tune  à  rapprocher  les  molécules  les  unes 
des  autres ,  et  Tautre  ayant  une  tendance  contraire  ;  j'ai  montré 
qu'il  faut  supposer  que  les  molécules  s'attirent  mutuellement  et 
qu'entre  elles  se  trouve  un  fluide  dont  les  particules  extrême- 
ment ténues  se  repoussent  réciproquement  ;  que  plus  les  molé- 
cules sont  rapprochées  «  plus  elles  s'attirent,  et  que,  plus  les 
particules  du  fluide  sont  rapprochées,  plus  elles  se  repoussent. 
Quant  aux  divers  degrés  d'attraction  et  de  répulsion ,  exercées 
suivant  les  distances,  je  n'ai  pu  et  ne  pourrais  encore  rien  pré- 
ciser sous  ce  rapport. 

Dans  la  présente  note,  je  vais  principalement ,  et  sous  certains 
rapports,  rechercher  quelle  est  l'influence  que  peuvent  avoir  ces 
forces  dans  les  mouvements  des  corps,  notamment  lorsqu'ils  sont 
soumis  à  une  autre  force  appliquée  à  un  de  leurs  points  matériels. 
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Tâchons  d'abord  de  reconnaître  si,  dans  Thypothèse  d*an  corps 
en  repos,  dont  toutes  les  parties  seraient  en  équilibre ,  les  forces 
moléculaires  sont  telles  quelles  puissent  être  également  distri- 
buées dans  toutes  les  parties  de  ce  corps. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  ne  soit  composé  que  de  deux 
molécules  a,  6,  semblables,  s*attirant  ainsi  également,  et  qu*entre 
elles  il  y  ait  une  certaine  quantité  de  particules  d*éther  sem- 
blables telles  que,  par  leur  action  ,  elles  contrebalancent  exacte- 
ment Tattraction  mutuelle  de  ces  doux  molécules,  de  sorte  que 
celles-ci  soient  en  parfait  équilibre  et  restent  immobiles  tant 
qu'une  autre  force  ne  viendra  pas  agir  sur  elles  ou  sur  l'une 
d  elles.  Dans  cette  hypothèse ,  les  particules  de  Téther  placées 
entre  les  molécules  du  corps  devront  être  symétriquement  pla- 
cées, distribuées  relativement  à  ces  mêmes  molécules. 

Si,  au  lieu  de  deux  molécules,  il  y  en  a  trois,  a,  6,  c,  placées, 
dans  Tordre  de  ces  lettres ,  sur  une  même  ligne  droite,  à  égale 
distance  entre  elles,  et  qu'elles  soient  en  équilibre;  en  repos, 
Téther  placé  entre  deux  d'entre  elles,  a  et  6,  devra  être  dans  les 
mêmes  conditions  de  quantité  et  de  distribution  que  celui  placé 
entre  b  et  t:. 

Soient  maintenant  quatre  molécules  semblables ,  a^  b  ^  c,  d, 
situées  dans  cet  ordre  et  à  égale  distance,  sur  une  même  ligne. 
Si  elles  sont  en  parfait  équilibre,  l'éther  placé  entre  deux,  a  et  6, 
sera  dans  les  mêmes  conditions  de  quantité  et  de  distribution 
que  celui  résidant  entre  c  et  ci;  mais  entre  6  et  c  quelle  sera  la 
quantité  et  la  distribution  du  fluide?  seront-elles  exactement  les 
mêmes  que  celles  du  fluide  existant  entre  a  et  6 ,  c  et  d  ?  Il  est 
plausible  que,  sous  ces  rapports,  il  y  aura  quelque  difl'érenre  ; 
car,  dans  l'équilibre,  la  quantité  et  la  distribution  du  fluide 
intermoléculaire  doivent  être  subordonnées  à  la  disposition  rela- 
tive des  molécules  du  corps;  or,  dans  a,  6,  c,  d,  6  et  c  qui 
forment  le  milieu  ne  sont  pas  disposées  relativement  aux  autres, 
absolument  comme  a  et  6,  c  et  d;  a ,  l'une  des  molécules 
extrêmes  n'est  attirée  que  d'un  côté  et  elle  l'est  plus  ou  moins  par 
trois  molécules  6,  c.  d;  de  même  d  ,  l'autre  molécule  extrême, 
n'est  attirée  que  d'un  côté^et  l'est  par  les  trois  c^  b^  a  k  divers 
degrés,  tandis  que  b  est  attirée  d'un  côté  par  deux  molécules 
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c  et  cf,  et  de  l'autre  par  une  seule  a  ;  et  il  en  est  ainsi  de  c,  à 
regard  de  a  et  6  d*une  part,  et  de  d  de  l'autre  part. 

Si  donc  les  molécules  a,  h,  c,  d  sont  réellement  semblables,  pla- 
cées sur  une  même  ligne,  à  égale  distance  entre  elles,  pour  qu'elles 
pussent  être  en  équilibre,  il  faudrait  que  le  fluide,  résidant  entre 
b  et  r,  fût  dans  des  conditions,  soit  de  quantité,  soit  de  distribu- 
tion, autres  que  les  conditions  dans  lesquelles  se  trouverait  le 
fluide  situé  entre  ks  molécules  a  et  b^  c  et  d.  Cela  est  vrai, 
quelles  que  soient  les  lois  que  suivent  les  forces  moléculaires 
dans  leurs  actions,  quels  que  soient  les  degrés  de  leurs  actions 
selon  la  variation  des  distances  où  elles  s'exercent.  Et  l'on  voit 
aussi  que  si  les  mo  écules  d'un  corps  de  forme  quelconque, 
régulière  ou  non,  pouvaient  être  en  parfait  repos,  en  complété  qui- 
libre  entre  elles  par  Texacte  pondération  de  leur  force  d'attrac- 
tion ou  de  cohésion,  vi  des  fontes  répulsives  de  l'éther  intermé- 
diaire, ou  bien  les  molécules  contiguës  considérées  deux  à  deux 
ne  seraient  pas  également  espacées,  ou  bien  le  fluide  placé  entre 
elles  varieraient  en  quantité  ou  distribution  entre  les  molécules 
contiguës  considérées  aussi  deux  à  deux.  Mais  sans  doute  ces 
différences,  ces  variations  sont  extrêmement  petites. 

AU  reste,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  si  un  corps  est  formé  de 
plus  d*un  rang  de  molécules,  et  tous  ceux  que  nous  percevons 
sont  en  ce  cds,  il  est  impossible ,  géométriquement,  que  la  dis- 
tance existant  entre  deux  molécules  contiguës  dans  ce  corps, 
soit  partout  exactement  la  même. 

Considérons  une  série  de  moléculesa,  6,  c,  d^e^f^g^h,..,  placées 
sur  une  même  ligne  droite  à  distance  égale  ou  à  très  peu  près  égale 
les  unes  des  autres.  Si  a,  la  première  de  ces  molécules  est  soumise 
à  une  force  P  qui  tende  à  l'éloigner  ou  à  la  rapprocher  des  autres 
dans  la  direction  même  de  la  série,  toutes  les  moléculesdela  série 
seront  mises  en  mouvement,  mais  avec  des  vitesses  qui  ne  seront 
pas  exactement  égales  ;  ces  vitesses  iront  en  décroissant  à  partir  de 
a  et  varieront  en  raison  du  rapport  existant  entre  les  forces  d'at- 
traction ou  de  cohésion  et  les  forces  répulsives  intermoléculaires. 
Il  pourra  se  faire  que  toutes  les  molécules  prennent  une  vitesse  à 
très-peu  près  égale,  ou  que  leurs  difl'érences  soient  relativement 
grandes  et  même  très-sensibles.  Les  corps  durs ,  éminemment 
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élastiques,  sont  dans  le  premier  cas.  Dans  l*un  et  l'autre  cas, 
plus  il  y  aura  de  molécules,  moins  sera  grande  la  vitesse  qui  leur 
sera  communiquée  par  une  môme  force  P.  On  le  conçoit  aisé- 
ment. Si,  par  exemple ,  la  première  molécule  a  est  soumise  à 
une  force  qui  tende  à  l'éloigner  des  autres  6,  c,  d...  a  spra 
retardée  par  Tattraction  de  6,  b  le  sera  par  l'attraction  de  c,  et 
ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  plus  il  y  aura  de  molécules 
dans  la  série,  plus  chaque  molécule  sera  retardée  dans  le  mou- 
vement qj*elle  prendra  par  suite  de  Faction  directe  de  P  sur  a. 
D'ailleurs,  une  molécule  quelconque  n'est  pas  attirée  seulement 
par  la  molécule  ou  les  molécules  qui  lui  sont  contiguës,  elle 
l'est  aussi  quelque  peu  par  les  molécules  suivantes:  a,  dans 
l'espèce,  sera  donc  retardée  jusqu'à  un  certain  point  par  l'at- 
traction directe  de  b,  c,  d,  etc.  —  Si  la  force  P  (end  au  contraire 
à  rapprocher  a  de  6,  et  par  suite  à  presser  la  série,  à  la  pousser 
dans  le  sens  de  a  en  6,  a  sera  retardée  par  l'effet  de  sa  propre 
attraction  sur  b ,  qui  tend  à  empêcher  cette  dernière  molé- 
cule de  suivre  l'impulsion  de  a,  et  par  la  répulsion  de  l'éther 
comprimé  entre  a  et  6.  De  même  b  sera  retardée  par  l'effet 
de  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  c,  et  par  le  fluide  intermolécu- 
laire de  b  en  c  ;  et  ainsi  de  suite.  La  résistance  à  la  forc#P 
augmentera  donc  avec  le  nombre  des  molécules  de  la  série. 

D'après  cela,  en  considérant  la  liaison  existante  entre  toutes 
les  molécules  d'un  môme  corps,  on  conçoit  qu'en  général  Teffet 
d'une  force  sur  un  corps  puisse  être  en  raison  inverse  de  sa 
masse  ;  mais  cela  ne  peut  être  regardé  comme  une  loi  absolue. 

Soient  encore  a,  6,  c,  c/,  e,  /*,  g^h...  des  molécules  placées  sur 
une  même  ligne  droite,  à  égale  distance  les  unes  des  autres  et 
liées  entre  elles  par  la  cohésion.  Si  la  première  a  est  soumise  à 
une  force  P  dirigée  normalement  à  la  ligne  des  molécules  et  que 
par  suite,  en  un  instant,  a  vienne  en  un  point  K,  son  attraction  et 
son  mouvement  vers  K  feront  marcher  parallèlement  k  ce  mou- 
vement ou  à  peu  près  la  molécule  suivante  6,  mais  celle-ci 
viendra  à  un  point  qui  sera  moins  éloigné  de  la  ligne  primitive 
a,  6,  c,  dy  etc.,  que  le  point  K  où  la  molécule  a  sera  portée  elle- 
même  par  la  force  P.  I>e  même  la  molécule  c  marchera  moins  que 
6,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  la  série  des  molécules  ne  sera  pas 
déplacée  parallèlement  à  elle-même,  mais  obliquement. 
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Il  est  d'ailleurs  plausible  que  ce  déplacement  de  la  série  ne  se 
fera  pas  suivant  une  ligne  exactement  droite.  Pour  le  voir,  il 
suffit  de  considérer  que  les  molécules  de  la  série  ne  sont  pas 
absolument  dans  les  mêmes  conditions  les  unes  à  l'égard  des 
autres,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  plus  haut. 

Par  la  môme  considération,  si  la  série  est  tirée  normalement  à 
chacune  de  ses  extrémités  par  une  force  P,  les  actions  de  ces 
forces  feront  fléchir  la  ligne  à  son  milieu,  mais  sans  doute  la 
déformation  ainsi  produite  ne  sera  pas  exactement  semblable 
à  celle  qui  se  produirait  si  une  seule  force  égale  à  2P  était  ap- 
pliquée au  milieu  de  la  série» 

J'ai  supposé  que  les  forces  appliquées  l'étaient  normalement  à 
la  direction  de  la  série,  mais  on  devrait  arriver  à  des  conclusions 
analogues  dans  les  cas  où  les  forces  seraient  appliquées  oblique- 
ment à  cette  direction. 

Si  des  forces  appliquées  à  une  série  étaient  inégales,  ou  non 
parallèles,  la  déformation  varierait  suivant  les  cas,  et  elle  ne 
serait  pas  symétrique,  excepté  dans  le  cas  où  les  forces  seraient 
égales,  et  symétriquement  placées  et  dirigées  par  rapporta  la  série. 

Ce  que  je  viens  de  dire  pour  la  série  de  molécules  que  j'ai  sup- 
posée, montre,  jusqu'à  un  certain  point,  comment  se  comporte- 
rait une  barre  composée  de  plusieurs  séries  semblables,  parallè- 
lement et  régulièrement  superposées,  lorsqu'elle  serait  soumise  à 
l'action  d'une  ou  plusieurs  forces;  car,  à  cause  de  la  cohésion 
existante  entre  toutes  ses  molécules,  des  forces  qui  seraient  appli-- 
quées  à  des  molécules  de  cette  barre,  devraient  déterminer  dans 
la  barre  entière  des  mouvements  analogues,  à  peu  près  sembla- 
bles à  ceux  qu'elles  produiraient  dans  les  séries  où  elles  seraient 
appliquées. 

Inutile  d'ajouter  que  s»  le  corps  était  de  forme  irrégulière  o^ 
composé  demolécules  irrégulièrement  disposées  entre  elles,  et  c'est 
sans  doute  ce  qui  a  lieu,  généralement  du  moins,  la  déformation 
produite  par  l'application  d'une  ou  plusieurs  forces  varierait  sui- 
vant les  cas  et  ne  serait  pas  symétrique,  hors  le  cas  où  le  corps, 
sans  être  régulier,  offrirait  des  points  symétriquement  placés, 
auxquels  seraient  appliquées  des  forces  égales  symétriquement 
dirigées. 

30 
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II 


De  1»  thëorle  relatiire  aux  couples,  d*Àprès 

Caucliy. 

Cette  théorie  se  trouve  exposée  dans  l'ouvrage  de  M.  l*abbé 
Moigno,  intitulé  :  Leçons  de  Mécanique  analytique.  Je  vais  la 
reproduire  avec  les  développements  qui  me  paraissent  nécessaires 
à  sa  complète  intelligence. 

«  Si  d'un  point  0  [fig.  88)  pris  dans  l'espace,  à  volonté ,  on 
abaisse  la  perpendiculaire  OE  sur  la  direction  d'une  force  don- 
née AB  =  P,  le  produit  de  cette  perpendiculaire  par  la  force 
elle-même,  représentera  le  double  de  la  surfacedu  triangle  AOB, 
qui  a  pour  base  la  force  AB,  et  pour  sommet  le  point  O.  Ce 
même  produit  équivalent,  comme  on  vient  de  le  dire,  au  double 
de  la  surface  OAB,  est  ce  qu'on  appelle  le  moment  de  la  force  P 
par  rapport  au  point  0.  De  plus,  le  plan  du  triangle  OAB,  ou, 
en  d'autres  termes ,  le  plan  qui  passe  par  le  point  0  et  par  la 
force  AB  est  ce  qu'on  nomme  le  plan  du  moment.  Cela  posé,  il 
est  clair  que  le  moment  d'une  force  AB  reste  le  même,  lorsque, 
sans  changer  l'intensité  et  la  direction  de  la  force,  on  déplace  le 
point  d'application  A,  de  manière  à  le  transporter  en  un  autre 
point  A'  (fig.  89)  de  la  direction  dont  il  s'agit.  En  effet,  si  sur  la 
droite  AB  prolongée  on  prend  A'B'  =  AB,  les  deux  triangles 
OAB,  OA'B',  ayant  même  base  et  même  hauteur»  auront  évi- 
demment des  surfaces  égales. 

>  Le  moment  d'une  force  n'étant  autre  chose  que  le  produit 
de  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  donné 
mr  sa  direction,  le  point  à  partir  duquel  «on  abaisse  la  perpendicu- 
laire s'appelle  l'origine  ou  le  centre  des  moments.  Le  plussouventon 
place  le  centre  des  moments  à  l'origine  même  des  coordonnées. 
La  droite  OA  menée  du  centre  des  moments  au  point  d'applica- 
tion de  la  force  sera  désignée  sous  le  nom  de  rayon  vecteur.  Ce 
rayon  vecteur  est  l'un  des  côtés  du  triangle  OAB  dont  la  sur- 
face  doublée  équivaut  au  moment  de  la  force  AB  ;  d'où  il  est 
aisé  de  conclure  que  Ion  obtiendra  encore  un  produit  égal  à  ce 
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moment,  si  Ton  multiplie  le  rayon  vecteur  OA  par  la  perpendi- 
culaire BC  (fig.  90)  abaissée  du  point  B  sur  le  rayon  vecteur, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  projection  AB'  de  la  force  AB 
sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 

>  Si  l'on  projette  sur  un  plan  quelconque  le  centre  des  mo- 
ments et  la  force  AB,  on  obtiendra  en  même  temps,  pour  pro- 
jection du  triangle  OAB,  un  nouveau  triangle  qui  aura  pour 
sommet  la  projection  du  point  0,  et  pour  base  la  projection  de 
la  force  AB.  Ce  nouveau  triangle  sera  donc  celui  dont  la  surface 
doublée  mesure  le  moment  de  la  force  projetée  par  rapport  k  la 
projection  du  centre  des  moments.  Ainsi  le  moment  de  la  pro- 
jection d'une  force  sur  un  plan  quelconque  est  égal  à  la  pro- 
jection sur  ce  même  plan  d'une  surface  équivalente  au  moment 
de  la  force  donnée  et  comprise  dans  le  plan  du  moment.  C'est 
ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  le  moment  de  la  projeciion 
d'une  force  ne  diffère  pas  de  la  projeciion  de  son  moment. 

»  Le  plan  du  moment  d'une  force  AB  =  P  peut  tourner  dans 
deux  sens  différents  autour  du  centre  des  moments.  Si  l'on  vient 
à  fixer  ce  même  centre,  et  que  le  rayon  vecteur  se  change  en 
une  droite  rigide ,  la  force  appliquée  à  l'extrémité  mobile  de 
cette  droite  tendra  évidemment  à  imprimer  au  plan  du  moment 
un  seul  des  deux  mouvements  de  rotation  qu'il  peut  recevoir. 
Supposons  que  ce  mouvement  ait  lieu,  et  que  l'on  ait  élevé  par 
le  centre  des  moments  un  demi-axe  perpendiculaire  au  plan. 
Un  spectateur ,  qui  aurait  les  pieds  posés  sur  ce  plan  et  qui 
serait  appuyé  contre  le  demi-axe,  verrait  les  différents  points 
du  plan  se  mouvoir  en  passant  devant  lui,  de  sa  droite  à  sa 
gauche  ou  de  sa  gauche  à  sa  droite.  On  doit  observer' au  reste 
que,  si  par  le  centre  des  moments  on  élevait  à  la  fois  deux  demi- 
axes  perpendiculaires  au  plan  du  moment,  le  même  mouvement 
de  rotation  paraîtrait  s'effectuer  autour  de  l'un  de  ces  demi- 
axes  de  droite  à  gauche,  et  autour  de  l'autre  de  gauche  à 
droite.  Revenons  maintenant  au  cas  où  l'wi  trace  un  seul  demi- 
axe,  et  supposons  que  ce  soit  précisément  celui  autour  duquel 
le  mouvement  de  rotation  s'effectue  de  droite  à  gauche.  Si,  à 
partir  du  centre  des  moments ,  on  porte  sur  le  demi-axe  une 
longueur  numériquement  égale  au  moment  de  la  force  P,  on 
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obtiendra  ce  que  nous  appellerons  le  momeni  linéaire  de  cette 
force,  La  direction  de  ce  nfioment  linéaire  sera  celle  du  demi- 
axe  sur  lequel  il  se  compte,  et  son  intensité  aura  pour  mesure  le 
moment  même  de  la  force  P. 

»  Concevons  à  présent  que  dans  le  plan  du  moment  de  la 
force  P  ou  AB  (fig.  91]  on  fasse  varier  cette  force  en  grandeur 
et  en  direction  ,  de  sorte  qu'elle  se  change  en  une  nouvelle 
force  P'  ou  AB'  toujours  appliquée  au  point  A,  et  propre  à  faire 
tourner  le  plan  dans  le  même  sens  que  la  première  autour  du 
centre  des  moments.  Les  moments  linéaires  des  deux  forces  P  et 
P'  devront  être  portés  sur  le  même  demi-axe  ;  et  si  Ton  projette 
ces  deux  forces  AB,  AB'  sur  un  plan  mené  par  le  point  A  per- 
pendiculairement au  rayon  vecteur ,  les  projections  Ai] ,  AC 
auront  encore  la  même  direction.  Imaginons  ensuite  que  le 
plan  du  moment  de  la  force  P'  vienne  à  se  détacher  du  plan  du 
moment  de  la  force  P  en  tournant  d'une  certaine  quantité  autour 
du  rayon  vecteur  (fîg.  92).  Pendant  ce  mouvement,  deux  demi- 
axes  perpendiculaires  au  rayon  vecteur  aboutissant  à  deux  points 
différents  de  ce  rayon ,  et  assujettis  à  tourner  autour  de  ces 
points  avec  le  plan  du  moment  de  la  force  P*,  décriront  évidem- 
ment des  angles  égaux.  Or,  comme  on  peut  supposer  que  ces 
deux  demi-axes  coïncident ,  le  premier  avec  la  projection  AC 
de  la  force  P'  sur  le  plan  mené  par  le  point  A  perpendiculaire- 
ment au  rayon  vecteur,  le  second  avec  le  demi-axe  OL*  mené 
par  le  point  (),  et  sur  lequel  on  compte  le  moment  linéaire  de 
la  même  force ,  nous  devons  conclure  qu'après  l'arrivée  de  la 
force  P'  dans  sa  nouvelle  position  ,  les  moments  linéaires  OL, 
OL'  des  forces  P,  P'  comprendront  entre  eux  le  même  angle 
que  les  projections  AC,  AC  de  ces  forces  sur  le  plan  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur.  11  est  d'ailleurs  essentiel  d'observer 
qu'il  suffit  de  choisir  convenablement  l'intensité  de  la  force  P', 
sa  direction  par  rapport  au  rayon  vecteur  dans  le  plan ,  et  la 
quantité  dont  on  fait  y)urner  ce  même  plan  ,  pour  que  cette 
force,  parvenue  dans  sa  nouvelle  position  coïncide  avec  une  forcé 
quelconque  menée  par  le  point  A.  On  peut  donc  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

>  Si  deux  forces  quelconques ,  appliquées  au  point  A,  sont  pro- 


—  469  - 

jetées  sur  un  plan  perpendiculaire  an  rayon  vecteur  ^  qui  joint  le 
point  A  avec  le  centre  de^  moments,  les  projections  formeront  entre 
elles  le  même  angle  que  les  moments  linéaires  des  forces  données. 

»  Considérons  maintenant  avec  deux  forces  P,  P\  simultané- 
ment appliquées  au  point  A  (Hg.  93),  la  résultante  de  ces  deux 
forces.  Soient  0,  le  point  pris  pour  origine  des  moments,  OA  le 
rayon  vecteur  ;  et  supposons  que  Ton  construise  tout  à  la  fois  les 
moments  linéaires  des  forces  P.  P\  R,  avec  les  [uojections  de  ces 
forces  sur  le  plan  mené  par  le  point  A  perpendiculairement  au 
rayon  vecteur.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire ,  les  moments 
linéaires  formeront  entre  eux  les  mêmes  angles  que  les  pro- 
jections des  forces  correspondantes;  et,  de  plus,  ces  moments 
seront,  en  vertu  de  la  déOnition  môme,  respectivement  égaux 
aux  produits  qu*on  obtient  en  multipliant  le  rayon  vecteur  par 
les  projections  dont  11  s'agit.  Cela  posé  ,  concevons  :  i^  que  les 
droites  AB,  AC,  AD  représentent  en  grandeur  et  en  direction 
les  projections  des  forces  P,  P',  R  ;  2°  que  les  droites  Oïï,  OF, 
OG  représentent  en  grandeur  et  en  direction  leurs  moments 
linéaires.  Ces  trois  dernières  droites  seront  proportionnelles  aux 
trois  premières  puisque  l'on  a 

OE  =  OA  X  AB,  OF  =r  OA  X  AC,  OG  =  OA  X  AD  ; 

et ,  prises  deux  à  deux ,  elles  formeront  entre  elles  les  mômes 
angles.  Par  suite  les  dbux  figures  ABCD  ,  OEFG  seront  des 
figures  semblables.  Or  la  force  projetée  AD  étant  la  résultante 
des  forces  projetées  AB,  AC,  puisque  la  projection  de  la  résul- 
tante est  aussi  la  résultante  des  projections,  la  fîgure  ABCD  est 
nécessairement  un  parallélogramme,  donc  la  ligure  OEFG  en 
sera  un  également.  Donc  le  moment  linéaire  OG  de  la  résultante 
R  sera  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  mo- 
ments linéaires  des  composantes  ;  et  pour  l'obtenir  il  suffira  de 
mener  ,  par  l'extrémité  du  moment  linéaire  de  la  force  P , 
une  droite  égale  et  parallèle  au  moment  de  la  force  P',  puis  de 
joindre  le  centre  des  moments  avec  l'extrémité  de  cette  droite. 
Ainsi  les  moments  linéaires  se  composent  comme  les  forces  elles- 
mêmes  et  à  l'aide  de  la  môme  construction.  Cette  remarque  ne 
se  borne  pas  au  cas  où  l'on  considère  deux  composantes,  elle 
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s'étend  à  un  nombre  de  forces  quelconques  P,  P',  P**...  ;  car  il 
est  clair  qu'en  répétant  plusieurs  fois  de  suite  la  construction 
indiquée,  d'une  part  sur  les  forces  combinées  deux  à  deux,  de 
l'autre  sur  les  moments  linéaires  correspondants,  on  obtiendra 
par  le  même  procédé  :  i'*  la  résultante  de  toutes  ces  forces; 
2^  le  moment  linéaire  de  cette  résultante.  Enfin  la  remarque 
subsiste,  quelles  que  soient  les  directions  des  forces  données,  et 
celles  de  leurs  moments  linéaires  respectifs ,  et  par  conséquent 
dans  le  cas  même  ou  quelques-unes  de  ces  directions  viendraient 
à  coïncider. 

>  Pour  indiquer  que  le  moment  linéaire  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces  P,  P',  P'*...,  résulte  de  la  composition  de  leurs 
moments  linéaires,  nous  le  désignerons  désormais  sous  le  nom 
de  moment  linéaire  résultant. 

»  Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  des  moments  de  deux 
forces  coïncide ,  c'est-à-dire  lorsqu'un  seul  plan  renferme  à  la 
fois  le  centre  des  moments  et  les  deux  forces ,  leurs  moments 
linéaires  se  comptent  évidemment  sur  un  seul  axe  perpendicu- 
laire au  plan  dont  il  s'agit.  De  plus,  ils  se  comptent  sur  cet  axe, 
dans  le  même  sens  ou  dans  des  sens  opposés ,  suivant  que  les 
forces  données  tendent  à  faire  tourner  le  plan  qui  les  renferme 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  Si  toutes  les  forces 
P,  P',  P"...,  appliquées  au  point  matériel  A,  se  trouvaient  com- 
prises avec  le  centre  des  moments  dans  un  plan  unique,  tous 
les  moments  linéaires  se  comptant  alors  sur  le  même  axe ,  le 
moment  linéaire  de  la  résultante  serait  égal  à  la  somme  des 
moments  linéaires  des  composantes ,  pris  avec  le  signe  ~f-  ou 
avec  le  signe  — ,  suivant  que  les  forces  correspondantes  ten-. 
draient  à  faire  tourner  le  plan  de  tous  les  moments  dans  le 
même  sens  que  la  résultante  ou  en  sens  inverse. 

»  Revenons  au  cas  où  les  moments  linéaires  des  forces  P,  P'... 
ont  des  directions  quelconques.  Dans  ce  cas,  au  lieu  de  construire 
géométriquement  le  moment  linéaire  de  la  résultante,  on  pour- 
rait déterminer  analytiquement  son  intensité  et  sa  direction.  En 
effet,  soit  R  cette  résultante  et  désignons  par 

p,  p\  f,..,  r 
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les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  moments  sur  les 
directions  des  forces 

P,  P'.  P"....  R, 

leurs  moments  linéaires  seront  représentés  par 

Pp,  Py.  P"//'...,  Rr, 

et  si  Ton  suppose  que  les  directions  de  ces  moments  linéaires 
forment  respectivement,  avec  le  demi-axe  des  x  positives  les  an- 
gles 

avec  le  demi>axe  des  y  positives  les  angles 

avec  le  demi-axe  des  z  positives  les  angles 

V,  v',  v"...,  n, 
les  produits 

Pp  cos  X,  py  cos  V,  P>"  cos  V. . . ,  Rr  cos  /, 
Pp  cos  (JE.,  P'p'cos  (jl',  py  cos  (i."...,  Rr  cos  m, 
Pp  cos  V,  P'p'cos  v',  Fp" cos  v".,.,  Rr  cos  n, 

seront  ce  qu'on  peut  appeler  la  projection  algébrique  des  mo- 
ments linéaires  dont  il  s'agit  sur  les  axes  a;,  t/,  z.  Cela  posé, 
puisque  le  moment  linéaire  Rr  est  à  Tégard  des  autres  ce  qu'est 
la  résultante  R  à  l'égard  des  forces  P,  P',  P"...,  les  relations 
trouvées  entre  les  projections  algébriques  des  forces  P,  P',  P"..., 
R  subsisteront  entre  les  projections  algébriques  des  moments 
linéaires  Pp,  P'p',  P'y...,  \\r.  En  conséquence  la  projection 
algébrique  sur  chaque  axe  du  moment  linéaire  résultant ,  sera 
égale  à  la  somme  des  projections  algébriques  sur  le  môme  axe 
des  moments  linéaires  des  composantes.  On  aura  donc  les  trois 
équations 

Rr  COS  /=  Ppcos  ^  -h  Py  cos>'  -+-  Vpcos  V 

(I)    {  Rrcosm=Ppcos[x-f-P'//cos[J!.'-t-Fp"cos[x" 

Rr  cos  n = Pp  cos  v  -f-  P'p'  cos  v'  -+-  Vp  cos  v" 


•  •  •» 


•  •  •  • 
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Si  à  ces  trois  équations  on  réunit  la  suivante  : 

(2)  C08*  /  -h  C08  "  m  -h  cos  •  n  =  1 

on  obtiendra  quatre  équations  suffisantes  pour  déterminer  les 
valeurs  des  quatre  inconnues  Rr,  1,  m,  n,  c'est-à-dire  la  direc- 
tion et  l*intensité  du  moment  linéaire  résultant ,  toutes  les  fois 
qu'on  connaîtra  en  grandeur  et  en  direction  les  moments  linéairts 
des  forces  P,  P',  P"... 

Les  seconds  membres  des  équations  [\)  étant,  dans  cette  hypo- 
thèse, des  quantités  connues ,  si,  pour  abréger ,  on  les  désigne 
par  Ly  M,  N,  on  aura 

(3)  Rr  cos/  =  L,  Rrcosm  =  M,  Rrcosn=N. 

Or  on  tire  de  ces  dernières  équations,  en  ayant  égard  à  la  for- 
mule (!2) 

RV  =  L*-Myf-hNV 
Donc  par  suite 


(4)  Rr=z^L*-hM*-hN*. 

a  L'intensité  Rr  ou  la  grandeur  du  moment  linéaire  résultant 
étant  ainsi  déterminée,  on  obtiendra  les  angles  /,  m,  yi,  que  sa  di- 
rection forme  avec  les  axes  des  coordonnées  positives,  par  le 
moyen  des  équations 

(5)  cos  /=  -:;;—,  cos  m  ="  -77—,  cosn  =  -^r-  ; 

Rr  Rr  Rr 

ces  angles  seront   aigus  ou  obtus,  suivant  que  les  quantités 
L,  M,  N  seront  positives  ou  négatives. 

»  Les  calculs  qui  précèdent  subsistent  quel  que  soit  le  point  de 
l'espace  qu'on  ait  pris  pour  centre  des  moments.  Dans  le  cas 
particulier  où  ce  centre  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées, 
on  peut  exprimer  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire 
de  chaque  force  au  moyen  de  l'intensité  de  cette  force ,  des 
coordonnées  de  son  point  d'application  et  des  angles  que  fait  sa 
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direction  avec  les  demi-axes  des  coordounées  positives.  On  y 
parviendra  facilement  k  l'aide  des  considérations  suivantes  : 

»  Le  moment  de  la  force  P  appliquée  au  point  A,  savoir  Pp, 
représente,  comme  on  Ta  dit  ci-dessus,  le  double  do  la  surface 
du  triangle  OAB,  qui  a  pour  base  la  force  AR  =  P,  et  pour 
sommet  le  point  0  centre  des  moments,  c'est-à-dire  dans  le  cas 
présent  l'origine  des  coordonnées,  f.a  surface  de  ce  triangle  est 
donc  i/2  Pp.  En  la  multipliant  par  cos  >,  c'est-à-dire  parle 
cosinus  de  l'angle  que  forme  la  direction  du  moment  linéaire 
avec  le  demi-axe  des  x  positives,  on  obtient  la  moitié  de  la  pro- 
jection algébrique  de  ce  moment  linéaire.  Or  le  moment  linéaire 
se  comptant  sur  l'un  des  deux  demi-axes  perpendiculaires  au 
plan  du  moment  Pp,  et  l'axe  des  x  étant  perpendiculaire  au 
plan  des  tjz^  l'angle  >  sera  évidemment  l'un  des  angles  que  le 
plan  des  ^moments  fait  avec  le  plan  des  yz^  angles  qui,  étant 
suppléments  l'un  de  l'autre,  ont,  au  signe  près,  le  même  cosinus. 
D'ailleurs  si  l'on  multiplie  une  surface  plane  par  le  cosinus  de 
l'angle  aigu  compris  entre  le  plan  qui  la  renferme  et  un  autre 
plan  pris  à  volonté ,  on  aura  pour  produit  la  projection  de  la 
surface  plane  sur  ce  dernier  plan.  Donc  le  produit  1/2  Pp  cos  > 
sera  égal,  au  signe  près,  à  la  projecti<m  du  triangle  OAB  sur  le 
plan  des  y*.  Donc  ,  par  suite  ,  la  projection  algébrique  du  mo- 
ment linéaire,  savoir  Ppcos  > ,  sera   égale  ,  au  signe  près ,  au 
double  de  la  surface  du  triangle  projeté,  ou,  en  d'autres  termes, 
au  moment  de  la  force  P,  projetée  elle-même  sur  le  plan  des  yz. 
Ajoutons  que  le  produit  Pp  cos  >  sera  positif  ou  négatif,  suivant 
que  l'angle  >,  formé  par  la  direction  du  moment  linéaire  avec  le 
demi-axe  des  i;  positives,  sera  aigu  ou  obtus,*  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes ,  suivant  que  la  force  P  tendra  à  faire  tourner 
le  plan  de  son  moment  de  droite  à  gaucbe  ou  de  gauche  à 
droite,  autour  du  demi-axe  perpendiculaire  à  ce   plan,  et  qui 
forme  avec  le  demi-axe  des  x  positives  un  angle  aigu.  Or  il  est 
clair  que  la  projection  de  la  force  P  sur  le  plan  des  yz  tendra 
elle-même  à  faire  tourner  ce  dernier  plan  autour  du  demi-axe 
des  x  positives,  de  droite  à  gauche  dans  le  premier,  et  de  gauche 
à  droite  dans  le  second.  On  peut  donc  conclure  que  le  produit 
Pp  cos  >,  c'est-à  dire  la  projection  algébrique  du  moment  linéaire 
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de  la  force  P  sur  Taxe  des  x,  sera  égal  au  moment  de  la  force 
projetée  sur  le  plan  des  yz^  ce  dernier  moment  étant  pris  avec 
le  signe  4-  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  la  force  projetée 
tendra  à  faire  tourner  Je  plan  des  yz  de  droite  à  gauche  ou  de 
gauche  à  droite  autour  du  demi-axe  des  x  positives. 

»  On  prouvera  de  même  que  la  projection  algébrique  du 
moment  linéaire  de  la  force  P  sur  l'axe  des  y  ou  des  z  est  égale 
'au  moment  de  la  force  projetée  sur  celui  des  plans  coordonnés 
auquel  cet  axe  est  perpendiculaire,  le  dernier  moment  étant  pris 
avec  le  signe  4-  ou  avec  le  signe  —  ,  suivant  que  la  force  pro- 
jetée tend  à  faire  tourner  le  plan  dont  il  s*agit  de  droite  à 
gauche  ou  de  gauche  à  droite  autour  du  demi-axe  des  y  ou 
des  z  positives. 

>  Considérons  maintenant  l'angle  solide  triëde  qui  a  pour 
arêtes  les  trois  demi-axes  des  coordonnées  positives  et  conce- 
vons qu'un  rayon  mobile  d'une  longueur  indéfinie ,  mené  par 
l'origine,  fasse  le  tour  de  cet  angle  solide  en.s'appliquant  succes- 
sivement sur  ses  trois  faces.  Son  mouvement  sur  chaque  face 
sera  un  mouvement  de  rotation,  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche 
à  droite,  autour  de  l'arête  perpendiculaire  ë  cette  face.  De  plus, 
il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  mouvements  de  rotation  sur  les 
trois  faces,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  sur  les  trois  plans 
coordonnés,  seront  de  même  espèce.  Par  exemple,  si  la  disposi- 
tion des  demi-axes  des  coordonnées  positives  est  celle  qui  repré- 
sente la  figure  9i,  et  qui  se  trouve  la  plus  usitée,  les  trois  mou- 
vements de  rotation  auront  lieu  de  droite  à  gauche,  autour  de 
ces  trois  demi-axes,  lorsque  le  rayon  mobile  ,  faisant  le  tour  de 
l'angle  solide ,  passera  successivement  de  la  position  OX  ïk  la 
position  OY,  et  de  celle-ci  à  la  position  OZ,  pour  revenir  ensuite 
à  la  position  OX.  Si  le  demi-axe  des  z  positives  se  trouvait 
transporté  de  l'autre  côté  du  plan  des  yZy  alors  les  mouvements 
de  rotation  auraient  lieu  de  droite  à  gauche,  dans  le  cas  où  le 
rayon  mobile  prendrait  successivement  les  trois  positions  OX, 
OZ,  OY  (fig.  95),  pour  revenir  ensuite  directement  de  la  posi- 
tion OY  à  la  position  OX. 

»  Afin  de  bien  distinguer  les  deux  espèces  de  mouvement  que 
peut  prendre  un  rayon  mobile,  assujetti  à  passer  par  Torigine  et 
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à  parcourir  l'une  après  Taatre  les  trois  faces  de  l'angle  solide 
OXYZ,  nous  dirons  que  ce  rayon  mobile  a  dans  chacun  des  trois 
plans  coordonnés  un  mouvement  direct  de  rotation,  s*il  passe 
successivement  de  la  position  OX  à  la  position  OY  et  de  celle-ci 
à  la  position  OZ.  Nous  dirons,  dans  le  cas  contraire,  que  le  rayon 
a  un  mouvement  de  rotation  rétrograde.  Cela  posé ,  si  Ton 
adopte  la  disposition  la  plus  ordinaire  pour  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  les  mouvements  directs  de  rotation  autour 
de  ces  demi-axes  auront  lieu  de  droite  à  gauche  et  les  mouve- 
ments rétrogrades  de  gauche  à  droite ,  c'est-à-dire  que ,  dans 
cette  disposition  ,  le  mouvement  est  direct  lorsqu'il  se  fait  dans 
l'ordre  des  lettres. 

»  La  force  P  pouvant  être  remplacée  par  ses  trois  composantes, 
la  projection  algébrique  de  son  moment  linéaire  sur  l'axe  des  x 
sera  égale  à  la  somme  des  projections  algébriques  sur  le  même 
axe  des  moments  linéaires  de  ces  trois  composantes  ou,  en  d'au- 
tres termes,  à  la  somme  des  moments  des  mêmes  composantes 
projetées  sur  lo  plan  des  yz^  ces  derniers  moments  étant'pris  avec 
le  signe  4~  ^u  avec  le  signe  -;- ,  suivant  qUe  les  forces  proje- 
tées tendront  à  imprimer  au  plan  des  yz  un  mouvement  de  rota- 
tion direct  ou  rétrograde.  Or  les  composantes  de  la  force  l\ 
parallèles  aux  axes  des  x,  t/,  2,  sont  respectivement  égales  aux. 
yalei^rs  numériques  des  trois  produits  P  cos  a,  P  cos  6,  P  cos  7. 
Quand  on  le  projette  sur  le  plan  des  yz^  le  premier  se  réduit 
à  zéro ,  tandis  que  les  deux  autres  conservent  leurs  intensités 
respectives.  De  plus ,  les  projections  des  deux  dernières  compo- 
santes agissent  évidemment  suivant  des  droites  menées  parallèle- 
ment aux  axes  des  y  et  des  z^  par  la  projection  du  point  d'ap- 
plication de  la  force  P.  Soient  x,  y^  z  les  coordonnées  de  ce 
point  dans  l'espace.  La  projection  de  la  composante  parallèle  à 
l'axe  des  z  aura  un  moment  égal  au  produit  de  son  intensité 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  sa  direction , 
c'est-à-dire  par  la  valeur  numérique  de  y.  Ce  moment  sera  donc 
représenté  par  la  valeur  numérique  du  produit  P  cos  7.  j^.  On, 
trouvera  de  même  que  la  projection  de  la  composante  parallèle 
à  l'axe  des  1/  a  un  moment  représenté  par  la  valeur  numérique 
du  produit  P  cos  6.  z.  Ajoutons  jiue,  des  deux  projections  dont 
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il  s'agit,  là  première  tendra  ë  produire  un  mouvement  de  rota- 
tion direct  si  P  cos  7  et  y  sont  de  même  signe ,  c'est-à-dire  si  le 
produit  P  cos  7.  y  est  positif,  la  deuxième  si  P  cos  6  et  s  sont 
de  signes  différent!,  c'est-à-dire  si  le  produit  P  cos  6.  z  est  néga- 
tif.  Les  mouvements  de  rotation  deviendront  rétrogrades  dans 
les  suppositions  contraires.  Par  suite,  pour  obtenir  les  projections 
algébriques  sur  Taxe  des  x  des  moments  linéaires  qui  fournissent 
les  deux  composantes  de  la  force  P  parallèles  aux  axes  des  z  et 
des  1/,  il  faudra  prendre  le  produit  P  ^  cos  6  avec  le  signe  -j-  et 
le  produit  Pi  cos  6  avec  le  signe  —  .  La  somme  des  deux 
résultats,  savoir  {y  cos  7  —  x  cos  6],  devant  être  équivalente  à  la 
projection  algébrique  sur  l'axe  des  x  du  moment  linéaire  de  la 
force  P,  on  aura  nécessairement 

P/}  cos  >.  =  P  (y  cos  Y  —  5  cos  é  ). 

On  trouverait  de  même  en  projetant  les  moments  linéaires  de  la 
force  P  et  de  ses  composantes  sur  les  axes  des  y  et  des  z 

Pp  cos  (^  =  («  cos  a  —  œ  cos  y  ),  Pp  cos  v 
=  P  ^^x  cos  6  —  y  cos  a) . 

11  est  au  reste  essentiel  d'observer  que  les  trois  équations 

iP/)co8>  =  P{ycosY  —  «cos  €), 
Pp  cos  (A  =1 P  (s  cos  a  —  X  cos  Y  ) , 
P/)Cos  v  =  P(a?cosê — t/cosa), 

ont  lieu  seulement  dans  le  cas  où  l'on  adopte,  pour  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives,  la  disposition  la  plus  ordinaire,  c^est- 
à-dire  Torsque  les  mouvements  de  rotation  de  droite  à  gauche 
autour  de  ces  demi-axes  sont  en  même  temps  des  mouvements 
directs  et  tendent  à  faire  passer  un  rayon  mobile  : 
dans  le  plan  yz  de  la  direct,  des  y  posit.  à  la  dire<*.t.  des  z  posit. 
dans         •     zx      *        r>  z       9  »         »  x      * 

dans         »     xf/      )>         »         x       »  »         »         y       ^ 

»  Si  les  mouvements  de  rotation  de  droite  à  gauche  autour 
des  mêmes  demi-axes  devenaient  rétrogrades,  alors  il  faudrait 
remplacer  les  formules  (6)  pailles  suivantes  : 
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i  Vp  «08  X  =  P(zcosê  —  y  cosy), 

(7)  \  Pp  cos  (X  =  P  ({TCÔsy  —  ZCOB  a), 

^  PpCOâ  V  •=:P(yc09a — a?C08  6). 

Lorsque,  dans  chai;une  des  équations  (6)  et  (7),  on  supprime  le 
facteur  P,  commun  aux  deux  membres,  elles  se  réduisent  à 

p  cos  X  =y  cos  Y  —  z  cos  ê, 

(8)  /  p  cos  [JL  =  5  cos  a  —  œ  cos  y, 
p  cos  V  =  a?  cos  6 —  y  cos  a, 

p  cos  >  =  3  cos  ê  —  y  cos  y, 

(9)  ^  p  cos  (x  =  ct?cosy —  z  cos  a, 

p  cos  V  =r  y  COS  a  —  X  COS  6. 

Enfin  on  peut  comprendre  les  équations  (8)  et  (9)  dans  la  seule 
formule 


et 


(10) 


y  COS  y  —  zcosé zcos  a  —  a?cosy 

cos  >^  "~  cos  [A 

a?cosê — ycosa 


cosv 


=  11=/?. 


«  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  point  0, 
des  moments,  comcidait  avec  l'origine  des  coordonnées.  Imagi- 
nons à  présent  q\\^,  l'on  transporte  ce  même  centre  en  un 
point  0,  dont  les  coordonnées  soient  respectivement  Xo^  tfo^  «o>  et 
cherchons  à  exprimer  les  projections  algébriques  du  moment  li- 
néaire de  la  force  P  par  le  moyen  des  quantités  P,  a,  6,  y  ;  x,  f/,  z, 
^ot  !/a9  «o*  Pour  y  parvenir,  on  observera  que  si  l'on  transpor- 
tait à  la  fois  le  centre  des  moments  et  l'origine  des  coordonnées 
du  point  Oo,  les  coordonnées  du  point  A  par  rapport  à  cette  nou* 
velle  origine  étant  alors  exprimées  par  les  différences  x  —  Xo, 
y  —  tfo^  z  —  Zo,  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire 
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de  la  force  P,  par  rapport  à  la  même  origine»  seraient  égales,  au 
signe  près,  aux  trois  produits 

P[(y  — yo)cOSY— •(s  — 2o)C0sê], 

P[(z— z^)co8a— (a?  — ajjcosy], 
P[{œ — a?o)cosê — (y — yo)cosa]. 

•  Ces  trois  derniers  produits,  pris  avec  le  signe  4-  dans  les  cas 
où  les  mouvements  de  rotation  directs  ont  lieu  de  droite  à  gauche 
autour  des  demi-axes  des  coordonnées  positives,  et  avec  le  signe 
—  dans  le  cas  contraire,  représentent  donc  les  projections  algé- 
briques du  moment  linéaire  de  la  force  P  ,  par  rapport  au 
point  Oo 

»  Cherchons  maintenant  les  équations  d'équilibre  d'un  système 
composé  de  plusieurs  points  liés  invariablement  entre  eux,  et  sol- 
licités par  de3  forces  quelconques.  Pour  faciliter  cette  recherche, 
nous  allons  d'abord  faire  connaître  quelques  propriétés  générales 
d'un  semblable  système. 

»  Soient  respectivement  jr,  tj,  z  ;  x\  y\  %  ;  x'\  y'\  «";...  les 
différents  points  que  l'on  considère  ;  P,  P\  P"  ..,  les  différentes 
forces  qui  les  sollicitent  réduites  à  une  seule  pour  chacun  d'eux. 
Concevons  de  plus  que  ces  mêmes  forces  forment  respectivement 
avec  les  demi-axes  des  cordonnées  positives  les  angles 

Les  projections  algébriques  de  la  force  P  sur  les  axes  seront 

P  cos  a,  P  cos  6,  P  cos  y; 

tandis  que  les  projections  algébriques  de  son  moment  linéaire  se 
trouveront  représentées,  si  l'on  place  le  centre  des  moments  à 
lorigine  des  coordonnées,  par  les  trois  produits 

P  (j/cosy  —  scosé),  P  (s  cos  a  —  x  COSy), 
P(xC08ê — y  cos  a), 

et,  si  Ton  place  le  centre  des  moments  au  point  qui  a  pour  coor- 
données Xof  t/«,  «at  par  les  suivants 
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P[(y  — yo)  cos  Y  —  («  —  zo)  cos  g  ],  P[(z— «Jcosa 
—  [x  —  Xo)  cosy],  P[(x — Xo)  cosê  —  (y — j/Jcosa]. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que»  pour  obtenir  ces  trois  der- 
niers points,  il  suffit  d'ajouter  respectivement  aux  trois  premiers 
les  quantités 

P(î/oCOS  Y  —  5oC09  ê),  P(z,,COS  a  —  O^oCOSy), 

P(  JT^  cos  ê  —  j/o  cos  a) , 

prises  en  signe  contraire,  c'est-à-dire  en  d'autres  termes,  les  pro- 
jections algébriques  sur  les  axes  du  moment  linéaire  d'une  force 
égale  et  parallèle  à  P,  mais  dirigée  en  sens  contraire  et  appliquée 
au  point  x»,  t(„  Zo  ;  ce  moment  linéaire  étant  calculé  pour  le  cas 
où  l'on  place  le  centre  des  moments  à  Torigine  des  coordonnées. 
De  cette  remarque  on  déduit  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante : 

THÈOUÉME  I.  —  Si,  en  plaçant  le  centre  des  moments  à  Torî- 
gine  des  coordonnées^  on  construit  :  i^  le  moment  linéaire  de  la 
force  P  ;  2°  te  moment  linéaire  d'une  force  égale  et  parallèle^  mais 
dirigée  en  sens  contraire  et  appliquée  au  point  .Xo,  t/»,  Zp,  le  mo- 
ment linéaire  résultant  transporté  parallèlement  à  lui-même  au 
point  dont  il  s'agit^  représentera  en  grandeur  et  en  direction  le  mo- 
ment linéaire  de  la  force  P  par  rapporta  ce  même  point. 

»  Nous  dirons,  avec  M.  Poinsot,  que  deux  forces  forment  un 
couple  lorsqu'elles  sont  égales  et  parallèles,  mais  en  sens  contraire, 
suivant  deux  droites  dlfTérentes ,  et  le  moment  de  ce  couple  ou 
son  moment  linéaire  sera  ce  que  devient  le  moment  ou  le  mo- 
ment linéaire  de  Tune  des  forces,  quand  on  prend  le  point  d'ap- 
plication de  l'autiv  pour  centre  des  moments.  Cela  posé,  le 
moment  du  couple  sera  évidemment  égal  au  produit  de  l'une 
des  forces  par  leur  distance  mutuelle,  c'est-à-dire ,  en  d'autres 
termes,  à  la  surface  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
forces;  et  le  plan  du  moment  du  couple  sera  précisément  le  plan 
de  ce  parallélogramme,  ou,  si  l'on  veut,  celui  qui  renferme  les 
deux  forces  données.  De  plus  le  moment  linéaire  du  couple 
élevé  par  le  point  d'application  de  l'une  des  forces  se  comptera 
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sur  le  demi-a\e  perpendiculaire  au  plan  du  couple ,  et  autour 
duquel  l'autre  force  tend  à  produire  un  mouvement  de  rotation 
de  droite  à  gauche.  Enfin,  comme  dans  la  proposition  ci-dessus 
les  points  d'application  des  deux  forces  P  et  l'origine  des  coor- 
données peuvent  être  des  points  quelconques  de  l'espace  «  il  est 
clair  que  cette  proposition  se  réduira  simplement  à  celle  que 
nous  allons  énoncer  : 

Theorèm»  II.  —  Lorsque  deux  forces  forment  un  couple,  le  • 
moment  linéaire  résultant  pour  le  système  de  ces    deux  forces  est 
égal  et  parallèle  au  moment  du  couple  et  dirigé  dans  le  même 
$ens^  quel  que  soit  le  point  de  V espace  qu  on  prenne  pour  centre 
des  moments. 

c(  Revenons  maintenant  au  système  des  forces  P,  P',  P"..., 
appliquées  à  différents  points  de  l'espace.  Soient  respectivement 
X,  Y,  Z,  L,  M,N,  les  sommes  des  projections  algébriques  des 
forces  et  de  leurs  moments  linéaires  dans  le  cas  où  l'on  place  le 
centre  des  moments  à  l'origine  des  coordonnées.  On  aura 


X  =:  P  COS  a  -H  P'  COS  a' 

Y  =  P  cos  ê  -h  P'  COS  é' 

Z=  P  COS  Y -h  P' COS  y -h... 

.  Li=P(î/cosY — zcos)êH-... 

M  =  P  (z  C03  a — X  COS  y) 

N  =  P  (a? COS 6  —  ycosa) 


cela  posé ,  si  par  un  point  quelconque,  on  mène  des  forces 
P,  P',  P"...,  égales  et  parallèles  aux  forces  données,  leur  résul- 
tante, que  je  désignerai  par  R,  aura  pour  valeur 


(2)  R  =  ^X'4-Y*4-Z\ 

et  formera  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  des 
angles  a,  6,  c,  déterminés  par  les  équations 

X  ,       Y  Z 

(3  cos  a  =7r»  cos  6  =  — ,  cos  c  :=r  --. 

R  H  n 

Déplus,  si,    prenant  le  point  dont  il  s'agit  pour  centre  des 
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moments,  on  construit  les  moments  linéaires  des  forces  données, 
on  pourra  composer  ces  moments  eptre  eux  de  manière  à  obtenir 
en  définitive  un  moment  linéaire  résultant.  Soit  R  ce  dernier 
moment  et  désignons  par  2,  m,  n  les  angles  que  forme  sa  direc- 
tion avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Si  le  point  pris 
pour  centre  des  moments  se  confond  avec  Forigine  des  coordon- 
nées, on  aura  évidemment. 


(4)  K=  v/L'H-M'-|-N\ 

(5)  C08  /  =   —,  ces  m  ::±r  — ,  C08  n=  -— , 

K  K.  K 

puisque  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  résultant 
devront  être  respectivement  égales  aux  sommes  des  projections 
algébriques  de  tous  les  autres.  Si  le  même  point ,  supposé  dis- 
tinct de  Torigine,  avait  pour  coordonnées  Xo,  t/09  ^o*  il  faudrait, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  lui  appliquer  des  forces  égales 
et  parallèles  aux  forces  P,  P*,  P*\..,  mais  dirigées  en  sens  coii« 
traire.  En  joignant  ces  nouvelles  forces  au  système  des  forces 
données,  et  composant  les  uns  avec  les  autres  les  moments 
linéaires  de  toutes  les  forces  pris  par  rapport  à  Torigine,  on  for- 
merait un  moment  linéaire  résultant  égal  et  parallèle  è  celui  que 
Ton  cherche  et  dirigé  dans  le  même  sens.  Or  les  nouvelles  for- 
ces étant  égales  et  parallèles  aux  forces  données,  mais  dirigées 
en  sens  contraire ,  leur  résultante  serait  égale  et  directement 
opposée  à  la  force  R.  Par  suite  les  sommes  des  projections  algé- 
briques de  leurs  moments  linéaires  seraient  respectivement 
égales  aux  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  )a 
force  R  prises  en  signe  contraire,  c'est-à-dire  à 

R  [Zo  008  b  —  j/o  cos  c)  =  ZoY  —  yo  Z, 
R  (j?o  CO8  c  —  2o  cos  a)  =  a?o  Z  —  z^  X, 
R  (2/0  ces  a  —  aOo  cos  b)  =  y^X  —  j?©  Y. 

Donc ,  si  à  ces  trois  dernières  expressions  on  ajoute  les  quantités 
L,  M,  N,  on  trouvera  pour  sommes  les  projections  algébriques 

81 
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du   moment  linéaire  représenté  par  K  ;  donc  en  plaçant  le 
centre  des  moments  an  point  0^09  ^09  ^^9  on  aura 

Kcos/:=L  —  yoZ  +  ^oY, 

(6)  K  coBm=M — «o  X  -h  a?o  Z, 

Kcosn=N — <aroY  +  yo  X. 

»  Pour  plus  de  commodité ,  la  résultante  R,  à  laquelle  se 
réduit  le  système  des  forces  P,  P',  P"...,  lorsque  toutes  ces  forces 
sont  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  et  appliquées  au 
même  point,  sera  nommée  désormais  la  force  principale  du  sys- 
tème. Le  moment  linéaire  K  ,  résultant  de  la  composition  des 
moments  linéaires  des  forces  données,  sera  de  même  appelé 
moment  linéaire  principal.  Cela  posé,  il  est  clair  que  la  direction 
et  l'intensité  du  moment  linéaire  principal  dépendront  de  la  po- 
sition du  centre  des  moments,  tandis  que  la  direction  et  Tinten- 
sité  de  la  force  principale  seront  indépendantes  de  son  point 
d'application.  De  plus  quand  on  aura  construit  le  moment 
linéaire  principal  relatif  à  l'origine  des  coordonnées,  il  suffira  de  le 
composer  avec  le  moment  linéaire  de  la  force  principale  appli- 
quée  au  point  Xo^  t/o»  ^  >«  puis  de  transporter  à  ce  dernier  point 
le  moment  linéaire  résultant,  pour  obtenir  le  moment  linéaire 
principal  relatif  à  ce  même  point.  On  en  conclura,  par  une  déduc- 
tion géométrique  facile,  que  la  projection  du  moment  linéaire 
principal  sur  la  direction  de  la  force  principale  est  une  quantité 
constante  indépendante  de  la  posiiion  du  centre  des  moments. 
Cette  proposition,  due  à  M.  Coriolis ,  peut  être  démontrée  ana- 
lytiquement  de  la  manière  suivante  : 

»  Pour  déterminer  la  projection  du  moment  linéaire  principal 
sur  la  direction  de  la  force  principale,  il  suffit  de  multiplier  le 
moment  lui-même  par  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  sa 
direction  et  celle  de  la  force ,  et  de  prendre  la  valeur  numérique 
du  produit.  Or  le  cosinus  de  Tangle  compris  entre  les  deux 
directions  est  équivalent  à  la  somme 

C08  a  cos  /  -h  C08  b  pos  m  -h  cos  c  ces  n, 
laquelle  en  vertu  des  équations  (5)  et  ^8)  se  réduit  à  la  fraction 
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lxh-myh-nz 

KR 


Donc  la  projection  cherchée  sera  équivalente  k  la  valeur  nnmé- 
riqae  de  cette  fraction  multipliée  par  K,  c'est-h-dire  k 


LX-I-MYh-NZ 


R 

Cette  dernière  expression ,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre ,  ne 
dépend  pas  des  coordonnées  da  centre  des  moments,  mais  seule- 
ment des  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  ,  qui  conservent  les 
mêmes  valeurs  quelle  que  soit  la  position  de  ce  centre. 

»  La  projection  du  moment  linéaire  principal  sur  la  direction 
de  la  force  principale  étant  une  quantité  invariable ,  représente 
nécessairement  la  plus  petite  valeur  que  puisse  admettre  ce  mo- 
ment linéaire,  ou,  en  d'autres  termes,  son  minimum.  Pour  obtenir 
ce  minimum^  il  faut  évidemment  placer  le  centre  des  moments 
dans  une  position  telle,  que  la  direction  du  moment  linéaire 
principal  devienne  parallèle  à  celle  de  la  force  principale.  Cette 
condition  sera  remplie  si  l'on  a 

cos  / cos  m  cos  n 

cos  a         cos  b         ces  c 

ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

L— y.Z-j-gpY  =  M  — ZqX  +  g,Z  =  N— x.Y+ypX. 
X  Y  Z  • 

t 

par  conséquent,  si  l'on  nomme  S,  >i,  (  les  coordonnées  d*un  point 
qui,  pris  pour  centre  des  moments,  remplisse  la  condition  énon- 
cée, on  aura 

L— 7iZ  +  CY  =  M— U+EZ  =  N— gY  +  »X 

/AN     I  X  Y  Z 

^^^    ^  LX+MY-4-NZ 

31* 


L— yiZ-i-2:Y= 
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X    LXh-MY  +  NZ 


B.  R 


fia^        7  M      rx^fy      ^     LX  +  MY  +  NZ 

(iQ)      ^M— ;x-hçz=-. , 

NT     cv .    V      2:      LX  +  MY+NZ 

Comme  ces  trois  équations  sont  do  premier  degré  relativement 
aux  coordonnées  S,  17,  C9  et  que  la  troisième  équation  se  déduit 
immédiatement  des  deux  autres»  il  est  clair  qu'elles  appartiennent 
à  une  droite  sur  laquelle  il  suffira  de  placer  le  centre  des  mo- 
ments pour  que  le  moment  linéaire  principal  devienne  un  mînt- 
itttim.  Cette  droite  sera  désignée  désormais  sous  le  nom  d'axe  prtit- 
cipaL 

ï>  L'orsque  le  système  des  forces  données  se,  réduit  à  une  seule, 
les  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M»  N  appartiennent  à  cette  force 
unique  ;  elles  représentent  les  projections  algébriques  de  cette 
force  sur  les  axes  et  celles  de  son  moment  linéaire  par  rapport  à 
l'origine.  Dans  la  même  hypothèse,  on  a  nécessairement  LX 
-\-  M  Y  -j-  NZ  =:  0,  et  par  suite  les  équations  (10)  se  réduisent  à 

(11)     Ztî— YC-=L,X$— :z;$=M,YE— Xyi  =  N, 

ou  en  substituant  pour  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  leurs  valeurs,  et  trans* 
formant,  à 

^  —  w fi — y ^  —  z 

ces  a  COS  ê  COS  y  ' 

équations  de  la  droite  suivant  laquelle  agit  la  force  donnée.  Donc 

alors  Taxe  principal  se  confond  avec  cette  droite. 

»  Lorsque  le  système  des  forces  données  se  réduit  k  deux  forces 
P,  P',  on  a 

X  =  P  COS  a  H-  P'cos  a', 
Y  =  PcosêH-J>'cosê', 
Z  =  P  COS  Y -f- P' COS  y'. 
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transportées  au  même  point,  et  le  moment  linéaire  principal  est 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  moments  li- 
néaires des  deux  forces  données.  Dans  la  même  hypothèse,  la 
force  principale  s'évanouit  Torsque  les  deux  forces  P,  P'  forment 
un  couple,  auquel  cas  on  a  nécessairement 

[       X  =  o,  ¥  =  0,2  =  0,^=?, 
^      )cosa'= — co8a,cosê'= — cosê,  cosy'= — cosy 

Dans  ce  cas,  les  projections  algébriques  (6)  du  moment  linéaire 
principal  deviennent  indépendantes  de  la  position  du  centre  des 
moments;  par  suite  le  moment  linéaire  principal  conserve  tou- 
jours sa  même  valeur  et  n'admet  plus  de  minimum^  en  sorte  que 
Taxe  principal  disparaît  entièrement.  La  valeur  constante  ^p  pio- 
ment  linéaire  principal  est  alors  équivalente  au  moment  du  couple, 
c'est-à-dire  au  moment  linéaire  de  Tune  des  forces  quand  on 
place  le  centre  des  moments  sur  la  direction  de  l'autre  force^  ^insi 
que  nous  l'avons  déjà  expliqué... 

»  Soient  A,  A',  A"...,  des  points,  en  nombre  quelconque»  liés 
entre  eux  invariablement.  Ces  points  forment  ce  qu'on  appelle  un 
système  invariable.  Cela  posé,  cherchons  les  équations  d'équi- 
libre de  plusieurs  forces  P,  P',  P*'...,  respectivement  appliquées 
à  ces  mêmes  points. 

>  Désignons  encore  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  sommes  des  pro- 
jections algébriques  de  ces  forces  et  de  leurs  moments  linéaires, 
le  centre  des  moments  étant  toujours  placé  à  l'origine  des  coor- 
données. Si  l'on  suppose  d'abord  que  le  plan  mené  par  les  trois 
points  A,  A',  A"  ne  renferme  aucun  des  autres  points  donnés, 
chacune  des  forces  P'",  P^^...,  pourra  être  remplacée  par  trois 
composantes  respectivement  dirigées  suivant  les  trois  arêtes  d'une 
pyramide  qui  aurait  pour  base  le  triangle  A  A'  A",  et  le  point  d'ap 
plication  de  chacune  de  ces  composantes  pourra  être  transporté 
à  l'un  des  trois  sommets  du  triangle  dont  il  s'agit.  Quand  à  l'aide 
de  ces  opérations  on  aura  substitué  au  système  des  forces  don- 
nées celui  de  plusieurs  forces  appliquées  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  invariable,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  pour  l'équilibre 
que  la  force  principale  et  le  moment  linéaire  principal  relatifs  an 
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nooveau  système  s'évanouissent.  Or  cette  force  principale  et  le 
moment  linéaire  principal  se  trouvent  représentés  pour  le  pre- 
mier  système  par  les  deux  quantités 


v/  X*  +  ¥•  4-  Z*,         ^  L*  4-  M'  -h  NV 

Et  comme*  en  passant  du  premier  système  au  second ,  on  ne 
change  ni  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces, 
c'est-à-dire  les  quantités  X,  Y,  Z,  ni  les  sommes  des  projections 
algébriques  de  leurs  moments  linéaires,  c'est-à-dire  les  quan- 
tités L,  M,  N,  il  est  clair  que  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  réquilibre  seront  exprimées  par  les  équations. 

(1)  X*  -h  Y*  -h  Z*  =  0,  L*  -H  M*  H-  N*  =  o, 
auxquelles  on  peut  substituer  les  suivantes  : 

(2)  X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  0,  L=  0,  M  =  0.  N  =  0. 

Si  Tone  des  forces  P"*,  P*^...,  avait  son  point  d'application 
situé  dans  le  plan  du  triangle  AA'  A",  il  arriverait  de  deux  cho- 
ses l'une  :  ou  bien  cette  force  serait  elle-même  comprise  dans  le 
plan  du  triangle,  et  alors  elle  pourrait  être  remplacée  par  deux 
composantes  appliquées  à  deux  sommets  de  ce  triangle ,  par 
exemple  aux  points  A,  A';  ou  elle  serait  dirigée  suivant  une 
droite  que  percerait  le  plan,  et  pourrait  être  alors  appliquée  à  un 
nouveau  point  de  cette  droite  que  l'on  supposerait  invariable- 
ment lié  avec  tous  les  points  du  système.  Ce  nouveau  point 
étant  situé  hors  du  plan  du  triangle,  toute  difficulté  disparaîtrait. 
Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  parviendra  également  aux  conclu- 
sions que  nous  avons  déjà  obtenues.  On  arriverait  aussi  au  même 
résultat  en  substituant  au  triangle  AA'A"  un  triangle  quelconque 
dont  les  trois  sommets  seraient  liés  invariablement  au  système 
des  points  donnés. 

»  Donc ,  en  définitive  ,  pour  que  des  forces  quelconques 
appliquées  aux  différents  points  d'un  système  invariable  se  fas- 
sent équilibre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  force  principale 
et  le  moment  linéaire  principal  s'évanouissent ,  ou  ,  en  d'autres 
termes,  que  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces 
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données  et  des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires 
se  réduisent  à  zéro. 

»  Lorsque  le  système  des  forces  données  ne  satisfait  pas  aux 
conditions  d'équilibre ,  on  peut  à  ce  premier  système  de  forces 
en  joindre  un  autre  choisi  de  manière  que  l'équilibre  se  trouve 
rétabli. 

»  Soient  dans  cette  hypothèse 

X.,Y.,Z,.L„M..  N., 

ce  que  deviennent  les  quantités 

X,  Y,  Z,  L,  M,  N, 

lorsqu'on  passe  du  premier  système  au  second  ;  on  aura  néces- 
sairement, puisque  les  deux  systèmes  se  font  équilibre, 

(X  -h  X,  =  0,  Y  H-  Y,  =  0,  Z  -h  Z,  =  0, 
^  ^      Il  +  L,  =  0,  M  -h  N,  =  0,  N  4-  N,  =  0, 

euy  ce  qui  revient  au  même, 

(l)      1^*  ^^  —  X,  Yj  ^=  —  Y,  Zj  =  —  Z, 
^  '      (L»  =  —  L,  M,  =  —  M,  N,  =  —  N. 

Réciproquement ,  si  les  équations  qui  précèdent  subsistent ,  la 
réunion  des  deux  systèmes  produira  l'équilibre. 

»  Donc,  pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  des 
points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres  se  fassent  mutuelle- 
ment équilibre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  dans  le  passage 
du  premier  système  au  second  les  sommes  des  projections  algé- 
briques des  forces  et  df>s  projections  algébriques  des  moments 
linéaires  conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  y  mais  chan- 
gent de  signe. 

»  Ce  qui  précède  nous  conduit  immédiatement  aux  conditions 
d'équivalence  de  deux  systèmes  de  forces  à  des  points  liés  inva- 
riablement les  uns  aux  autres. 

»  On  dit  en  mécanique  que  deux  systèmes  de  forces  dont  les 
points  d'application  se  trouvent  assujettis  à  des  liaisons  quelcon- 
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queSy  sont  éftttvalétiU  lorsqu'on  troisième  système  choisi  de  ma- 
nière à  faire  équilibre  an  premier  fait  en  même  temps  équilibre 
au  second.  Cela  posé,  si  les  points  d'application  ont  été  liés  inva- 
riablement entre  eux,  il  est  clair  que  dans  le  passage  du  premier 
système  au  troisième,  ou  du  second  au  troisième,  les  six  quan- 
tités ci-dessus  représentées  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  devront  con* 
server  les  mêmes  valeurs  numériques,  mais  changer  de  signe. 
»  En  effet,  représentons  par 

Pp'   P"     •  P      p'     p"       •  p     P'     P'' 

A,     1,    L,m»\    Aj,     Ij,    L^.%,\    A,,     1,,    Z^..., 

L,  M,  N...;  Lj,  Mj,  N^...;  L,,  M,,  N,..., 

les  forces  des  trois  systèmes,  les  projections  de  leurs  forces  prin- 
cipales et  de  leurs  moments  linéaires  principaux. 

»  Puisque  le  troisième  système  fait,  par  hypothèse,  équilibre 
aux  deux  premiers,  on  aura 

X  -i-  X,  =  0,  Y  -H  Y,  =  o,  Z  -+-  Z,  =  o, 

X,  -^  X.  =r  0,  Y^  -H  Y.  =  0,  Z,  -h  Z.  =  0, 
L  -h  L,  =  0,  M  H-  M,  =  o,  N  4-  N,  =  o, 

L,  -f-  L,  =  0,  M.  -H  M,  =  o,  N,  -h  N,  =  o, 

et  par  suite 

X  =  X,,Y  =  Y„Z  =  Z,,  L=:  L,,  M  =  M,,N=N,. 

»  Ainsi,  pour  que  deax  systèmes  de  forces  appliquées  à  des 
points  liés  par  des  droites  invariables  soient  équivalents ,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  que,  de  part  et  d'autre,  les  projections 
algébriques  des  forces  et  de  leurs  moments  linéaires  fournissent 
les  mêmes  sommes,  ce  qui  revient  à  dire  que  ces  deux  systèmes 
doivent  avoir  la  même  force  principale  et  le  même  moment 
linéaire  principal. 

»  Il  a  été  prouvé  :  1®  que  les  six  quantités  représentées  par 
X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  c'est-à-dire  les  projections  algébriques  sur  les 
trois  axes  de  la  force  principale  et  du  moment  linéaire  principal, 
conservent  les  mêmes  valeurs  en  changeant  de  signe,  pour  deux 
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systèmes  de  forces  successivement  appliqués  à  des  points  liés 
entre  enx  par  des  droites  invariables,  lorsque  ces  deui  systèmes 
se  font  équilibre  ;  2°  que  deux  systèmes  seront  équivalents  entre 
eux  toutes  les  fois  que  les  six  quantités  dont  il  s'agit  ne  varie- 
ront pas  dans  le  passage  de  Tun  à  Tautre.  On  peut  donc  dire 
que  ces  six  quantités  étant  données  pour  un  système  *  son  effet , 
relativement  à  l'équilibre,  est  complètement  déterminé.  On  a 
vu  d'ailleurs  que,  des  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  on  déduit 
immédiatement  :  i^  l'intensité  de  la  force  principale  et  du  mo- 
ment linéaire  principal  ;  2^  les  angles  que  les  directions  de  cette 
force  et  de  ce  moment  linéaire  forment  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives. 

»  Concevons  maintenant  que  pour  un  système  de  forces 
appliquées  à  des  points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres, 
on  connaisse  les  six  quantités 

X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 

Pour  que  ce  système  soit  réductible  à  une  force  unique  ,  ou ,  en 
d'autres  termes,  pour  qu*on  puisse  le  remplacer  par  une  force 
équivalente,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  six  quantités 
données  soient  propres  à  représenter  les  projections  algébriques 
d'une  seule  force  et  de  son  moment  linéaire.  Par  suite  il  sera 
nécessaire  et  il  suffira  que  l'on  ait  en  même  temps 

(5)  X*  -H  Y*  -H  Z*  >  o, 

(6)  LX  -h  MY  4-  NZ  =-  0. 

)>  Ces  conditions  étant  supposées  remplies ,  la  force  équiva- 
lente au  système  donné  sera  ce  qu'on  nomme  sa  résultante ,  et 
cette  résultante  ne  sera  pas  autre  chose  que  la  force  principale 
appliquée  à  l'un  des  points  de  la  droite  dont  les  coordonnées 
$9  np  Ç  vérifient  les  trois  équations 

(7)  nZ— SY=L,  ex  — U  =  M,  SY  — nX  =  N. 
Si  l'on  avait  à  la  fois 

X  =  o,  Y  =  0,  z  =  D, 
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réqaation  (6)  serait  toujours  vérifiée,  mais  l'inégalité  (5)  se  trou- 
verait remplacée  par  l'équation 

X*  H-  Y*  -h  Z*  =  0. 

Dans  ce  cas ,  le  système  donné  sera  évidemment  réductible  à 
deux  forces  égales  et  parallèles,  mais  dirigées  en  sens  contraire , 
de  manière  à  former  un  couple.  En  effet,  pour  obtenir  un  couple 
équivalent  au  système  dont  il  s'agit ,  il  suffira  de  choisir  ce 
couple  de  telle  sorte  que  son  moment  linéaire  ait  pour  projection 
algébrique  sur  les  axes  les  trois  quantités 

L,  M,  N. 

»  Pour  y  parvenir,  on  trace  an  demi-axe  qui  fasse  avec  ceux 
des  coordonnées  positives  des  angles  dont  les  cosinus  soient  res- 
pectivement 

L  M 


v'L'  -h  m*  -h  N*'      v'l*  h-  m*  H-  N 

N 


t/ 


V^L*  H-M*  H-NV 


On  mènera  par  un  point  quelconque  de  l'espace  un  plan  perpen- 
diculaire à  ce  demi-axe ,  et  par  deux  points  pris  arbitrairement 
dans  ce  plan  deux  parallèles  quelconques.  Enfin  on  divisera  le 

radical  )J  L«  +  M*  +  N*  par  la  distance  des  deux  parallèles, 
puis  on  portera  sur  elles,  dans  des  sens  opposés,  deux  forces 
égales  représentées  par  ce  quotient  et  dirigées  de  manière  que 
chacune  tende  à  faire  tourner  le  plan  de  droite  à  gauche ,  soit 
autour  du  demi-axe  primitivement  construit ,  soit  autour  d'un 
demi-axe  parallèle  dont  Torigine  coïnciderait  avec  le  point  d'ap- 
plication de  l'autre  force.  Il  résulte  de  ces  observations  qu'après 
avoir  obtenu  un  couple  équivalent  au  système  donné  on  pourra  , 
sans  changer  l'effet  de  ce  couple  relativement  à  l'équilibre, 
transporter  son  plan  parallèlement  à  lui-même  partout  où  l'on 
voudra ,  et  faire  varier  arbitrairement  dans  ce  plan  non-seule- 
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ment  les  points  d'application  des  deux  forces ,  mais  encore  les 
droites  suivant  lesquelles  elles  agissent.  Ces  droites  étant  sup- 
posées connues,  on  en  déduira  immédiatement  l'intensité  de 
chaque  force.  Il  est  bien  entendu  que  les  points  d'application  des 
deux  forces  du  couple  sont  censés  liés  invariablement  Tun  ë 
l'autre  et  à  tous  les  points  que  l'on  considère. 

D  Si  pour  le  système  de  forces  donné  l'équation  (6)  cessait 
d'être  vérifiée,  on  pourrait  lui  substituer  la  réunion  de  deux 
autres  tellement  choisis,  que  les  sommes  des  projections  algébri- 
ques des  forces  et  de  leurs  moments  linéaires  fussent  respective- 
ment : 

T»  Pour  le  premier  système, 

X,  Y,  Z,  0,  o,  0, 
y>  Et  pour  le  second, 

0,  0,  o,  L,  M,  N. 

»  Le  premier  des  deux  nouveaux  systèmes  pourrait  être  rem- 
placé par  la  force  principale  appliquée  à  l'origine  des  coordon- 
nées et  le  second  par  un  couple.  Par  suite,  cette  force  et  ce  cou- 
ple réunis  seraient  équivalents  au  système  donné.  De  plus ,  il 
serait  permis  de  faire  passer  le  plan  du  couple  par  l'origine,  et 
même  d'appliquer  à  cette  origine  une  des  forces  du  couple,  en  la 
supposant  dirigée  suivant  une  droite  quelconque  dans  ce  plan. 
Ajoutons  que  l'origine  des  coordonnées  peut  être  transportée 
en  un  point  quelconque  de  l'espace,  d'où  il  suit  que  le  système 
donné,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N, 
pourra  toujours  être  remplacé  par  la  force  principale  appliquée 
à  un  point  quelconque  de  l'espace  et  par  un  couple. 

»  On  arriverait  aux  mêmes  conclusions ,  en  considérant  ce 
système  comme  formé  par  la  réunion  de  deux  autres  pour  les- 
quels les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  et  de 
leurs  moments  linéaires  seraient  respectivement  de  la  forme 

X,Y,Z,  yoZ— 2oY,  s«X  — XoZ,  o^oY  — y^X, 
o,  0,  0,  L  —  yoZ  H-^oY,  M — z©  X  H-  a?oZ, 

N  _xoY-+-yoX. 
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Le  ooaple  qui ,  joint  à  la  force  principale,  peat  remplacer  on 
système  donné,  est  ce  que  nous  nommerons  le  couple  principal 
de  ce  système.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  ce  couple  prin- 
cipal dépend  du  point  d'application  de  la  force  principale,  et  son 
moment  linéaire  est  égal  et  parallèle  au  moment  linéaire  princi* 
pal,  quand  on  prend  le  point  dont  il  s'agit  pour  centre  des  mo- 
ments. 

»  Comme  dans  le  cas  où  l'on  applique  au  même  point  la 
force  principale  et  une  force  du  couple  principal,  rien  n'empê- 
che de  composer  ensuite  ces  deux  forces  entre  elles  ;  il  est  clair 
qu'on  pourra,  si  l'on  veut,  substituer  au  système  donné,  au  lieu 
d'une  force  et  d'un  couple  »  un  système  composé  de  deux 
forces  seulement. 

))  Nous  terminerons  en  observant  que  l'équation  (6]  est  satis- 
faite dans  deux  cas  dignes  de  remarque,  savoir  :  I*  quand  les 
forces  données  sont  parallèles  à  une  même  droite,  par  exemple 
à  l'axe  des  2,  puisque  l'on  a  dans  cette  hypothèse 

X  =  o,  Y  =  o,  Z=o; 

2"  quand  elles  sont  comprises  dans  un  même  plan,  par  exemple 
dans  le  plan  des  xy^  puisqu'on  a  dans  ce  cas 

L  =  0,  M  =  0,  Z  =  0. 

On  en  conclut  que  dans  l'hypothèse  le  système  donné  peut  être 
réduit  soit  à  une  force  unique,  soit  à  un  couple  unique  de  deux 
forces  parallèles  à  l'axe  des  »  ou  comprises  dans  le  plan  des  xy. 
Ajoutons  que  les  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  ayant  des  valeurs 
quelconques,  on  pourra  toujours  décomposer  le  système  qui  leur 
correspond  en  deux  autres  tellement  choisis,  que  ces  mêmes 
quantités  deviennent  respectivement  : 
»  Pour  le  premier  système, 

0,  o,  Z,  L,  M,  0; 
»  Pour  le  second, 

X,  Y,  0,  0,  o,  N, 
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»  Alors  la  force  principale  est  la  résultante  des  forces  P,  P' 
par  conséquent  en  deux  systèmes,  dont  Tun  renferme  seulement 
des  forces  parallèles  à  Taie  des  2,  et  l'autre  des  forces  comprises 
dans  le  plan  des  xy.  ^ 

L'auteur  termine  en  disant  que  les  diverses  conséquences 
déduites  de  la  théorie  des  moments  linéaires,  qui  viennent  d'être 
reproduites,  ne  diffèrent  pas  de  celles  auxquelles  on  parvient  en 
suivant  la  théorie  des  couples.  (Voir  la  Statique  de  Poinsot.) 

Cette  théorie ,  bien  plus  corUpliquée,  plus  savante  que  celle 
^  de  Poinsot,  ne  vaut  pas  mieux  au  fond ,  en  ce  qu'elle  concerne 
les  couples  et  arrive  k  conclure  qu'un  système  de  forces  invaria- 
blement liées  entre  elles  peut  toujours  se  réduire  à  une  force 
principale  appliquée  à  un  point  quelconque  et  à  un  couple. 

Dois-je  redire  ici  qu'il  n'y  a  aucun  système  de  corps,  de 
molécules  distinctes,  qui  soit  absolument  invariable,  qui  soit 
tel  qu'aucune  force  appliquée  ne  puisse  en  faire  varier  la  forme  ; 
qu'un  corps  ou  système  qui  serait  néanmoins  supposé  absolu- 
ment invariable,  devrait  être,  à  ce  point  de  vue,  dans  l'impossi- 
bilité de  tourner  sur  lui-même,  et  qu'un  couple  ne  pourrait  avoir 
aucune  influence  sur  un  tel  corps  ou  système?  A  cet  égard,  11 
y  a  un  vice  radical  dans  l'une  et  l'autre  théories. 

Visiblement,  d'après  celle  que  je  viens  d'exposer,  bien  enten- 
due,  comme  suivant  l'autre,  le  couple  qui ,  avec  la  force  prin- 
cipale, représenterait  toutes  les  forces  d*un  système,  pourrait  être 
dans  un  plan  quelconque  et  avoir  un  sens  et  un  axe  quelconques. 
Or  on  ne  peut  admettre  que  néanmoins,  comme  ces  théories  l'en- 
tendent, les  effets  produits  seraient  semblables  malgré  ces  va- 
riations ;  sur  ce  point ,  je  me  réfère  à  ce  que  j'ai  dit  dans 
l'ouvrage  qui  précède  en  critiquant  la  doctrine  de  Poinsot.  Sous 
ce  rapport ,  ces  deux  théories  doivent  encore  être  rejetées. 

Il  est  vrai  que,  selon  celle  que  je  critique  maintenant,  la  pro- 
jection du  moment  linéaire  principal  sur  la  direction  de  la  force 
principale  est  une  quantité  constante  indépendante  de  la  position 
du  centre  des  moments ,  et  que  le  moment  linéaire  principal 
*  est  égal  au  moment  du  couple  principal  ;  mais  il  ne  s'ensuit  point 
que,  quel  que  soit  le  centre  des  moments ,  les  effets  combinés 
de  la  force  principale  et  du  couple  principal  soient  constamment 
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les  mêmes.  Ceci  est  complètement  en  dehors  des  motifs  qui  me 
font  rejeter  la  doctrine. 

D'ailleurs,  les  forces  appliquées  à  un  corps  oo  système  régulier 
ou  symétrique,  pourraient  être  telles  et  tellement  disposées, 
qu'il  y  aurait  deux  points  symétriquement  opposés  que  l'on  pourrait 
prendre  pour  centresdes  moments  et  où,  par  l'application  judicieuse 
de  la  théorie  bien  interprétée,  l'on  obtiendrait,  avec  la  force 
principale,  toujours  invariable  pour  un  système  donné,  un  même 
couple,  un  couple  exactement  semblable,  si  ce  n'est  que  celui 
obtenu  à  l'un  des  points  serait  de  sens  précisément  contraire 
au  sens  du  couple  obtenu  à  l'autre  point,  les  deux  couples  étant 
dans  un  même  plan.  Or  il  est  de  tçute  évidence  que,  dans  ce  cas, 
l'effet  total  produit  par  le  choix  d'un  des  points  pour  centre  des 
moments  devrait  être  exactement  contraire  à  l'effet  qu'on  aurait 
en  prenant  l'autre  point,  même  dans  l'hypothèse  où  le  sys- 
tème serait  absolument  invariable,  si  l'on  supposait  que  néan- 
moins il  peut  tourner  sur  lui-même  ;  résultat  qui  montre  l'irra- 
tionalité, l'absurdité  de  la  théorie  qui  y  conduit. 
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III 


De  l'attraction   d'an  ellipsoïde  homogène  sur 
lin  point  intérieur  on  extérieur. 


FORMULES   GENERALES 


On  établit  d'abord  les  formules  générales  de  rattraction  d'un 
corps  de  forme  quelconque  de  la  manière  suivante  (i)  : 

«  L'attraction  exercée  par  un  point  M  (x,  i/,  «,)  de  masse  dm 
sur  un  point  0  (a,  jS,  7,)  dont  la  masse  est  p  (IBg.  9tî)  est  égale  à 

fiLdm 

où  f  exprime  la  force  d'attraction  à  l'unité  de  distance,  et  u  la 
distance  existant  entre  les  deux  points  considérés. 

»  Les  composantes  de  cette  attraction  élémentaire,  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées,  sont 

'X±— — L  dm,  '^     ,    ^^  dm,  '--^^ — i  dm, 
u  u  u 

en  regardant  ces  composantes  comme  positives  quand  elles  ten- 
dent à  diminuer  les  coordonnées  du  point  attiré. 

»  Pour  avoir  les  composantes  A,  B,  C  de  l'attraction  totale 
exercée  par  tous  les  points  du  corps  attirant,  il  faudra  intégrer 
les  expressions  précédentes  dans  toute  l'étendue  de  ce  corps.  On 
aura  ainsi 


'^^^^ffr-ir-'"'' 


(1)  Cêurs  de  Mëcmiquede  VÊcole  polytechnique,  par  Sturn,  t.  «,  p.  S4. 
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9  Pour  rendre  l'intégration  plus  facile ,  transportons  Torigine 
au  point  attiré  et  désignons  par  g,  h^  k  les  angles  que  la  droite 
OM  fait  avec  les  axes  de  coordonnées.  On  a 

cos  g  = ,  cos  h  =  -^ ,  C08  «  = 


u  u  u 

Prenons  en  même  temps  des  coordonnées  polaires  ti,  e,  ^  liées 
aux  angles  g^  h,  k  par  les  formules 

cos  g  =  cos  6, 
(2)  l   cos  A  =  sin  6  cos  ^^ 

cos  /r  =  sin  0  sin  ^» 

[  ce  qu*on  voit  en  faisant  u  ou  r=  i  ].  D'ailleurs  on  a 

dm=z  —  pu*  dusinOdôd^. 
On  aura  donc 

!A  =  —  f[L  ///  pcos  gdu  sin  ô  d  ô  di}^, 
B  =  —  /'(jL/Z/pcosAdusinOdÔdi}/, 
C  = — /"(JL/Z/pcos  Adasin6d6d'|/. 

x>  Si  le  point  0  est  intérieur,  il  faut  intégrer  par  rapport  à  u 
depuis  II  =0  jusqu'à  u  =  R,  R  désignant  le  rayon  vecteur  ter- 
miné à  la  surface  du  corps  ;  par  rapport  à  6,  depuis  0^=0  jusqu'à 
9  =  7r;  par  rapport  à  ^|/,  depuis  >}»  =  o  jusqu'à  4»  =  ^n.  » 

Formules  relatives  m  l'ellipsoïde. 

Attraction  d*un  ellipsoïde  homogène  tur  un  point  intérieur, 

n  Proposons-nous  de  trouver  l'attraction  de  l'ellipsoïde 

(,)  ^^y^L^i. 

^  '  a         b         c 

sur  un  point  intérieur  [a,  6,  y). 
)>  Pour  avoir  la  valeur  de  R,  il  faut  faire 
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« 

(2)  ^  y=  6+tico8  A, 

«  =  y  +  u  cos  ft, 

dans  Féqaation  (i),  ce  qui  donne 

(3)  pM*=2gu  =  /, 
en  posant 

-    cosV         co8^  A        cos*A: 

p  =         ^    -4-  -j-  , 

acosûT        êcosA        YCosA: 

a»        6»        c«  • 
On  tire  de  Téqnation  (3) 


U=: ~ -^ —. 

p 

Comme  p  et  I  sont  positives ,  on  a  deux  valeurs  de  u»  Tune 


positive  qui  est        g  +  v  9   +f*^  l'autre  négative  qu'il  faut 

P       . 
rejeter,  car  le  rayon  vecteur  est  une  quantité  positive,  sa  posi- 
tion étant  déterminée  par  les  angles  g^  h,  k  qui  peuvent  être 
aigus  ou  obtus.  On  prend  donc 


—  y  +  y/g'  +  p/ 
n  =  — , 

P 
et  Ton  a^  en  intégrant  par  rapport  à  ti,  la  première  des  formules 
(3)  qui  donnent  les  valeurs  générales  de  A,  B,  C,  et  en  omettant 
le  facteur  constant  f^tp, 

A  =  — //Rcosflr.  sinOdOd^^. 
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oa 


(4)        A  =  r  fi )!2L±lL  C08 g.  siD e dedtl». 


p 

et  de  même 


(5)        B  =  /Yi )tÙtl!  C08  h.  sin  e  (ie  d+, 


(6)         C  =  /J-iZ:iL±£!co8A.8ioed6(f^;. 

»  On  peut  supprimer  le  radical  v^ç'  +  pi  dans  ces  formules. 
Par  exemple,  la  partie 


// 


qui  entre  dans  la  formule  (4)  est  nulle,  car  si  l'on  considère  un 
élément  de  l'intégrale  double  correspondant  à  une  certaine  direc- 
tion (0,  ^)  du  rayon  vecteur,  puis  Télément  correspondant  à  la 
direction  opposée  (ir— 0,  ir  +  >)')9  ces  g  ou  cos  6  changera  de  signe 
sans  changer  de  valeur  en  passant  du  premier  élément  au  se- 
cond et  sin  0  ne  changera  pas,  de  sorte  que  les  deux  éléments 
étant  égaux  et  de  signes  contraires  se  détruisent.  La  valeur  de 
A  se  réduit  donc  a 

A=  /  |~cosgf.  sinOdôdij/, 

ou,  en  remplaçant  q  par  sa  valeur  précédemment  donnée 
.        a   r  r  ^os*a    ..,..,       ê   /»  /•ces  g  cos  h 

*  =  ?/j  -/  "°  """^-^  vfj-T- 

sin  id^d^. 
»  En  prenant  deux  éléments  pour  lesquels  0  ait  deux  valeurs 
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supplémentaires  tandis  que  ^  sera  le  même,  ou,  ce  qui  revient 
au  môme,  deux  éléments  qui  répondent  à  des  valeurs  supplé- 
mentaires de  g  et  aux  mêmes  valeurs  de  h  et  de  fe,  on  voit  que 
les  deux  dernières  intégrales  sont  composées  de  parties  qui  se 
détruisent  deux  à  deux,  et  A  se  réduit  à  la  première  intégrale. 
Une  simplification  analogue  aura  lieu  dans  les  valeurs  de  B  et 
de  C.  On  aura  donc 

"  sin  fldôd^, 


a    /•  /•cos 


")  •        »  =  iflT^  ='-  •^»^*- 


-m- 


-  sin  ^d^d^, 


P 

ou,  en  remplaçant  p  et  cos  g,  cos  h,  cos  k  par  leurs  valeurs  pré- 
cédemment données, 

« 

~^  J  J  b*c*cos*B-ba*c*cos*^  sin*  0 4- a* 6* sin» >|» sin*  ô* 

)b^.    rr aVsin«ecos'^|;ded^. 

^   /  ]  JJ  ^Vcos*e-f-a*c«cos»;fsin«e+a»6*sinHsin*e» 

r  r g'fc*  sin»  e  sin*  ^J;  rfô  d^ 

J  J  fc*c»cos»6+o*c*cos*+sin*e+a*6*sinHsin*9' 

Consëqaenees  des  formules  prëeëdentes. 

»  Avant  d'eiïectuer  les  intégrations,  on  peut  déduire  de  ces 
formules  plusieurs  conséquences  : 

•  \^  Tous  les  points  situés  dans  un  même  plan  perpendiculaire 
à  un  axe  sont  également  attirés  dans  le  sens  de  cet  axe,  et  les 
composantes  de  l'attraction  sont  proportionnelles  aux  distances  du 
point  attiré  aux  trois  plans  principaux  de  Tellipsoïde.  Par  consé- 
quent, cette  attraction  reste  parallèle  à  une  même  direction 
pour  tous  les  points  situés  sur  une  ligne  droite  passant  par  le 
centre,  et  elle  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  attiré  au 
centre. 


s*  On  a 
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-  -f-  T- -h  -  =  jf / sin  6d6 rfd»  =  4  îc 
a       S        Y 


et 


dX      dB      dC      . 
doL        de        dy 

>  3«  Les  valeurs  des  composantes  A,  B,  C  ne  renferment  que 
les  rapports  des  axes  de  Tellipsoïde;  elles  restent  donc  les  mêmes 
quand  ces  trois  axes  varient  proportionnellement,  c*pst  à-direde- 
viennent  na,  nb,  ne.  Donc  une  couche  homogène  comprise  entre 
deux  surfaces  ellipsoïdales  concentriques,  semblables  et  sembla- 
blement  placées  (homothétiques),  n'a  aucune  action  sur  un  point 
placé  dans  l'espace  vide  intérieur,  et  par  conséquent  l'action  d'an 
ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  propre  masse  se  réduit  à  celle  delà 
partie  de  ce  corps  qui  est  terminée  par  une  surface  concen- 
trique et  semblable  à  la  sienne  et  passant  par  le  point  donné. 
9  Maintenant,  passant  à  l'intégration,  on  raisonne  ainsi  : 
»  Comme  la  fonction  sous  les  signes   T  fdans  les  formules  (8) 

a  la  môme  valeur  pour  deux  valeurs  de  6  supplémentaires  et  pour 
des  valeurs  de4  telles  que  ^ ,  tt  —  7,  tt  -f-  ^ ,  Stt  —  7,  il suflSra  d'ia* 

tégrer  par  rapport  à  8  de   zéro  à  —  puis  de  doubler  le  résultat, 

et  par  rapport  à  4  de  zéro  à  !L  en  quadruplant  le  résultat.  Occa- 

pons-noqs  d'abord  de  la  valeur  de  A.  En  mettant  les  limites  en 
évidence,  on  aura 

n 


X 


/, 


i 


=  86Va  T'  cos'OsinOde 
*^  0 


d^ 


6^c*  CO8*  6  -h  «V  CO8*  ^  sin*  6  -H  a'ft*  sin*  ^  sîn*0  * 
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Posant  tangi|>=(,  ' 


on  a 


/: 


M 


0  é'c'cos'  6 -h... 


0    c*  (6*  ces*  9  H-a«  sin»  6)4-  6»  (c»  ces»  9  -h  a»  sin'  6)  t* 


èir 


6c  ^  (6»  cos'Ô  -ho*8in»9)  (c»co3»Ô-|-a»8m»fi) 
k  cause  de  la  formule 


donc 


rr  6c  cos* 

.=  4  ira   /  — 


6c  cos*6sin0d6 


v/(6*  cos* 6+a*  sin»  fl)  (c*  cos*Ô+a*  ain^O) 

Sans  nouveau  calcal ,  on  déduira  B  et  C  de  A  par  de  simples 
permutations.  On  aura  donc 

!L  frccos^d  6in6dd 

A  =49ra     /   a 


=.♦.«  /; 


•  (fc«  cos^  e + a»  sin«  e  )  (c»  cosM  4-  a»  sinfi). 


,^v     #  /•—  accoste  sine  de 

(9)     <  B  s=4fre    /  s- 


•  (a>cos«e  + 1»  sin«e)  (c»  cos^e +6»  sin^e)- 

/.^  afrcos^esinede 


icos>e+casin9e)(6«co8M+c^  sin^e). 
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D  Ces  composantes  étant  positives,  tendent  à  rapprocher  le 
point  0  du  centre  de  l'ellipsoïde.  Elles  ne  renferment  que  les 
rapports  0es  axes,  de  sorte  qu'en  remplaçant  a,  6,  e  par  na*  n6, 
ne,  elles  restent  les  mêmes.  Ainsi  reWpsoïde  étant  augmenté  d'une 
partie  comprise  entre  sa  surface  sewblable ,  Faction  de  la  couche 
ajoutée  sur  le  point  intérieur  est  nulle. 

Thëorème  de  Newton. 

»  On  peut  démontrer  sinthétiquement  ce  théorème  de  Newton 
qu'une  couche  homogène  d^une  épaisseur  quelconque  comprise  entre 
deux  surfaces  ellipsoïdales  semblables  et  semblablement  placées 
n'exerce  aucune  action  sur  un  point  intérieur, 

D  Concevons  un  cône  infiniment  étroit  ayant  son  sommet  au 
point  attiré  0  (fig.  97).  Il  intercepte  dans  la  couche  deux  por- 
tions de  volumes  v,  v'  qu'on  peut  décomposer  en  tranches  ou 
troncs  de  cônes  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'arête  qq\  La 
mas^e  de  la  tranche  mn^  située  à  la  dislance  Om  s=  u  du  point  0 
est  pccfti,  (T  étant  la  section  mn  :  mais  <r  s=  w  ti^,  en  nommant  u 
la  section  faite  dans  le  cône  à  une  distance  du  point  0  égale  à 
l'unité.  L'attraction  de  cette  tranche  sur  le  point  0  est 

adu 
fV'?  ""F  ou fiLftùdu. 

>  En  intégrant  par  rapport  k  ti  depuis  ut=  Op  jusqu'à  u  =  Oq^ 
p  et  ùi  étant  des  constantes,  on  voit  que  l'action  de  v  est  égale  à 
flJLpfù  {Oq  —  Op)  ou  /fi/9u.  pq.  De  même  l'action  de  v'  est  /jit/xM.p'ç' 
Ces  deux  forces  agissent  en  sens  contraires  et  se  détruisent,  car 
pq=  p'q\  puisque  dans  deux  ellipsoïdes  semblables  les  corde» pia* 
rallèles  à  une  même  direction  ont  leurs  milieux  sur  un  même 
plan  diamétral.  Donc  les  actions  exercées  sur  le  point  0  par  les 
divers  éléments  de  la  couche  peuvent  se  décomposer  en  actions 
deux  à  deux  égales  et  dontraires;  donc  elles  se  détruisent. 

»  Ce  théorème  est  vrai  pour  une  couche  infiniment  mince,  et 
par  conséquent,  pour  une  couche  d'épaisseur  finie,  telle  qu'on 
puisse  la  considérer  comme  composée  de  couches  infiniment  min- 
ces, comprises  entre  des  surfaces  ellipsoïdales  concentriques,  sem- 
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blables  et  semblablement  placées,  la  densité  ne  variant  qne  4!^ane 
couche  à  nne  autre. 

>  Si  le  point  0  était  intérieur,  les  deux  actions  exercées  par 
les  portions  v,  et  v'  seraient  encore  égales,  mais  elles  s'ajoute-* 
raient. 

Cas  d'an  point  e:Ktëriear.  TKëorèinte  d^Tviiè:^. 

»  En  conservant  les  mêmes  notations  on  a 

A  =  fff  cos  g  du  8in6d6cî(|/. 

»  Ici  on  doit  intégrer  depuis ti=:R  jusqu'à u^R',  Ret  R'  dési- 
gnant les  (distances  du  point  attiré  aux  deux  points  où  la  droite 
déterminée  par  les  angles  6  et  ^  rencontre  la  surface  de  l'ellip- 
soïde. On  a  donc 

A  =  //  (R'  —  R)  cos  6  sin  6d6d(|;, 
ou  bien  (voir  plus  haut) 


A==2  rr^^?^±^^co80smOd6df 

Il  faudrait  intégrer  cette  expression  entre  les  limites  qui  cor- 
respondent à  R'  —  R  =  0,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  directions 
qui  tombent  dans  Tintérieur  du  cAne  circonscrit.  Mais  on  ramène 
ce  cas  à  celui  du  point  intérieur  par  le  théorème  d'Yvory. 

>  Concevons  deux  ellipsoïdes  ayant  leurs  axes  a,  fr,  cet  a\  b\ 
c\  dirigés  suivant  les  trois  mêmes  axes  rectangulaires.  On  appelle 
points  correspondants  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  pro- 
portionnelles aux  demi-axes  auxquels  elles  sont  parallèles,  c'est- 
à-dire  que  {Xy  t/,  z)  et  (x*  y'  z'}  étant  deux  points  correspondants, 
on  aura 

a: a/  y y'   z       zf 

a       a    b       V  c       c 

»  Si  l'un  de  ces  points  est  sur  la  surface  du  premier  ellipsoïde, 
l'autre  sera  évidemment  sur  la  surface  du  second* 


j 
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•  Sapposoos,  en  outre,  que  les  sections  principales  de  ces  denx 
ellipsoïdes  aient  les  mêmes  foyers,  c'est-k-dire  que 

c  Si  Von  prend  sur  lei  deux  ellipsoïdes  [ûg.  98)  deux  poinu 
quelconquei  m  (x,  y  y  «),  pi  (a,  €,  7)  et  leurs  eorrespondanu  m'  (x\ 
y\  «*)»  f**  («  »  ^9  y)j  tes  distances  ^mel  y^nC  sont  égales. 

»  En  efféiy  on' a 

a  m* —  Li'm'* 

=  (._a;)»H-(g-^)«  +(y_«)»_(a'=a/)« 

-(6' -y')» -(/-*')» 


[.■-ia,]'-... 


f 

OU  bien 


,*m«-,t'm"  =  (a--.a«)[^+Ç 


y" 


Mais  ce  dernier  facteur  est  nul,  puisque  l'on  a 
ûB»       î^       s»      ,    a*       g"      / 
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donc 

ji.m=  \f!m!. 

»  Appelons  toujours  A,  B,  C  les  composantes  de  l'attraction 
du  premier  ellipsoïde  sur  le  point  p.  On  a,  en  faisant  abstraction 
du  facteur  {^^^ 


A  = 


fff^^^y^'' 


On  a,  en  regardant  x  comme  seule  Tariabley 

udu  =  — (a — (D)dx, 
d'où 

/a — œ   ,  rdu        1 
j— (to  =  —  /  —  =  ^; 
u                     J  vr        u 

donc  si  Ton  désigne  par  R  et  r  les  valeprs  de  fi  qui  correspondent 
aux  limites  de  Tintégrale,  c'est-k-dire  aux  deux  points  où  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  est  rencontrée  par  une  même  parallèle  k  Taxe 
des  Xf  on  aura 

Considérons  maintenant  l'attraction  que  le  second  ellipsoïde 
exerce  sur  le  point  ii  correspondant  de  fA,  et  nommons  A%  B\  G 
ses  composantes,  on  aura 

Mais  r  =5  pm,  r^as  itm\  donc  r*  ss  r  :  de  même  R*  =  R.  D'ail- 

V  c' 

leurs  dy*  ss  -^  tfy,  rfs'sr:  —  iz.  Donc 

6  c 


V 


^  soi  — 


00 


OC 


On  aura  de  même 


b'=?'^'b.c'="4:c. 

ac  ab 

»  Donc  Vattraùlion  éFvn  ellipgoïde  sur  un  point  extérieur  yi  est 
ramenée  à  l'adradion  d'un  ellipsoïde  homofocul  sur  le  point  it  cor- 
respondant. 

»  Ce  théorème  subsiste  quelle  que  soit  la  loi  d'attraction. 

»  Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  calculer  les  valeurs 
des  demi-axes  a\  b\  c*  du  second  ellipsoïde,  connaissant  ceux 
du  premier  et  les  coordonnées  a»  6,  y  du  point  fi.  On  a 

0»  g«  Y»  , 


-H  -J-r-r=  i 


d'où 


1  Cette  équation  donne  une  valeur  positive  pour  a'*  et  une 
seule,  car  a'*  =3  o  rend  le  premier  membre  plus  grand  que  l'u- 
nité et  a'*  =  00  le  rend  moindre  que  l'unité.  D'ailleurs  ce  pre- 
mier membre  décroît  d'une  manière  continue  quand  a*  varie 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  Il  ne  peut  donc  passer  qu'une  seule 
fois  par  la  valeur  de  1 .  Le  demi-axe  a'  étant  déterminé,  on  aura 
les  deux  autres  par  les  équations 

6'«  =  a'*  +ft,c'*=a'»H-A.»» 
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Précédemment,  dans  le  cours  de  ce  livre,  j'ai  dit  que  ces  ana- 
lyses pèchfint,  qu'elles  présentent  des  irrationalités  analogues  à 
celles  que  j'ai  signalées  dans  l'analyse  ayant  pour  objet  l'attrac- 
tion d'une  sphère  sur  un  point  intérieur  ou  extérieur. 

Dans  les  deux  cas,  en  effet,  un  corps  est  conçu,  du  moins  par 
ceux  qui  admettent  Tinfiniment  petit,  comme  composé  d'une  in- 
finité d'éléments  infiniment  petits  :  conception  contraire  k  la  rai* 
son. 

Dans  ces  analyses,  on  n'a  pas  égard  k  la  distance  qui  peut 
exister  entre  les  points  matériels  ou  moiéculq^  composant  un 
corps;  elles  ne  pourraient  donc  s'appliquer  qu'à  une  sphère  ou 
un  ellipsoïde  absolument  continus,  n'olTrant  absolument  aucuri 
espace  \ide.  Comm^  je  l'ai  observé  au  sujet  de  l'attraction  d'une 
sphère,  on  n'efTacc  pas  ce  vice  radical  enr  représentant  la 
densité  moléculaire  par  le  signe  pdans  les  équations. 

Dans  ces  mêmes  spéculations  on  a  le  tort  de  supposer  des 
rapports  de  quantité  entre  des  droites  et  des  courbes  essentielle- 
ment différentes.  On  le  fait,  par  exemple,  en  regardant  une 
sphère,  ou  un  ellipsoïde  comme  composés  de  petits  cubes;  on  le 
fait  encore,  notamment,  dans  l'analyse  concernant  l'ellipsoïde, 
quand  on  y  pose  l'équation 

/* = arctaDg|<  V' —  • 
m-hnr       ^mn  °L     ^    m  J 

D'ailleurs,  Texpression  de  la  forme  r*  sinBdrdBd-^  qui,  dans 
ces  calèuls,  est  considérée  comme  représentant  l'élément  de  vo- 
lume,  n'a  point  été  obtenue  rationnellement,  bien  qu'on  arrive 
à  ce  même  résultat  par  deux  voies,  celle  des  infiniment  petits  et 
celle  dite  des  limites. 

Voici  le  procédé  relatif  à  la  méthode  des  limites,  tel  qu'il  est 
présenté  dans  le  même  traité,  t.  1 ,  p.  73  : 

a  Soit  M  (r,  6,  ^)  (fig.  99)  un  point  pris  dans  le  corps  consi- 
déré. Décrivons  dans  le  plan  MOx  et  du  point  0  comme  centre 
deux  arcs  de  cercle  MI  et  LK,  avec  les  rayons  OM  =  r  et  OL 
=  r4-  Ar,  terminés  k  la  droite  OK  telle  que  LOK  =  A  e. 

»  Si  Ton  imagine  que  le  quadrilatère  plan  IMLK  tourne  an- 
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tour  de  Ox  d'un  angle  A  4*  ®^  ^^^^^^^  ®°  TM'L'K',  nousobtien* 
drons  an  petit  solide  MK'  que  nous  prendrons  pour  l'élément 
du  volume  total.  D'après  le  théorème  de  Guldin,  MK'  aura  pour 
mesure  l'aire  IMLK  multipliée  par  l'arc  de  cercle  que  décrit  le 
centre  de  gravité  de  cette  aire.  Or 

IMLK  =  OKL—  OMI  =  ^  (r  -f-  A  ry^e  —  \r'^e, 

ou  bien 

IMLK=(r-hlAr)ArAÔ. 

D'un  autre  cAté,  si  u  est  la  perpendiculaire  GH  abaissée  du 
point  G  sur  l'axe  Ox,  l'arc  décrit  par  le  point  G  sera  égal  à 
ttA^'.  Mais  le  point  G,  étant  compris  dans  l'intérieur  du  quadrila- 
tère IKLM,  peut  devenir  aussi  voisin  que  l'on  voudra  du  point  M, 
en  prenant  A9  et  A^{'  assez  petits.  Par  conséquent,  GH  différera 
peu  de  la  perpendiculaire  MQ  =  r  sin  0  abaissée  du  point  M  sur 
l'axe  Ox  :  on  aura  donc  , 

(1)  M  =  r8inô-|-a, 

a  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  o  en  même  temps  que  Ar 
etAG;  et  par  suite 

(2)  AV=(r8inÔH-a)  (r^-f-Ar)  ^r^Q^\^. 

»  Mais  si  Ton  appelle  p  la  densité  du  solide  au  point  H,  /i-f*^ 
sera  la  densité  moyenne  de  l'élément  de  volume  A  V,  6  devenant 
nul  à  la  limite.  En  appelant  aP  le  poids  de  cet  élément,  on  aura 
donc 

AP  =  (p-Hê)AV. 
et  par  suite^ 

(3)  AP  =  (p-f-g)(r8ia  6 -h a)  (r-hiArA9Af 
De  Ik  on  conclut 

P=2pr*  sin6ArASA(|;H-2yArA5A(|;. 

Or,  si  l'on  suppose  les  accroissementsAr,  aO,  a^  de  plus  en  plus 
petits,  on  a 

lim  2pr^  sin  6  Ar  Ad  Ai|;  =  o, 
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lim  2 pf»8m 9 ArA5A^|;=///pr*sin 9 rfrdôd^|;. 

Donc 

(4)  P=///pr*8in  BdrdOd^. 

<  Quand  le  corps  est  homogène,  /»  est  une  constante  qu'on  peut 

p 
faire  sortir  du  signe  d'intégration,  et  si  l'on  observe  que  —  est 

P 

égal  au^  Tolume  V  du  corps,  on  aura 

(5)  V  =  fffr\m  OdrdSdi^^.i^ 

Cette  analyse  n'est  point  rationnelle,  car,  encore  ici,  on  sup- 
pose des  rapports  de  quantité  entre  des  courbps  diiïérentes  et 
entre  des  courbes  et  des  droites.  On  le  fait,  notamment,  en  ap- 
pliquant le  théorème  de  Guldin  qui  est  faux  à  ce  point  de  vue. 

La  différentielle  en  question,  dV  =  r^sinBdrdBd^,  étant  ici 
égale  à  zéro,  ne  saurait  être  un  élément  réel  d*un  corps;  il  fau- 
drait la  regarder  seulement  comme  la  limite  de  tous  les  petits 
solides  MK'  que  Ton  admet  et  que  Ton  suppose  de  plus  en  plus 
petits  dans  cette  spéculation  ;  mais  ces  petits  solides  seraient  va- 
riables de  forme,  ils  présenteraient  à  leur  surface  des  courbes 
essentiellement  différentes  :  il  ne  pourrait  donc  y  avoir  entre 
eux  aucun  rapport  de  quantité,  de  degrés;  la  formule  trouvée 
pour  dV  ne  saurait  donc  être  rationnellement  regardée  comme 
leur  limite,  en  ce  sens  qu'une  intégrale  définie  de  cette  même 
formule  pAt  donner  lu  volume  d'un  corps.  C'est  là  une  des  fausses 
applications  de  la  méthode  des  limites. 

Quant  à  la  détermination  par  la  méthode  des  infiniment  petits, 
de  l'expression  du  volume  de  l'élément  d'un  corps,  vicieuse  par 
cette  méthode,  elle  Test  aussi  en  ce  qu'elle  suppose  des  rapports 
de  quantité  entre  des  grandeurs  essentiellement  différentes. 

L'analyse  concernant  l'attraction  d'un  corps  sphérique  homo- 
gène, qu'on  a  fondée  sur  les  équations  générales  de  l'attraction 
d'un  corps  de  forme  quelconque,  pèche  sous  les  mêmes  rapports 
que  celle  ayant  le  même  objet,  que  j'ai  présentée  dans  le  cours  de 
ce  livre. 
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IV. 
De  l'Iiiflnl. 

Dans  mon  introduction,  à  propos  da  calcul  infinitésimal,  j'ai 
discuté  et  nié  la  possibilité  d'un  infini  quelconque,  de  rinfiniment 
petit  comme  de  Tinfiniment  grand.  Je  crois  intéressant  de  re- 
venir spécialement  sur  ce  point  dans  cette  note. 

Je  trouve,  à  ce  sujet,  dans  les  Mondes  du  6  décembre  4869, 
une  lettre  adressée  à  M.  Fabbé  Moigno,  rédacteur  de  cette  revue, 
par  H.  Méhay.  Je  vais  la  reproduire  avec  la  réponse  de  M.  Moi- 
gno,  imprimée  dans  le  numéro  suivant  dés  Mondes. 

Lettre  de  M.  Méhay  : 

«  Vous  savez ,  d'après  le  mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Aca- 
démie, le  2'^  octobre  dernier,  et  que  je  vous  ai  envoyé  en  même 
temps,  que  je  partage  complètement  les  idées  de  Cauchy  et  les 
vôtres,  au  point  de  vue  mathématique,  en  ce  qui  concerne 
l'infini,  mais  il  me  semble  que  les  conséquences  que  vous  en 
tirez  sont  un  peu  forcées.  Vous  dites  :  a  Le  nombre  actuellement 
infini  est  impossible,  donc  le  nombre  des  révolutions  de  la  terre 
est  fini,  et  il  y  a  eu  une  première  révolution,  et  la  terre  n'a  pas 
éternellement  tourné  autour  du  soleil.  Donc  aussi  le  nombre  des 
hommes  et  des  êtres  de  chaque  genre  qui  se  sont  succédé  sur  la 
terre  est  nécessairement  iini,  et  il  y  a  un  nombre  fini  de  types  ou 
premiers  êtres  sans  prédécesseurs,  et  les  êtres  ne  se  sont  pas 
éternellement  succédé  sur  la  terre.  »  Permettez-moi  de  vous 
faire  remarquer  que  vous  pourriez  dire  avec  autant  de  raison  : 
Le  nombre  actuellement  infini  est  impossible,  donc  l'étendue  a  des 
dimensions  finies  et  l'univers  a  des  bornes ,  ce  qui  me  paratt 
démontrer  l'erreur  de  votre  raisonnement,  car,  si  vous  supposez 
un  instant  des  bornes  à  l'univers,  la  pensée  les  franchit  immé- 
diatement. 

9  De  ce  qu'il  n'y  a  pas  de  quantité  infinie  ayant  une  eiistence 
réelle,  on  ne  peut  certainement  pas  en  conclure  que  l'idée  repré- 
sentée par  le  mot  infini  n'existe  pas  en  nous;  cette  idée,  dont 
la  réalité  subjective  ne  peut  être  contestée,  nous  vient,  en  effet, 
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iviturelleinent  de  la  conception  de  toute  opération  ^ae  ows  pou* 
yons  répéter  an  nombre  de  fois  aussi  grand  qa*il  nous  convient 
de  rimaginer ,  sans  entrevoir  d'obstacle  qui  puisse  nous  empê- 
cher de  continuer  la  même  série  d'opérations.  Si  donc  l'on  con- 
sidère la  terre  comme  tournant  autour  du  soleil,  en  vertu  des 
seules  lois  physiques  établies,  l'on  raisonnera  juste  en  disant  que 
le  nombre  des  révolutions  doit  être  considéré  comme  infini  dans 
le  passé  comme  dans  l'avenir,  car  l'on  entendra  par  là  qu'en  se 
reportant  à  des  temps  aussi  éloignés  du  moment  présent  qu'on 
peut  se  Timaginer,  il  n'y  aura  pas  plus  de  raison  qu'actuellement 
pour  que  la  terre  commence  son  mouvement  ou  pour  qu'elle 
cesse  de  tourner;  l'on  dira  de  même  avec  raison  que  les  dimen- 
sions de  l'étendue  sont  infinies,  parce  qu'après  s'être  transporté, 
par  la  pensée ,  aux  plus  grandes  distances  que  nous  puissions 
concevoir,  nous  pouvons  encore  supposer  cette  opération  répétée 
sans  obstacle.  Je  trouve,  pour  mon  compte,  que  le  mot  infini 
est  ainsi  employé  dans  sa  véritable  acception,  et  que  cela  n'em- 
pêche pas  d'admettre  avec  Cauchy  et  avec  vous  que  l'idée  qu*il 
représente  n'est  pas  celle  d'une  quantité  réellement  eiistante. 

»  J'admets»  de  même  que  vous  raisonnez  juste  au  point.de  vue 
où  vous  vous  placez,  en  disant  que  le  nombre  des  révolutions  de 
la  terre  est  fini  ;  quant  à  l'action  provenant  des  lois  physiques, 
vous  admettez  un  obstacle  qui  est  la  volonté  de  Dieu ,  mais  là 
est  toute  ta  difTérence  entre  les  deux  opinions  ,  et,  dans  les  con- 
sidératiuns  mathématiques  sur  le  fini  et  l'infini,  je  ne  vois  abso- 
lument rien  qui  puisse  être  plus  particulièrement  favorable  à 
l'ane  ou  à  l'autre. 

»  Dans  le  mémoire  que  je  vous  ai  adressé,  j'ai  essayé  de  démon- 
trer que  ridée  de  Tinfiniment  petit  ne  peut  se  traduire  par  une 
quantité  réelle  non  plus  que  celle  de  l'infini,  et  je  ferai  remar- 
quer ici  que  cette  vérité  devient  évidente  si  Ton  se  reporte  à 
l'idée  que  représente  ce  mot  infiniment  petit  ;  cette  idée  nous 
vient,  en  effet,  de  ce  qu'ayant  divisé  une  quantité  déterminée  en 
un  certain  nombre  de  parties,  nous  pouvons  concevoir  cette 
opération  comme  se  trouvant  répétée  autant  de  fois  qu'il  nous 
convient  de  l'imaginer  sans  rencontrer  d'obstacle  s'opposant  à  la 
continuation  du  partage  dans  les  mêmes  conditions ,  en  sorte 
que,  par  le  fait,  cette  série  d'opérations  n'a  pas  de  fin,  et  par 


—  512  -. 

conséquent  pas  de  résaltat.  namériqae  final  ;  or,  comme  c*est 
précisément  ce  résaltat  final  que  Ton  convient  de  nommer  infi- 
niment petit,  cette  idée  ne  peut  représenter  nne  quantité  numé- 
rique réelle ,  mais  cela  ne  Tempéche  en  aucune  manière  d*étre 
acceptée  comme  produit  de  notre  imagination ,  de  même  que 
l'idée  de  l'infini.  » 

Réponse  de  M.  lioigno  : 

«M.  Méhay  ne  m'a  pas  bien  compris.  Les  unités  dont  je  parle, 
la  révolution  de  la  terre  autour  du  soleil,  les  générations  d'êtres, 
sont  des  unités  actuelles  et  non  pas  des  unités  virtuelles,  résultat 
d'une  opération  de  mon  esprit.  Leur  succession  forme  donc  un 
nombre  réel,  qui  doit  avoir  toutes  les  propriétés  essentielles  des 
nombres,  qui  doit  être  fini  et  limité  avec  un  commencement  ou 
unité  première.  Si  ce  nombre  n'avait  pas  eu  de  commencement, 
l'ensemble  des  êtres  successifs  serait  rigoureusement  infini,  et 
l'infini  existerait  réellement,  ce  que  M.  Méhay  n'admet  pas. 
H.  Méhay  affirme  que  mon  raisonnement  conduit  k  admettre  que 
Tespace  est  fini ,  ce  qui  n'est  pas,  dit-il.  11  se  trompe  évidem- 
ment, en  ne  distinguant  pas  l'espace  réel,  ensemble  de  tous  les 
corps  de  la  nature  considérés  comme  coexistants ,  '  de  l'étendue 
indéfinie  qui  n'a  de  réalité  que  dans  notre  imagination.  Celle-ci, 
par  là-même,  peut  être  infiniment  grande,  tandis  que  le  nombre 
des  corps  de  la  nature  est  nécessairement  fini.  En  résumé, 
M.  Méhay  confond  l'infini  avec  l'indéfini  ;  Tindéfiniment  grand  et 
l'indéfiniment  petit  avec  Tinfiniment  grand  et  l'infiniment  petit  ; 
l'éternité  antérieure  (d  parle  anie)  des  êtres  successifs,  qui  sup- 
poserait un  nombre  réellement  infini,  avec  l'éternité  consécutive 
(À  parte  poit);  qui  n'entraîne  qu'un  nombre  toujours  fini  quoique 
indéfiniment  grand. 

»  F.  MoiGiio.  i 

M.  Moigno  a  certainement  raison  d'affirmer  qu'il  ne  saurait  y 
avoir  réellement,  actuellement,  un  nombre  infini  d'êtres,  qu'une 
succession  infinie,  actuellement  accomplie  de  générations  d'êtres 
est  absolument  impossible.  11  y  a  longtemps  que  j'ai  reconnu  cette 
impossibilité  dans  l'exposé  de  mon  système  philosophique  (I). 

'  (I)  J  vol.  in  a*,  chez  Penaud  et  JoUy,  libraires,  me  Yisoonti,  22,  à  Paria. 
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Non-seulement  j'ai  rejeté  Tinfînité  réalisée,  effectuée,  de  géné- 
rations, d'une  succession  de  phénomènes,  en  considérant  cette 
Infinité  en  soi,  mais  j'ai  montré  que  si  on  l'admettait,  il  faudrait 
admettre  aussi  quMl  n'y  a  aucune  cause  déterminante  de  l'époque 
à  laquelle  se  produit  chaque  phénmnëne. 

<x  Ma  raison,  ai-je  dit  (p.  143  de  l'exposé  de  mon  système),  re- 
pousse tout  d'abor^  la  possibilité  d'un  nombre  infini...  Ainsi  il 
n'y  a  point  une  infinité  d'êtres. 

»  Ma  raison  repousse  un  infini  accompli  dans  la  succession 
(p.  95  du  même  livre).       *    * 

»  En  admettant  des  changements  (p.  8i  du  même  ouvrage), 
il  faudrait  supposer,  ou  bien  qu'il  y  aurait  eu  un  premier  chan- 
gement ,  ou  bien  qu  il  y  aurait  eu  de  toute  éternité  quelque 
changement. 

y>  La  première  hypothèse  est  évidemment  inadmissible  :  il  est 
bien  visible  que  si  tous  les  êtres  possibles  sont  restés  une  éternité 
sans  éprouver  la  moindre  modification,  ils  ont  dû  et  devront  con- 
tinuer k  ne  changer  sous  aucun  rapport;  car  il  n'a  existé,  il 
'  n'existera  jamais  aucune  cause  de  changement  pour  eux» 

»  Dans  la  seconde  hypothèse,  on  ne  pourrait  échapper  k  l'im- 
possibilité de  la  première  qu'en  supposant  une  succession  infinie 
d'états  résultant  les  uns  des  autres,  de  telle  sorte  que  chacun  de 
ces  états  serait  cause  et  effet  qu'il  n'y  en  aurait  aucun  existant 
par  lui-même;  or,  ce  serait  tomber  dans  une  autre  impossibilité  : 
la  raison  n'accepte  point  cette  succession  infinie  d'états  dont  au- 
cun ne  serait  par  lui-même,  elle  demanderait  unç  cause  pre- 
mière, une  cause  non  produite. 

»  D'ailleurs,  dans  cette  même  hypothèse,  il  ne  pourrait  y  avoir 
une  époque  nécessaire  pour  aucun  des  changements  effectués.  Si, 
en  effet,  un  changement  a  eu  lieu  à  telle  époque,  à  tel  instant, 
pourquoi  n'a-t-il  pas  eu  lieu  un  ou  plusieurs  instants,  dix  mille 
ans,  cent  mille  ans ,  etc.,  plus  tôt  on  plus  tard?  On  répondra 
qu'un  changement  ne  peut  avoir  lieu  qu'après  avoir  été  précédé 
de  certaines  autres  modifications  nécessaires  pour  amener  l'in- 
fluence, la  cause  qui  doit  le  produire,  et  que,  cette  cause  une 
fois  arrivée,  le  changement  est  nécessaire;  qu'ainsi  son  époqi]|e 
est  nécessaire.  Mais  cette  réponse  n'est  pas  acceptable.  A  quelque 
époque  que  la  pensée   place  un  changement,  on  voit  qu'un 
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temps  infini  serait  jilors  écoulé.  Or,  une  durée  infinie  que  l'on 
supposerait  écoulée  à  une  époque  passée  quelconque,  il  y  a  dix 
mille  ans,  cent  mille  ans ,  etc.,  ne  serait  pas  moins  longue 
qu'une  durée  infinie  que  l'on  supposerait  devoir  être  écoulée 
à  un  temps  futur,  dans  dix  ville  ans,  cent  mille  ans  et  plus. 
Dans  tous  les  cas,  les  phénomènes  qui  devraient  précéder 
chaqiie  changement  auraient  un  temps  infini,  qn  temps  égal,  pour 
se  produire  dans  Tordre  nécessaire  :  il  faudrait  donc  admettre 
qu'un  changement,  quel  qu'il  fût,  eut  pA  arriver  à  une  époque 
autre  que  celle  où  il  est  arrivé.  Or ,  cela  n'est  point  admissible; 
chaque  changement  devrait  avoir  une  époque  nécessaire.  L'hypo. 
thèse  dont  il  s'agit  est  donc  fausse  comme  la  première...  » 

Non-seulement  j'ai  rejeté  et  rejette  encore  l'hypothèse  d'unç 
infinité  d'êtres,  de  phénomènes,  de  générations,  mais  encore  j*ai 
repoussé  et  repousse  toute  infinité.  Ainsi  j'ai  dit,  p.  149  :  c  U  ne 
peut  y  avoir  une  étendue  infinie  ;  certes  il  n'existe  pas  un  corps, 
un  objet  qui  soit  infini  en  étendue  :  pour  voir  qu'une  telle  qua- 
lité est  chimérique,  il  me  suffit  de  l'envisager  en  soi.  »  ;  p.  454^ 
<x  II  m'est  évident  qu'une  durée  infinie  ne  peut  être  écoulée,  ac- 
complie: envisagé  en  soi,  indépendamment  de  toute  considéra,- 
tion,  je  vois  qu'un  temps  infini  passé  est  impossible,  » 

J'affirme  donc  que  la  matière,  supposée  ei^istante,  n'a  pu  être 
pendant  un  temps  infini,  même  sans  changement  dans  son  état* 
M.  Moigno  va-t-il  jusque-là  ?  S|i  oui,  il  aurait  donc  le  courage 
de  faire  commencer  h)i  matière ,  la  substance  même  du  monde  ; 
c'est-à-dire  que,  pour  échapper  à  une  impossibilité  rationnelle, 
il  se  jetterait  dans  une  autre  impossibilité  rationnelle  non  moins 
flagrante  t 

Pour  moi,  j'ai  résolu  ce  terrible  problème  par  la  seule  solu« 
tion  rationnelle  possible  :  la  négation  de  la  matière,  du  monda 
phénoménal ,  des  changements  réels,  de  la  succession,  de  la  du- 
rée, du  temps.  Nous  avons  idée  de  tout  cela,  mais  tout  cela  n'est 
pas  réellement.  Nous  sommes  des  substances  sans  étendue,  sans 
durée,  sans  succession,  sans  changement,  qui  ont  idée  d'objets  se 
succédant,  changeant ,  agissant,  bien  que  ces  objets  et  ces  phé- 
nomènes n'aient  aucune  réalité. 

Ce  ne  sont  pas  seulement  les  impossibilités  signalées  plus 
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haafc  à  propos  de  t'ittfini,  qui  forcent  (Tâldmeltf e  cette  c6h6tasion  : 
la  raison  pure  y  conduit  par  d'autres  voies  que  montre  l'exposé 
complet  de  mon  système  philosophique. 

Demandez  à  M.  l'abbé  Moigno  s'il  nie  tout  infini  :  il  ré^ndra 
certainement  qu'il  admet  l'infinité  divine  ;  et  pourtant  cet  infini 
choque  ma  raison  tout  aussi  énergiquement  que  l'hypotfièse 
d'une  infinité  d'êtres  réels,  d'une  succession  infinie  actuellement 
écoulée  de  moments,  de  phénomènes,  de  générations,  etc.  J'ai 
d'ailleurs  montré,  dans  le  tnéme  livre,  que  les  attributd  infinis  de 
Dieu,  impossibles  ejx  eux-mêmes,  se  heurtent  les  uns  contre  les 
autres,  sont  incompatibles  entre  eux. 

M.  Moigno  croit  bien  que  le  nombre  des  corps  de  la  nature  est 
nécessairement  fini.  Très-bien,  mais  les  corps  ne  sont  pas  l'es- 
pace dans  lequel  ils  paraissent  se  mouvoii^.  Pense-t-il   que  cet 
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espace  est  borné  ?  S'il  le  pensait,  il  admettrait  donc  quMl  est 
quelque  ligne  ou  finit  l'espace  etque,  dans  leurs  mouvements,  les 
corps  ne  pourraient  pas  dépasser?  Sa  raison  sans  doute  proteste- 
rait contre  une  telle  hypothèse  ;  elle  lui  dirait,  k  ce  pioinl^  de 
vue,  que  si  les  corps  se  meuvent,  l'espace  dans  lequel  ils  se 
meuvent  et  qu'ils  peuvent  parcourir  n'a  pas  de  fin.  L'espace  se* 
rait  donc  un  infini  réel.  Vainement  dirait-il  que  l'espace  en  lui« 
même  n'est  rien.  Ou  il  est  ou  il  n'est  pas  :  il  n'y  a  pas  de  milieu 
entre  l'existence  et  la  non-existence.  Si  l'espace  n'est  pas ,  le 
mouvement  est  impossible,  car  le  mouvement  implique  le  pas- 
sage d'un  corps  d'un  lieu  dans  un  autre;  il  implique  que  le  corps 
est  dans  un  espace  pénétrable,  où  il  occupe  successivement  di- 
vers lieux.  Si  au  contraire  l'espace  est  réel,  si  cette  étendue  pé- 
nétrable où  se  mouvraient  les  corps  existe,  elle  est  infinie,  puis- 
que les  corps  peuvent  s'y  mouvoir  sans  lui  trouver  aucune 
fin. 

Dira-t-on  qu'en  effet  il  y  a  un  espace,  une  étendue  pénétrable 
qui  n'a  pas  de  fin,  mais  qu'il  ne  peut  y  avoir  une  infinité  dé 
corps  distincts  dans  cet  espace?  Bien  vaine  serait  cette  dis- 
tinction. Evidemment,  s'il  pouvait  y  avoir  un  espace  péné- 
trable infini  en  étendue,  on  pourrait  bien  admettre  l'existence 
d'un  corps  d'une  étendue  infinie,  ou  celle  d'une  infinité  de 
corps  d'une  étendue  finie  quelconque,  distants  ou  non  distants 
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les  ans  des  autres,  en  repos  oo  en  monTement  dans  l'espace 
infini. 

La  raison  rejette  tout  d'abord  Thypothèse  d'un  espace  réel 
qui  serait  pénétrable  par  un  corps  ;  mais,  d'un  autre  cAté,  elle 
dit  que,  sans  cet  espace  pénétrable,  il  n'est  pas  de  mouvement 
possible.  La  conséquence  rationnelle  k  en  tirer,  c'est  qu'il  n'y  a 
pas  de  mouvement.  A  plusieurs  points  de  vue,  d'ailleurs,  j'ai 
montré  l'idéalité  des  corps,  de  la  matière,  dans  le  livre  cité. 

En  soi  un  être  réel  n'est  ni  borné  ni  infîni.  Les  corps  supposés 
réels  n'auraient  pas  vraiment  la  qualité  d'être  bornés,  finis, 
considérés  en  eux-mêmes.  Ce  n'est  que  relativement  à  l'espace 
supposé  infini  qu'on  les  conçoit  comme  finis.  D'ailleurs  les  êtres 
réels,  étant  sans  étendue,  sans  durée,  étant  purement  spirituels, 
n'offrent  aucune  qualité  susceptible  d'être  mesurée,  ne  présentent 
aucun  degré,  aucune  quantité  substantielle. 

L'on  attribue  souvent  des  degrés  à  des  cboses  qui  ne  sauraient 
en  avoir  réellement.  Ainsi,  par  exemple,  on  conçoit  des  Joais- 
sauces  ou  des  souffrances  comme  plus  ou  moins  grandes,  plus 
ou  moins  vives,  et  pourtant  elles  n'ont  vraiment  entre  elles  aucun 
rapport  de  degré,  de  quantité  ;  elles  n'ont  même  pas  un  tel  rap- 
port, dans  le  sens  de  celui  que  l'on  trouve,  que  l'on  conçQit  en- 
tre des  étendues ,  des  durées,  des  qualités  quelconques  d'une 
même  nature.  Des  jouissances  ou  des  souffrances  qui  ne  sont  pas 
exactement  semblables,  étant  essentiellement  différentes,  ne  peu- 
vent avoir  aucun  rapport  de  quantité  ou  de  degré  entre  elles.  11  en 
est  ainsi  des  mérites,  des  démérites  :  ils  ne  sauraient  se  mesurer 
réellement.  11  n'y  a  donc  point  lieu  de  se  demander  si  des  qualités 
de  ce  genre,  si  des  jouissances  ou  des  souffrances,  des  mérites  ou 
des  démérites  peuvent  être  infinis. 

Je  n'ai  rien  à  ajouter  ici,  au  sujet  de  l'infiniment  petit.  Je  m*en 
tiens  à  ce  que  j'en  ai  dit  dans  mon  introduction. 
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